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Resumo: O objetivo desta contribuicdo é apresentar uma revisdo tedrica sobre o problema da escolha do datum na
Geodesia, por meio do caso geral de ajustamento pelo modelo paramétrico (Gauss-Markov). Nesta revisdo,
demonstra-se matematicamente que uma solu¢do com injuncdes € enviesada quando o posto (rank) da matriz design
A € R™" nao é completo, ou seja, rank (A) < u. Em outras palavras, ha deficiéncia de datum da rede geodésica, o
que em geral ocorre a0 menos em termos de origem do referencial. Demonstramos matematicamente as injuncdes
minimas internas por meio das condi¢Bes no net tranlsation (NNT), no net rotation (NNR) e no net scale (NNS),
além da transformacg&o-S para a conversdo ou atualizacdo do datum de uma solugdo com injuncGes minimas para
outra. Em particular, duas aplica¢fes importantes sdo discutidas: (i) o monitoramento geodésico de estruturas, em
que as diferentes épocas de observacdo devem estar no mesmo datum; (ii) a densificacdo de redes geodésicas a partir
de pontos de referéncia pré-existentes. As diferentes possibilidades de defini¢do da matriz datum s&o demonstradas
em uma rede simulada de trilateracdo. Por fim, foram realizadas comparagdes entre cinco diferentes tipos de
injuncBes em uma rede altimétrica: injuncdo absoluta; injuncao relativa; condi¢do NNT para todos vértices da rede;
condigdo NNT apenas para os vértices de referéncia e condicdo NNT ponderada ou generalizada conforme Kotsakis
(2013). Os resultados obtidos por simulagdes Monte-Carlo demonstram que a condicdo NNT generalizada fornece a
melhor escolha de datum no problema de densificacdo de redes geodésicas.

Palavras-chave: Injun¢es minimas internas. Transformag&o-S. Monitoramento geodésico. Densificacao de redes.

Abstract: This contribution presents a theoretical review of the datum problem in Geodesy, inside the framework of
the Gauss-Markov model. In this review, it is mathematically demonstrated that a solution with constraints is biased
when the rank of the design matrix A € R™* is not full, i.e., rank(4) < u. In other words, there is a rank defect in
the design matrix due to the datum deficiency in the geodetic network, which generally occurs at least in terms of
the origin. The minimum inner constraints are mathematically demonstrated through the conditions of no net
translation (NNT), no net rotation (NNR), and no net scale (NNS). Furthermore, we provide a step-by-step S-
transformation to change or update the datum from a minimally constrained solution to another. In particular, the
cases of geodetic deformation analysis, where different observation epochs must be at the same datum, and the
geodetic network densification based on pre-existing reference points are discussed. A simulated trilateration
network demonstrates several possibilities for defining the datum matrix. Finally, comparisons were made between
five different types of constraints in a levelling network: absolute constraint; weight constraint; NNT condition for
all network points; NNT condition only for reference points and weighted or generalized NNT condition according
to Kotsakis (2013). The results obtained by Monte-Carlo simulations demonstrate that the generalized NNT
condition provides the best datum choice in the densification of geodetic networks problem.

Keywords: Inner constraints. S-transformation. Deformation analysis. Geodetic network densification.
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1 INTRODUCAO

Embora o termo “datum” seja frequentemente utilizado nas areas de Ciéncias Geodésicas e
Cartogréficas, a intepretacdo matematica do mesmo nem sempre € muito clara, sendo dificilmente abordada
de forma didéatica e prética na literatura. Para inicio de discussdo, é importante lembrar que a posi¢do de
gualquer objeto deve estar vinculada a um sistema de referéncia ou referencial. O estabelecimento de um
sistema de referéncia envolve os conceitos de definicdo (nas publicacBes em inglés, comparece o termo
reference system) e realizacdo (reference frame), os quais ja sdo bem descritos na literatura, como por
exemplo, em Drewes (2009).

Segundo as convencfes da Nota Técnica N° 36 (IERS, 2010), sistema de referéncia terrestre
(terrestrial reference system) é um sistema de referéncia espacial que gira em torno da Terra em seu
movimento diurno no espago; enquanto o referencial terrestre realizado (terrestrial reference frame) consiste
na materializacdo do sistema de referéncia terrestre por meio da realizacdo de sua origem, orientacdo dos
eixos, escala e evolugdo temporal. Atualmente, esta realizacdo é obtida por meio da implantacdo de um
conjunto de pontos de referéncia na superficie da Terra com coordenadas determinadas com alta precisdo. O
datum é um referencial realizado. Em Geodésia e levantamentos, um datum é um conjunto de pontos de
referéncia na superficie da Terra e (frequentemente) um modelo associado do formato da Terra usado para
definir um sistema de coordenadas. Detalhes em IERS (2010).

Neste contexto, a definicdo diz respeito as especificacbes matematicas e fisicas que um referencial
deve possuir para atender determinadas aplicacGes. Para fins de exemplificagdo, considere um problema de
determinagdo de coordenadas planimétricas, ou seja, em um espaco 2D qualquer, com as seguintes
definicbes: a origem do sistema deve ser um ponto na superficie da Terra (X, Y;) — origem topocéntrica; em
termos de orientacdo, 0s eixos X e Y devem estar contidos no plano horizontal do observador (que é
perpendicular a vertical do lugar), com o Eixo Y orientado na direcdo do norte geodésico (N,) e

perpendicular ao eixo X (X L Y), este Gltimo apontado para a direcéo leste; e, por fim, a escala como unidade
de medida linear deve estar de acordo com a defini¢cdo do metro [m]. Esse sistema € ilustrado na Figura 1.

Figura 1 — Sistema de coordenadas arbitrario no espaco 2D.
Y = Ng

-

[
(X(), YO)
Fonte: Os autores (2025).

Apos a definicdo do referencial, a etapa seguinte consiste na realizacdo deste por meio da coleta de
observacOes a partir de pontos sobre a regido de interesse. De forma simplificada, um dos produtos da
realizacdo é uma lista de coordenadas e suas incertezas que materializam o sistema (redes de pontos de
referéncia — reference frame). Entretanto, injun¢fes no modelo matematico sdo necessarias para a
determinacdo das coordenadas dos pontos da rede e suas incertezas. Como pode ser observado no exemplo
da Figura 1, a obtencdo das coordenadas (X,Y) de qualquer ponto neste sistema s6 sera possivel se existirem
informacGes que proporcionem a origem, a orientacdo e a escala. Essas informacgfes podem ser interpretadas
como restricdes de datum, responsaveis por vincular a definicdo a realizacdo. Na falta de algumas dessas
informacGes, recai-se em um problema de deficiéncia de datum.

E muito comum, portanto, que o geodesista tenha que resolver o problema de datum no contexto do
ajustamento de redes geodésicas. Para mais detalhes sobre o conceito de “datum”, o leitor é convidado a

2



Rev. Bras. Cartogr, vol. 77, 2025 DOI: http://dx.doi.org/10.14393/rbcv77n0a-75038

recorrer a literatura relacionada ao tema, como por exemplo, Teunissen (1985); Kuang (1996, capitulo 4); e
Drewes (2009). Além disso, assume-se que o leitor é familiarizado com o ajustamento de observagoes pelo
modelo paramétrico, sendo Klein (2012) e Klein et al. (2011) referéncias indicadas como suporte ao tema.
Nesta contribuicdo, considera-se o ajustamento pelo Método dos Minimos Quadrados (MMQ) aplicado ao
modelo de Gauss-Markov — também denominado de modelo paramétrico ou “modelo das equacdes de
observacao™: y = F(X), onde y € R™ é o vetor das observagdes ajustadas e £ € R* é o vetor dos parametros
estimados (com n > u), cujos elementos sdo as coordenadas de pontos a serem estimadas.

De forma geral, o ajustamento de observacfes envolve a mensuracdo de grandezas geométricas
como angulos e distancias entre os vértices que compdem determinada rede geodésica em um referencial
altimétrico (1D), planimétrico (2D) ou planialtimétrico (3D). Algumas dessas grandezas suprem a deficiéncia
de datum em termos de origem, orientagéo e/ou escala do referencial, conforme a Tabela 1 (em vermelho: a
deficiéncia de informacdo de datum; e em verde: as grandezas suprimidas de deficiéncia pela informacédo de
datum) . Para detalhes sobre a formulacdo das equacdes de observacdo correspondentes, ver, por exemplo,
Ghilani (2010, capitulos 12, 15, 16 e 17) e Ogundare (2018, capitulo 5).

Tabela 1 — Deficiéncia de datum e grandezas relacionadas para um referéncial qualquer 1D (Z), 2D (X,Y) ou 3D (X,Y,2).
Origem Orientacdo

Escala

Eixo cartesiano do sistema de coordenadas X Y Z X Y Z

Coordenada conhecida no eixo X

Coordenada conhecida no eixo Y

Coordenada conhecida no eixo Z

Diregdes ou dngulos horizontais

Azimutes

Angulos zenitais

Distancias horizontais (2D) ou inclinadas (3D)

Distancias verticais / desniveis (1D)

Componentes 3D de vetores GNSS (AX, AY, AZ)

Fonte: Adaptado de Kuang (1996).

Note que a deficiéncia em origem (translagdo) € resolvida somente por meio de coordenadas
conhecidas. A deficiéncia em escala ocorre apenas para redes formadas essencialmente por observagdes
angulares como as antigas redes de triangulacdo, sendo que modernamente as redes geodésicas possuem
medidas de distancias (seja 1D, 2D ou 3D), ndo apresentando, portanto, deficiéncia em escala. As dire¢Oes e
angulos horizontais ndo suprem nenhuma deficiéncia de datum, pois ndo possuem uma direcéo de referéncia,
ao contrario dos azimutes (o “norte” do referencial adotado) e dos dngulos zenitais (a “vertical” do ponto de
estacdo). De forma anéloga, as distancias horizontais (2D) ou inclinadas (3D) s6 suprem a deficiéncia em
escala; enquanto as distancias verticais (1D) e as componentes 3D de vetores GNSS (Global Navigation
Satellite System) suprem deficiéncia em escala e orientacdo, pois cada distancia é fornecida em determinada
direcdo / eixo do sistema de coordenadas considerado.

No contexto atual da Geodésia, redes de nivelamento altimétrico e redes GNSS possuem deficiéncia
apenas de origem (translagdo); enquanto redes 2D ou 3D com estacdo-total possuem deficiéncia de origem e
orientacdo azimutal, a menos que sejam utilizados instrumentos auxiliares como giroscopios. A deficiéncia
de datum resulta em singularidade da denominada matriz das equagdes normais N € R*** . A singularidade
da matriz N impossibilita a sua inversdo e consequentemente a obtencdo dos parametros estimados de
interesse, em geral, coordenadas dos vértices da rede no referencial adotado.

Usualmente, o problema de deficiéncia do datum ndo suprido pelas observacdes é solucionado por
meio de condi¢fes ou “injuncbes” das coordenadas de um ou mais Vértices da rede (cf. Tabela 1), sejam estas
injucBes “absolutas” ou “relativas” como as “pseudo-observagdes”. Este tema é amplamente difundido na
literatura relacionada, inclusive em ambito nacional, como em Gemael et al. (2015, capitulos 5, 12, 14, 17).

Entretanto, a literatura nacional ainda carece de estudos abordando aspectos mais avancados deste
tema, como o ajustamento por injuncGes minimas internas (inner constraints), por meio das condigdes “no
net translation” (NNT), “no net rotation” (NNR) e “no net scale” (NNS), amplamente utilizadas no
monitoramento geodésico de estruturas e nas realizagdes do “International Terrestrial Reference System”
(ITRS), ver Sillard; Boucher (2001) e Chatzinikos; Dermanis (2017). No cenério nacional, tem-se poucas e
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importantes contribui¢bes neste sentido, tais como Monico (1988, 2005, 2006). Além disso, até onde temos
conhecimento, em ambito nacional apenas Almeida (2018) trata da conversdo ou atualizagdo do datum do
ajustamento por meio da denominada “Transformacao-S”, proposta em Baarda (1973). Esta abordagem de
cerca de meio século atras é largamente difundida na literatura internacional. Por fim, ndo encontramos
investigagOes no cenério nacional abordando as injungdes minimas internas “ponderadas” ou “generalizadas”
propostas por Kotsakis (2013). Este tipo de injunc¢do pode ser considerado o “estado da arte” na densificacdo
de redes geodésicas de referéncia, como o Sistema Geodésico Brasileiro (SGB) e as Redes de Referéncia
Cadastrais Municipais (RRCM). Neste artigo, fornecemos exemplos numéricos inéditos neste contexto.

Desta forma, o objetivo deste artigo de revisdo é abordar o problema da escolha do datum na
Geodesia, especialmente os aspectos mais avangados ainda ndo tratados na literatura nacional. Para isto,
inicialmente apresentamos uma revisao teodrica do ajustamento pelo modelo de Gauss-Markov com injuncgdes
na Secdo 2. Nesta revisdo, demonstra-se que o uso de injuncdes para resolver a deficiéncia de datum ou
singularidade da matriz N resulta em um estimador envisesado. Os resultados do ajustamento que sdo
dependentes ou independentes da escolha do datum, bem como a Transformacdo-S para a conversdo ou
atualizacdo do datum séo apresentados na Se¢do 3. O caso do monitoramento geodésico multiépocas e as
injungdes minimas internas sdo abordados na Secdo 4. Nesta secdo, demonstra-se ainda a propriedade
“conforme” do ajustamento por injun¢Ges minimas internas em relacao a “forma” da rede original. Na se¢éo
5, apresenta-se exemplos numéricos de uma rede de monitoramento por trilateracdo envolvendo os diversos
contetdos discutidos nas secBes anteriores. O estado da arte na densificacdo das redes geodésicas de
referéncia por meio das injuncGes minimas internas ponderadas ou generalizadas é abordado na Secéo 6;
enquanto exemplos numéricos de densificacdo de uma rede altimétrica séo apresentados na Secéo 7. Por fim,
a Secdo 8 contém as principais conclusdes e recomendagdes desta pesquisa.

2 AJUSTAMENTO PELO MODELO PARAMETRICO COM INJUNCOES

Inicialmente, considera-se o caso geral do modelo linearizado de Gauss-Markov:
U =A46%x—1 (1)

onde ¥ € R™ é o vetor dos residuos estimados, A € R™* é a matriz design ou Jacobiana, 6% € R* é o vetor
de correcdo aos parametros iniciais x, € R* e [ € R™ € 0 vetor das observacdes reduzidas: [ = y — y,, sendo
y € R™ o vetor das observacdes orignais e y, € R™ o vetor das observagdes aproximadas, resultante da
aplicagdo de x, no sistema de equagdes de observagdo: y, = F(x,). Detalhes em Klein (2012, capitulo 2).

Em geral, rank(A) = u — d, onde “d” ¢ a deficiéncia de posto (rank) da matriz A (sendo d < u).
Logo, particionando a matriz A em duas sub-matrizes: Ap,_q) € R u-d) g Ag € R™A g
consequentemente, 0 vetor de correcdo aos parametros iniciais em duas componentes §X(,_4) € R¥~D ¢
5%, € R4, resulta em:

8% (u-ay

a5 = -y Adl|” 5 ]=ﬁ+l @)

Note que se rank(A) = (u — d) # u, ha dependéncia linear entre as colunas da matriz A. No

-1 1 0
exemplo da rede altimétrica da Figura 2: A = [ 0 -1 1 ] e rank(A) = 3 — 1 = 2. E facil verificar que
1 0 -1
-1 1
a terceira coluna desta matriz € uma combinacdo linear das duas primeiras (e vice-versa):[ 0 |+ |—1| =
1 0

0
—[ 1 [ Em outras palavras, ndo é possivel obter altitudes ajustadas a partir somente de desniveis
-1

observados, é necessaria uma “referéncia de nivel” para suprir a deficiéncia em origem do datum altimétrico.
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Figura 2 — Exemplo de rede de nivelamento altimétrico com n = 3 desniveis e u = 3 altitudes incdgnitas.

Fonte: Os autores (2025).

Portanto, pela algebra linear, pode-se considerar uma matriz L € R®~®*4 ta] que:
Aw-ayL = Aq ®3)

Rearranjando a Eq. (3), resulta em:
Ak = Aa = Aoma) Ad [0 ] =Oua @
(u=a) —lgxa nx

onde Iy € R4 é uma matriz identidade e 0,4 € R™% ¢ uma matriz nula. Substituindo a Eq. (3) na Eq.
(2) e rearranjando os termos, resulta em:

A(u—d)é‘)?(u—d) = 'l? + l - A(u_d)L6)lC\d (5)

Uma forma de solucionar a Eq. (5) é considerar que “d” elementos de §X; serdo nulos, ou seja, que
0s respectivos parametros permanecerao fixos no processo de ajustamento, como “injungdes absolutas”. Na
literatura em inglés utiliza-se o termo “absolutely constrained” (ver, por exemplo, Ogundare, 2018, capitulo
4). No contexto de otimizacdo matematica, a injuncdo absoluta é referenciada como restri¢do rigida (em
inglés, hard constraint, ver, por exemplo, Matsuoka et al., 2020).

Nesse caso, se 6%, = 0, € R%, entdo a Eq. (5) se reduz em Atu—ay6Xw—-qy = U + L e asolugdo para
0s termos incognitos é dada por:

~ -1
628 _ay = (Afu—ayPAu-ay)  Afu_ayP! (6)

onde P € R™"™ é a matriz peso usualmente definida como a inversa da matriz de covariancia das
observagdes %, € R™™: P = %;!. Como a matriz de covariancia das observagdes X, é positiva definida, a
inversa de  Af,_4)PAw—qy € RD*W=d) existe pois esta ¢ uma matriz de posto completo:
rank(A%u_d)PA(u_d)) =rank(Aqy-q) =u—d.

Portanto, a solugdo com injuncGes absolutas é uma forma de contornar a deficiéncia de posto da

matriz A condicionando §%; = 04 € R%, sendo equivalente a estratégia usual de deletar “d” colunas da
matriz A (e, portanto, “d” elementos do vetor §X;). No exemplo da Figura 2, se fixarmos a altitude do ponto

1 0
A como injuncdo absoluta, a matriz A setorna A =|-1 1 ] sendo agora uma matriz de posto completo:
0 -1

rank(A) = u = 2. Note que neste caso a sua dimenséo foi alterada de A € R™* = R3*3 para A € R™% =
]R3X2.
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Ressalta-se que no universo da algebra linear outras solugdes sdo possiveis, por exemplo, por meio
do espaco nulo da matriz A. A condicdo NNT, que sera vista posteriormente, € um exemplo neste sentido.

Considerando agora o caso geral das injun¢fes no modelo de Gauss-Markov, deseja-se minimizar a
soma ponderada do quadrado dos residuos, mas impondo certas condi¢fes aos parametros (ndo restritas a
injuncGes absolutas do tipo §X; = 04), 0 que resulta em:

?TPO=min, DT6R=c )

onde D € R¥*4 ¢ a denominada “matrix datum” do ajustamento, contendo condigBes linearmente
independentes, ou seja, € uma matriz de posto completo: rank(D) =d, e c € R? é o vetor de termos
constantes correspondentes. Aqui, optamos por uma demonstracdo matematica completa, mas o leitor
interessado pode negligenciar as deducdes matematicas que julgar mais simples, conforme o seu critério.

Para encontrar o minimo da funcdo #7 P9 sujeita a restricdo D7 5% = ¢ na Eq. (7), pode-se recorrer a
a técnica lagrangiana. Primeiramente, considerando a Eq. (1), tém-se:

?TPD

(I — SRTAT)P(l — ASR) = TPl — 2ITPASE + 53T ATPASE (8)

A funcdo de Lagrange correspondente é dada por @(8x,k) = f(6x) + k(g(6x) —c), com
f(6x) = (I" = 8x"A)P(1 — A6x) = min e g(8x) = D"6x = c, sendo k € R? 0 vetor dos denominados
“multiplicadores de Lagrange”. As solucdes estimadas 6% € R* e k € R? para os termos incognitos 8x €
R* e k € R so obtidas encontrando o minimo da funcéo de Lagrange, ou seja:

®(5x, k) = ITPL— 2ITPASE + 52T ATPASE + 2kT(DT6% — ¢) = min 9)

Note que o termo constante “2” foi adicionado a Eq. (9) apenas para simplificar o desenvolvimento
restante do modelo matematico. A rigor, a funcdo g(8x) agora é dada por g(6x) = 2DT§% = 2c¢, 0 que ndo
ocasiona nenhum problema na funcéo de Lagrange, uma vez que se 2DT 6% = 2c, entdo (DT6% — ¢) = 0.

Para encontrar o minimo da funcdo de Lagrange na Eq. (9), iguala-se as respectivas derivadas
parciais a zero, resultando em:

od (8%, k)
082

0® (8%, k)

= ATPAS% — ATPl — Dk = 0y, —
ok

=DT6x —c=0y, (10)

com os vetores nulos 0, € R* e 0, € R%. Para a segunda derivada parcial em relacdo a 8%, resulta em
ATPA, e, pela algebra linear, a garantia de minimo é satisfeita, pois todos os autovalores desta matriz sdo
positivos se P é uma matriz simétrica e positiva definida. Agrupando a Eg. (10) em “submatrizes”, tém-se:

ATPAS% — ATPL+ D] _ [ATPA D [63?] _ [ATPI] _0 (11)
DT555 —C DT ded k (o (utd)

com a matrix nula 0454 € R**? e 0 vetor nulo 0.4y € R“*®. Rearranjando a Eq. (11), resulta em:

ATPA D 1[6%1 _ [ATPI
[DT odxd][ﬁ]‘[ c (12)

O sistema resultante na Eq. (12) possui u + d equacdes a u + d incognitas (elementos de 6% e k).
ATPA D

DT Ogxa
forem de posto completo e linearmente independentes, € possivel obter a inversa da respectiva matriz-bloco,
resultando na seguinte soluc&o Gnica para os termos incognitos 6% e k:

Portanto, se a matriz datum D for definida de tal forma que rank ] =u-+d,ouseja,sedeD
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PN T -1
[63] _ [A I;A D ] [AT Pl] (13)
k D Ogxa c

Em geral, a matriz A ndo tera posto completo: rank(A) =u—d # u, e, além disso, se esta
interessado somente nos elementos de 6%, podendo-se reduzir o custo computacional da solucdo geral dada
pela Eq. (13). Para isto, definimos a “matriz normal” N € R*** como N = ATPA e consideramos
que MM~ =M"IM =1, sendo M~ a inversa de uma matriz quadrada M e I a matriz identidade
correspondente.

Portanto, podemos definir uma matriz em bloco Q = [g“ glz], Q € Rwtrdxw+d) como uma
21 22

T
inversa para a matriz em bloco [A };A b ] = [NT D ] € RutdDxu+d) regyltando em:
D 0gxd D" Ogxa
[NT D ][Qll le] — [quu Ouxd] (14)
D ded Q21 Q22 deu Idxd

com as matrizes identidade I,,,, € R**% e I;,.; € R%*? e as matrizes nulas 04y, € R¥*%* e 0,4 € R¥X4,
Note ainda que Q;; € R¥**, Q;, € R¥*4, Q,,; € R¥*¥ e Q,, € R¥*?, Para definir as matrizes da

matriz-bloco Q na Eq. (14), considerando que rank(A) = u — d, pode-se construir uma matriz B € R¥*¢

linearmente independente da matriz A e tal que AB = 0,4 € BTAT = 044,,. A matriz B ndo é Unica, mas

uma solugéo possivel, considerando a Eq. (4), é dada por B = [ I ] Neste caso, pré multiplicando ambos
“ldxd

os termos da Eg. (3) pela matriz transposta de A, —q), tém-se:
Atu-ayAu-a)L = Alu—ayAa (15)

Uma vez que rank(Aw-q)) =u—d, a matriz quadrada Af,_gAw—qy € R D*W=D possui
inversa pois tem posto completo, sendo a matriz L dada por:

-1
L= (AY(wu—d)A(u—d)) Ar(ru—d)Ad (16)
Portanto, embora ndo necessario no desenvolvimento matematico aqui apresentado, a matriz B pode

ser completamente especificada caso desejado. Desenvolvendo o produto matricial da Eq. (14), obtem-se as
seguintes condicdes:

NQ11 +DQ21 = Luxw NQ1i2 + DQ22 = Oyxa, D"Q11 = 0gxu D"Qiz = Igxa  (17)
Multiplicando ambos os lados da primeira condicdo da Eq. (17) pela transposta da matriz B, tém-se:
NB'NQq; + B"DQy1 = B" Iy (18)

Pela algebra linear, se BTAT = 0,4, € N = ATPA, entdo BTN = BTATPA = 0,4,,. Além disso, se

as matrizes B e D tem posto completo, entdo a matriz BTD € R4%¢ também tem posto completo e possui

inversa. Desta forma, isolando a matriz incognita Q,; € R*** na Eq. (18), resulta em:

Q21 = (B'D)™'B” (19)

Note que Q;, = QF;, = B(DTB)~! € R**4, pois, substituindo Q;, por QI; = B(DTB)~! na ltima

condigdo da Eq. (17), temos: DTQ,, = DTB(DTB)™! = I,,4. Pela algebra linear, se BTD € R**4 é uma
matriz quadrada que possui inversa, entdo a sua matriz transposta D”B € R?*4 também possui inversa.
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Portanto, a Gnica matriz ainda ndo especificada na Eq. (14) é Q,,. Substituindo Q;, = QI, =
B(DTB)~! na segunda condigdo da Eq. (17), temos que: NB(DTB)™1 4+ DQ,, = 0,4. Uma vez que AB =
Oyxa, entdo NB = ATPAB = 0,44. L0go: DQ,, = 0,54, 0 que resulta em Q,, = 0,4, POis D é uma matriz
de posto completo: rank(D) = d.

Desta forma, embora todas as matrizes contidas na matriz-bloco Q da Eq. (14) tenham sido

especificadas, necessitamos para isso definir a matriz B € R**4, por exemplo, como B = [ I ] 0 que
“ldxd

envolve o particionamento da matriz A para a obtenc¢éo da matriz L por meio da Eq. (16).
Para eliminar a necessidade de defini¢cdo da matriz B, pés-multiplicando a Eq. (19) por D, obtem-se:

Q21D = (B"D)™'B™D = I;44 (20)

Note que pela ultima condicdo da Eq. (17) e pela Eq. (20): Q,;D = DTQ,, = I;,4. Considerando
que Q;, = B(DTB)~! e pré-multiplicando ambos os lados dessa igualdade por (N + DDT), resulta em:

(N +DD™)Q,, = (N +DDT)B(DTB)! (21)
Novamente recorrendo a algebra linear: NB = AB = 0,4, pois N = AT PA. Portanto, temos que:
(N +DDT)Q,, = DDTB(DTB)™* =D (22)

Desta forma, obtemos uma expressdo para Q, que independe da definicdo da matriz B: Q; =
(N + DDT™)~1D. No caso, como N e D possuem posto completo, a matriz resultante (N + DDT) € R¥“*%
possui posto completo: rank(N + DDT) = (u — d) + d = u, e, portanto, a inversa (N + DDT)~1 € R
existe. Como Q,, = QI,, pela algebra linear, tem-se: Q,; = DT (N + DDT)™1, poisse N = ATPA e DDT séo
matrizes simétricas, entdo (N + DDT)~1 € R¥** é uma matriz simétrica.

Logo, resta agora obter uma expressdo para Q,, independente da matriz B. Para isto, pos
multiplicamos a primeira condigdo da Eq. (17) por N, resultando em:

NQq1N + DQ21N = LyxyN = N (23)

Uma vez que pela Eq. (19): Q;; = (BTD)™1BT, e pela élgebra linear: BTN = BTATPA = 04y,

temos que DQ,,N = D(BTD)"'BTN = 0,,,,, €, portanto, a Eq. (23) se reduz em: NQ;; N = N. Desta forma,

a matriz Q,, é uma inversa generalizada da matriz N (ver, por exemplo, Teunissen, 1985; Caspary, 2000,
capitulo 3; Ogundare, 2018, capitulo 14).

Pela terceira condicdo da Eq. (17): DTQ;; = O4xy. €, pela élgebra linear, temos que DDTQ,; =
045y S€ DTQ11 = 044y, Considerando NQ;;N = N e DDTQ,; = 0,5, resulta em:

NQ{{N + 0,5, = (N + DDT)Q,;(N + DDT) = N (24)
Isolando a matriz Q;; na Eq. (24), obtem-se:
Qi1 =(N+DDT)"IN(N +DDT)? (25)

Desta forma, especificamos todas as matrizes em bloco Q em funcdo apenas de N = ATPA, D e
04xa. podendo reescrever a Eq. (13) como:

[59?] _[@Qu le] [ATPI] _ | +DD")IN(N +DDT)' (N +DDT)T'D [ATPI] (26)
k Q21 Q22 c DT(N +DDT)™! Oaxa c
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Portanto, a solucdo para 6X é dada por:
82 = (N +DD")™IN(N + DDT)"*ATPL+ (N + DDT)"1Dc = Q;;ATPl+ (N + DDT)"1Dc (27)

Destaca-se que até entdo nenhuma suposicdo sobre os erros de observacdo foi realizada. Se
considerarmos somente erros aleatorios nas observacdes na Eq. (1), temos que E{7} = 0,, e, portanto, E{l} =
Adbx. Note que neste caso, o estimador serd enviesado pelas injuncdes definidas, pois E{6X} =
Q11ATPE{l} + (N + DD™)™1Dc = Q;N6x + (N + DDT)™1Dc # 6x. O viés da solugdo permanece mesmo
para DT8% = ¢ = 0,4, pois Q;; € uma inversa generalizada (mas ndo ordinaria) de N, e, portanto, o produto
matricial Q,;N nédo resulta na matriz identidade I,,.,. O viés seria nulo apenas se dx = 0,, Ou seja, ndo
houvessem erros no vetor dos parametros iniciais x,. Detalhes em Grafarend e Schaffrin (1974).

Assumindo varidncia nula para o vetor de termos constantes c¢, pela lei de propagacdo de
covariancias na Eq. (27), temos que a matriz de covaridncia dos parametros estimados ¥ € R* € dada por
T = GZ,GT € R¥, com G = Q1;A"P € R™*". Logo, uma vez que P = X%, temos que:

Iy = QllATPEyPAQll = QllATPAQll (28)

Conforme visto anteriormente: Q;; = (N + DDT)"*N(N + DDT)~! é uma inversa generalizada da
matriz N = AT PA. Portanto, a Eq. (28) se torna:

¢ =0y =(N+DD")IN(N +DDT)™ 1 (29)

Note que a Eq. (27) pode ser simplificada quando D78% = ¢ = 0,4 e considerando que QAT =
(N + DDT)~1AT (ver CASPARY, 2000), resultando em:

5% = Q;ATPl = (N + DDT)"1ATPI (30)

Uma condicéo do tipo DT6% = ¢ = 04 pode ser obtida, por exemplo, fixando um ou mais elementos
do vetor dos paramétros iniciais x, € R*. Por exemplo, no caso da rede de nivelamento da Figura 2, fixando
a altitude do ponto B em seu valor inicial (Hz = HB), temos DT§% = 0 com DT = [0 1 0], resultando em:

5H,

[010]|8Hz| = 6Hg = 0, isto é, a altitude do ponto B fixa (injungdo absoluta).

SH.

Quando o ajustamento possui i = d = u — rank(A) condigdes ou injungdes, ¢ dito “minimamente
injuncionado” (minimally constrained). No exemplo da Figura 2, uma vez que u = 3 e rank(4) = 2: u —
rank(A) =3 —2 = 1. Portanto, se d =1, como por exemplo, considerando a altitude de um ponto
gualquer como injuncgéo absoluta, temos um ajustamento minimamente injuncionado.

Entretanto, se o nimero de injuncgdes é i > u — rank(A), o ajustamento ¢ dito “sobre-injuncionado”
(overconstrained), pois possui mais condi¢cdes do que 0 minimo necessario: i > d = u — rank(A). Esta
situacdo ocorre, por exemplo, em problemas de densificacdo de redes geodésicas, conforme sera discutido
posteriormente. Uma vez que as observagdes ndo sdo valores “fixos”, mas sim grandezas a serem
“ajustadas”, estas ndo “sobre-injuncionam” o sistema. Por exemplo, uma rede com diversas observagdes de
distancias ndo possui condicBes em excesso, mas isto ocorre se diversas distancias forem injuncionadas
como valores fixos no ajustamento. Detalhes em Kuang (1996, capitulo 4).

3 TRANSFORMAGCAO OU ATUALIZACAO DO DATUM DO AJUSTAMENTO

O vetor de correcdo aos parametros iniciais 6X na Eq. (27) e, portanto, o vetor dos parametros
estimados X = x, + §x, bem como a sua matriz de covariancia £; na Eq. (29) dependem do datum do
ajustamento, isto é, da escolha da matriz D. Embora o estimador X e a sua matriz de covariancia X

9
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dependem da escolha da matriz datum, o vetor dos residuos ©¥ e a sua matriz de covariancia ; € R™"
independem de D quando rank(D) = d = u — rank(A) e as matrizes A e D sdo linearmente independentes.
Portanto, ¥ e X; sdo ditos “datum independentes” ou invariantes (Caspary, 2000, capitulo 3; Leick et al.,
2015, capitulo 2).

Logo, outros termos derivados de ¥ também s8o datum independentes, a saber: o vetor das
observagdes ajustadas € R™: =y + ¥ e a sua matriz de covariancia Xy € R™™ a funcdo objetivo do
MMQ: ?TPD, e também o denominado “fator de variancia a posteriori”: 62 = T P%H/(n — rank(A4)). No
caso da Figura 2, embora 6% e X4 dependam da escolha do ponto a ser injuncionado, qualquer escolha neste
sentido resulta no mesmo vetor dos residuos ¥ e, portanto, no mesmo valor para 7 P9 e 62.

Para demonstar isso, considere que um vetor qualquer f € R™ pode ser expresso como uma funcio
linear do vetor 6% € R¥: f = F§%, com a respectiva matriz F € R™*. Considerando que E{6%}=
Q11Néx + (N + DDT)"1Dc e que Q;, = (N + DDT)™1D, resulta em:

E{f} = E{F6%} = FQ;1N6x + FQyc (31)

Para que o vetor f seja independente das injuncdes escolhidas, precisamos de duas condicdes:
FQ.1N =F e FQ,,c = 0, ou seja, independéncia tanto da matriz datum D quanto do vetor ¢ na condicdo
estipulada DT 6% = c¢. Note que as matrizes Q4 e Q;, da Eq. (31) dependem da matriz D na Eq. (26).

Se consideramos Q;, = B(DTB)~! e a matriz F como uma combinacéo linear da matriz A, ou seja:
F = GA, com a matriz G € R™"™, temos para a segunda condicéo:

FQ,,c = GAB(D™B)™1 =0 (32)

Esta condicéo é satisfeita, pois, conforme ja visto, AB = 0,,.4. Para a condi¢do FQ,,N = F e pela
primeira condi¢cdo da Eq. (17): NQq1 = Iyxy — DQ21, temos que Q1N = I,x,, — Q12D, pois NQ;; é um
produto de duas matrizes simétricas, e, portanto, uma matriz simétrica (note que Q;, = QI, = B(DTB)™).

Logo, temos para a primeira condicao:

GAQ.1N = GA(lyx, — B(DTB)™'D) = GA (33)

Esta condicdo também é satisfeita, pois novamente temos que AB = 0,,54. Portanto, o vetor dos
residuos, expresso como uma funcdo linear de §x: © = ASX — [, independe das condi¢cdes escolhidas
DT8% = ¢, quando rank(D) = d = u — rank(A). Em outras palavras, dado um vetor dos residuos © € R",
temos infnitas possibilidades para o vetor §% € R* na Eg. (1), pois temos um sistema resultante de n
equacdes a u incognitas, com n > u. Para detalhes e uma demonstragdo matematica mais ampla, incluindo
0s termos X, J, Zy, ?TPD e 62, ver Caspary (2000, capitulo 3) e Leick et al. (2015, capitulo 2).

Desta forma, Grafarend e Schaffrin (1974) afirmam que quando rank(A) < u, 0s parametros e sua
matriz de covariancia ndo sdo “quantidades estimaveis”, pois sdo dependentes da escolha da matriz datum D,
resultando em um estimador X = x, + 6% enviesado como Visto na se¢do anterior, 0 que ndo ocorre, por
exemplo, para “quantidades estiméaveis” ou “datum independentes” como ¥, Z; € 7, 5.
Embora o vetor dos pardmetros estimados X e a sua matriz de covariancia X; dependem do datum
(por exemplo, da escolha do ponto fixo), fazendo uso da chamada “Transformagdo-S” (Baarda, 1973), é
possivel converter o vetor de correcdo aos parametros iniciais 6X de um ajustamento minimamente
injuncionado para outro ajustamento minimamente injuncionado, bem como a respectiva matriz de
covariancia dos pardmetros estimados. O termo ‘“transformagdo-S” refere-se a uma transformacdo de
similaridade (“similarity”), também conhecida como transformag&o isogonal, conforme ou de Helmert, pois
qualquer ajustamento minimamente injuncionado ndo induz deformagdo, isto é, preserva a “forma” (0S
angulos entre os alinhamentos) da rede antes e ap06s o ajustamento.
Portanto, se i = d = u — rank(A4), a rede geodésica é denominada “rede livre” (free network), uma
vez que os residuos independem da escolha do datum; enquanto se i > d = u — rank(A), a rede geodésica
10
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¢ denominada “rede condicionada” (constrained network), uma vez que as injuncGes em excesso induzem
deformacéo na rede e afetam os residuos. Estes conceitos podem ser compreendidos pelo exemplo a seguir.
Em um circuito fechado de nivelamento, ndo importa a escolha do ponto fixo e nem o valor da
altitude atribuida a0 mesmo (i = u —rank(4A) = 1), ou, em outras palavras, ndo importa a “base
computacional de variancia nula” (zero-variance computational base), o erro de fechamento e os residuos
dependem somente das observacdes de desniveis realizadas. Entretanto, se um circuito de nivelamento inicia
em um ponto conhecido e finaliza em outro ponto conhecido (i = 2 > u — rank(A) = 1), entéo o erro de
fechamento e os residuos dependem das injungdes ou dos valores de altitude conhecidos no primeiro e no
Gltimo vértice do circuito. Destaca-se que um ajustamento por injungdes minimas nao possibilita controle ou
identificacdo de erros nas proprias injuncdes, ao contrario de um ajustamento com injungdes em excesso.
Neste contexto, serd demonstrada a seguir como obter a denominada matriz S, considerando que
temos uma solugdo minimamente injuncionada 6%;, X¢, (dada pela matriz datum D;) e desejamos converter

para outra solucdo minimamente injuncionada §%;,%;;, (dada pela matriz datum Dj). Inicialmente,

considerando a Eg. (29) para I, e a relagdio N = NIzN = NIz N, valida para qualquer ajustamento
minimamente injuncionado com rank(D) = d = u — rank(A), temos que:

¢, = (N + D;D))'N(N + D;Df )™ = (N + D;D])"'NZg N(N + D;Df )~ (34)

Uma vez que N e DijT sd0 matrizes simétricas, pela algebra linear: [(N + DijT ‘1N]T =
N(N + D;D])™" e, portanto, Xz, = K;Zz K, com K; = (N +D;,D/)™'N, K; € R“**. Logo, se Xz =
sz,ginT, entdo pela lei de propagacdo de covariancias: §%; = K;6%; (ver, por exemplo Ghilani, 2010,
capitulo 6; Gemael et al., 2015, capitulo 3). Para evitar a inversdo da matriz N + DijT € R¥*% no célculo da
matriz K;, consideramos novamente que DJ-D]-TQ11 = 0,y €, pela primeira condicdo da Eq. (17), com Q,; =

(BTDj)_lBTdado pela Eq. (19), temos que:
NQi1 + Oy = (N + D;DF)Qu1 = Iy, — D;(BTD;) ' BT (35)
Isolando a matriz Q;4 na Eq. (35) com Q1 = (N + D;D/)"*N(N + D;D;)~* dado pela Eq. (25):
Qi1 = (N + DD ) *N(N + D;D]) ™t = (N + D;D]) ™ [ hyseus — D]-(BTD]-)_lBT] (36)
Eliminando o termo em comum (N + D]-D]-T)‘1 na Eq. (36), resulta em:
N(N + D;D)™* = I,y — D;(B"D;) BT (37)
Aplicando a transposi¢édo na Eq. (37), obtem-se:
(N + D;D/)™*N = I;x,, — B(D} B)™*D} (38)
Logo, temos que:
K; = (N + D;D/)™'N = I, — B(D/B) "D} (39)

Note que a matriz K; € um operador diferencial que atua no vetor de corre¢do aos parametros
iniciais: §%; = K;6X%;. Portanto, para fazer uso da transformagdo-S, o vetor dos parametros iniciais x, deve

ser 0 mesmo em ambos 0s casos: %; = x, + 6%; e £; = x) + 6%; com x, = x; = x,. A Unica condicéo
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exigida para a matriz B € R¥*4 é que rank(B) = d = u — rank(A), com AB = 0,,54 € BTAT = 044,,.
Como visto anteriormente, a matriz B ndo é Unica, e um exemplo de matriz que atende estas

condicdes é B = [ ] com a matriz L € R&#~9*d dada pela Eq. (16). Outro exemplo é B = H, sendo

—laxa
H € R¥*? a denominada “matriz de Helmert” que serd introduzida na proxima se¢do. Neste caso, podemos
considerar a matriz correspondente S = K; € R**%:

S =1,y — H(D]-TH)‘lD]-T (40)

Portanto, caso deseja-se converter a matriz datum da rede geodésica (de D; para D;), ndo € necessario
repetir todo o ajustamento pela Eq. (27) e pela Eq. (29), basta aplicar §%; = S6%; e Ig; = SZ,eiST, onde
8%;, Lg, sdo os resultados do ajustamento original com a matriz datum D; e a matriz S ¢ dada pela Eq. (40).
Ressalta-se que D; e D; devem ser relativas a ajustamentos com injungdes minimas: rank(D) =d = u —
rank(A) e deve ser utilizado 0 mesmo vetor dos parameteros iniciais x, em ambos 0s casos.

Em alguns problemas mais complexos da Fotogrametria, da Geodésia espacial ou da Geodesia “4D”
(“cinemética”), a definicdo de uma matriz B tal que AB = 0,4 pode demandar outras estratégias, como a
decomposicéo em valores singulares da matriz A. Para questfes mais avancadas no tema, ver, por exemplo,
Dermanis (1994); Sillard; Boucher (2001); Even-Tzur (2012); Aydin (2017) e Chatzinikos; Dermanis (2017).

4 O CASO DO MONITORAMENTO GEODESICO MULTIEPOCAS

O monitoramento geodésico de estruturas naturais ou artificiais consiste em realizar observagdes
periddicas (mulitépocas) entre os vértices de uma rede de monitoramento. A anélise de deformacdo ou
possiveis deslocamentos de um ou mais vértices da rede € realizada por meio da comparacao dos resultados
obtidos em duas ou mais épocas de observacao distintas, sendo Pelzer (1971) um dos trabalhos pioneiros no
rigor da formulacdo matematica e estatistica deste procedimento.

Neste contexto, é fundamental que as diferentes épocas de observagdo estejam no “mesmo datum”.
Isso ndo é satisfeito, por exemplo, se um (ou mais) ponto(s) que compde(m) o datum se deslocar(em) de uma
época para outra. No exemplo de levantamento 2D com estacao total da Figura 3, onde a deficiéncia de posto
é 3 (duas translagdes e uma orientagdo), consideramos 0 ponto A como origem do sistema de coordenadas e
a orientacdo do sistema dada pela diregdo do alinhamento do ponto A ao ponto B, sendo a escala fornecida
pelas medidas de distdncias (ver a Tabela 1). Se houver deslocamento do ponto A de uma época de
observagéo para outra, os dois levantamentos néo estardo mais no mesmo datum, pois tanto a origem quanto
a orientacdo do sistema de coordenadas se alterou com esse deslocamento. Isto resulta em diferencas tanto no
azimute quanto na distancia ao ponto visado C. Note que a escala é fornecida pelas medidas de distancias de
cada época, ou seja, a escala também se altera de uma época para outra (ver Even-Tzur, 2012).

4.1 Condigdo NNT

Para evitar esse problema, é necessario recorrer a uma definicdo de datum que ndo envolva
diretamente a materializacdo fisica dos vértices da rede monitorada. Isso pode ser feito, por exemplo,
utilizando o “centroide” da rede, obtido pela média das coordenadas contidas no vetor dos parametros
iniciais x, € R*. Se 0 ajustamento das duas épocas for realizado com 0 mesmo vetor dos parametros iniciais
X0, temos 0 mesmo centroide, e, portanto, podemos definir o mesmo datum para ambas as épocas. Para isto,
trocamos a defini¢do usual de datum baseada nos vértices fisicamente materializados que compdem a rede
por uma definicdo de datum baseada em um vértice “ficticio” ou “virtual” como o centroide, que ndo esta
fisicamente materializado mas pode ser obtido matematicamente em funcao do vetor dos parametros iniciais.
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Figura 3 — Deslocamento do ponto de estagdo A entre duas épocas.

® .

Fonte: Os autores (2025).

Portanto, no caso da deficiéncia em origem ou translagdo, ao invés de fixar um ponto da rede,
podemos fixar o seu centroide, ou seja, 0 vetor dos pardmetros iniciais x, e o vetor dos parametros estimados
X irdo possuir o mesmo ponto médio. No caso de uma rede 2D como da Figura 4, contendo “k” vértices
(pontos), temos as seguintes condicdes:

k k
z&?i =06%; +6X, + -+ 6%, =0, Z(S}Ali =6y, +6Y, ++ 8P, =0 (41)

i=1 =1

onde §x; é a correcdo na coordenada x do i-ésimo vértice da rede e §y; é a corre¢do na coordenada y do i-
ésimo Vvértice da rede (para i = 1,2,..., k). Esta condi¢do é conhecida como “no net translation” (NNT) na
literatura. Considerando injuncdes do tipo DT6% = ¢ = 0 como na Eq. (7), a mesma condigéo é expressa na
seguinte forma matricial:
58,
691
L 6%,
69,1=0 (42)

DT6% = [0

[ )
o R
)
[N
- <

Fonte: Os autores (2025).
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Para visualizar a condicdo NNT, considere o exemplo de uma rede 2D com 4 vértices (A, B, C, D)
da Figura 5a, onde os circulos em amarelo representam a posi¢éo inicial dos pontos A, B, C, D (vetor x;), 0s
circulos em verde representam a posicao final dos pontos A, B, C, D (vetor X) e o circulo em branco
representa o centroide da rede. Neste exemplo, a rede 2D inicial é um quadrado e os deslocamentos séo
iguais em maodulo, diferindo em direcdo e sentido. Desta forma, o deslocamento nordeste do ponto A é
compensado pelo deslocamento sudoeste do ponto C; enquanto o deslocamento sul do ponto B é
compensado pelo deslocamento norte do ponto D, mantendo assim a posi¢cdo média dos pontos (centroide)
inalterada(o).

Figura 5 — Exemplos de condi¢do NNT (a), condicdo NNR (b) e condigéo NNS (c) em uma rede 2D.

aa ??O

Fonte: Os autores (2025).

4.2 Condicéo NNR

No caso da deficiéncia em orientacdo, ao invés de fixar a direcdo de um alinhamento entre dois
vértices da rede, podemos fixar a dire¢cdo média em relagdo ao seu centroide, ou seja, o0 vetor dos parametros
iniciais x, e o vetor dos parametros estimados X irdo possuir o mesmo “azimute médio” em relacdo ao
centroide. No caso de uma rede 2D como da Figura 4, o azimute (em radianos) da diregdo do centroide a um
vértice i da rede é dado por:

Az = atan (xi — xc) +q 43)
Vi —Ye

onde x;,y; sdo respectivamente as coordenadas x,y do vértice i (sejam as coordenadas iniciais x?,y? ou as

coordenadas estimadas %; = x? + 6%;, §; = yf’ + 89;), xc, Y. S80 respectivamente as coordenadas x,y do

centroide, dadas por: x, = Z" 1xbey. ==Yk yieq éuma constante obtida em funcio da analise do

guadrante (ver, por exemplo, Gemael et al., 2015, capitulo 20).

Como o ajustamento neste caso é realizado pela linearizacdo por série de Taylor em torno de x,
aplicando as derivadas parciais na Eq. (43), resulta em:

0Az(x;,y;) _ i —¥e) 0Az(x;,y;) _ (xc — x;)
axi DHZ ’ Oyl DHZ

(44)

onde DH ¢é a distancia horizontal ou 2D entre o centroide e o0 vértice i: DH = \/(x; — x.)2 + (y; — yo).

Visando melhor estabilidade numérica, podemos substituir as coordenadas x;,y; pelas respectivas
coordenadas relativas ao centroide: x; = x; — x., ¥; = ¥; — Y. A vantagem deste procedimento é que neste
caso as coordenadas do centroide se tornam nulas: X, = y, = 0. Neste caso, as derivadas parciais da Eq. (44)
se reduzem em:
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0Az(X;, y;) _ Vi 0Az(%;,y;) __ X
0%; (22 +37) 0y (%2 +77)

(45)

Portanto, considerando que o vetor dos pardmetros iniciais x, € 0 vetor dos parametros estimados X devem
possuir 0 mesmo “azimute médio” no caso de uma rede 2D como da Figura 4, temos a seguinte condicao:

I S SR Sy ¥ P L Sy > S S S LSy > S 2
@& +YD 7 +59) (& + 39 (x5 + 39 (i + 70 (x5 + 70

=0 (46)

Se considerarmos que as distancias em relagdo ao centroide sdo aproximadamente iguais (DH? =
(%7 + y%) ~ cte), a Eq. (46) pode ser simplificada para:
A

I (362 — %;69;) = V108 — %1691 + V262, — %,69, + -+ + V6% — %69, = 0 (47)

Esta condicdo é conhecida como “no net rotation” (NNR) na literatura. Considerando injungdes do
tipo DT6% = ¢ = 0 como na Eq. (7), a mesma condic&o é expressa na seguinte forma matricial:

_6‘21_
631
5%,

DT =[y1 —X% Vo —X - ¥ —X]|69,[=0 (48)

5%y
59, ]

Para visualizar a condi¢cdo NNR, considere o exemplo de uma rede 2D com 4 vértices (A, B, C, D)
da Figura 5b, onde os circulos em amarelo representam a posicao inicial dos pontos A, B, C, D (vetor x;), 0S
circulos em verde representam a posi¢do final dos pontos A, B, C, D (vetor X) e o circulo em branco
representa o centroide da rede. Neste exemplo, a rede 2D inicial é um quadrado e os deslocamentos sédo
iguais em modulo, diferindo em direcdo e sentido. Desta forma, a reducéo do azimute do centroide ao ponto
A ¢é compensada pelo aumento do azimute do centroide ao ponto B; enquanto o aumento do azimute do
centroide ao ponto C é compensado pela reducdo do azimute do centroide ao ponto D, mantendo assim o
azimute médio do centroide a cada ponto da rede inalterado (neste exemplo simplificado para fins didaticos,
desconsidera-se a alteragdo posicional do centroide ap6s o ajustamento).

4.3 Condicdo NNS

No caso da deficiéncia em escala, ao invés de fixar a distancia entre dois pontos da rede, podemos
fixar a distdncia média em relacdo ao seu centroide, ou seja, o vetor dos parametros iniciais x, e o vetor dos
pardmetros estimados X irfo possuir a mesma “distancia média” em rela¢do ao centroide. No caso de uma
rede 2D como da Figura 4, a distancia horizontal do centroide a um vértice i da rede é dada por:

DH = \/(xi - xc)z + (yi - yc)z (49)

Como o ajustamento neste caso é realizado pela linearizacdo por série de Taylor em torno de x,
aplicando as derivadas parciais na Eq. (49), resulta em:

ODH (x;,y;) _ (x; — x¢) ODH (x;,y;) _ i —ve) (50)
(')xi DH ’ ayl DH

Visando melhor estabilidade numérica, tal como no caso da orientacdo, podemos substituir as
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coordenadas x;, y; pelas respectivas coordenadas relativas ao centroide: x; = x; — x., yi = y¥; — Ye.
Desta forma, as derivadas parciais da Eg. (50) resultam em:

ODH(x;,y;) X ODH(x;,y:) Wi
0% [ ay; I (51)
‘ j#+ﬁ ‘ ]#+ﬁ

Portanto, considerando que o vetor dos parametros iniciais x, e o vetor dos parametros estimados X
devem possuir a mesma “distdncia média” no caso de uma rede 2D com k veértices, temos a seguinte
condicdo:

SR+ 59 =0 (52)
— — k — — k —
NEFR Vi + 5

o PP N SN | S VSSRGS, Sy P S |
e Y se _ :
SRy YR JEmAw By

591+ +

Novamente, se considerarmos que as distancias DH = /flz + y? em relacdo ao centroide sdo

aproximadamente iguais, a Eq. (52) pode ser simplificada para:
S (6%, + 7:69;) = X16%1 + 71091 + %2085 + 7269, + -+ + %68 + Y69 = 0 (53)

Esta condic@o ¢ conhecida com “no net scale” (NNS) na literatura. Considerando injungdes do tipo
DT8% = ¢ = 0 como na Eq. (7), a mesma condicdo é expressa na seguinte forma matricial:

_Si,\l_
631
6%,
D6z =[x1 ¥1 X2 Yo o Xk Yil|69,|=0 (54)

Para visualizar a condicdo NNS, considere o exemplo de uma rede 2D com 4 vértices (A, B, C, D) da
Figura 5c, onde os circulos em amarelo representam a posicéo inicial dos pontos A, B, C, D (vetor x,), 0s
circulos em verde representam a posi¢do final dos pontos A, B, C, D (vetor X) e o circulo em branco
representa o centroide da rede. Neste exemplo, a rede 2D inicial € um quadrado e os deslocamentos sdo
iguais em maddulo, diferindo em direcéo e sentido. Desta forma, a reducéo da distancia do centroide ao ponto
A é compensada pelo aumento da distancia do centroide ao ponto D; enquanto o aumento da distancia do
centroide ao ponto B é compensado pela reducdo da distancia do centroide ao ponto C, mantendo assim a
distancia média do centroide a cada ponto da rede inalterada (neste exemplo simplificado para fins didaticos,
desconsidera-se a alteracdo posicional do centroide ap6s o ajustamento).

Note que a condi¢do NNS, ao contrario das condicbes NNT e NNR, ndo é necessaria em uma rede de
trilateracdo 2D como da Figura 4, uma vez as distancias medidas suprem a deficiéncia em escala. Para as
condicBes NNT, NNR e NNS em um caso geral 3D, ver, por exemplo, Kuang (1996, capitulo 4); Caspary
(2000, capitulo 3), Sillard; Boucher (2001).

Desta forma, podemos definir uma matriz datum D que cumpra as condi¢gdes NNT, NNR e NNS com
DT§% = 0. Esta matriz é denominada de “matriz de Helmert” H € R**4, Para o caso 2D, temos que:

1 0 1 0 .1 0

- 0 1 0 1 .. 0 1

HE=150 —%0 39 —%8 .. 30 —& (55)
0y %y . x v
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Quando o ajustamento é realizado com a matriz datum D = H, é denominado ajustamento por
injuncBes minimas internas (inner constraints), conforme os trabalhos pioneiros na “teoria do erro interno”
(inner error theory) de Meissl (1969) e Blaha (1971). Neste caso, o datum da rede é fornecido pelo centroide
desta, ou, em outras palavras, pelos elementos de x,. Desta forma, ajustamentos de observacGes em
diferentes épocas, como no caso do monitoramento geodésico, mas com o mesmo vetor dos pardmetros
iniciais x,, estardo no mesmo “datum”, desde que 0s pontos instaveis sejam removidos das condi¢cdes NNT,
NNR e NNS.

Em geral, atualmente a condicdo NNS néo sera necessaria uma vez que as distancias medidas suprem
a deficiéncia em escala da rede (ver a Tabela 1). Neste sentido, quando as observacdes fornecem parte do
datum, por exemplo, a escala e a orientacdo fornecida pelas componentes 3D de vetores GNSS, pode-se fazer
uso do ajustamento da “rede livre extendida” (“extended free net adjustment”) proposto por Papo (1985) para
remover ou “filtrar” a contribui¢do do datum fornecida pelas observacdes. Desta forma, o datum pode ser
fornecido exclusivamente pelos elementos do vetor dos pardmetros iniciais x,. Detalhes neste tema fogem do
escopo desta contribui¢do, mas podem ser obtidos, por exemplo, em Papo (1985) e Even-Tzur (2012).

E importante destacar que a vantagem de assumir distancias iguais ao centroide, simplificando as
condigdes da Eq. (46) e da Eq. (52) para as condicdes da Eq. (47) e da Eq. (53), respectivamente, € que a
matriz H da Eq. (55) se torna uma matriz ortogonal, isto é, o produto escalar entre duas linhas quaisquer h; e
h; de H sera sempre nulo: hiThj = thhl- = 0 para i # j. Portanto, a condi¢cdo rank(H) = d é garantida
independente da configuragdo espacial da rede, isto é, das coordenadas dos vértices. Para esta condi¢éo ser

1¢k

satisfeita, devemos adotar as coordenadas x;,y; relativas ao centroide, com X, = P kK xh=0¢ejy. =

1 . . . ~ . ~ . , -
EZ{-‘zlyo = 0. Outra vantagem dessa simplificacdo é evitar a ponderacdo excessiva de alguns vértices da

rede em fungdo das respectivas distancias ao centroide da rede: DH = ./(x; —x.)2 + (y; — ¥o)? =

%7 + 72

Além disso, visando melhor estabilidade numérica, uma matriz datum como a matriz de Helmert
pode ser “normalizada” em uma matriz unitaria D € R**4, isto ¢, a norma de suas linhas resulta na unidade:

d:|| = /J?Ji =1, de tal forma que: D™D = I 4. Pela algebra linear, essa matriz é obtida fazendo: DT =

-1 T — —
(VD™D) DT,com D™D =+vDTD(VDTD) . No caso da matriz de Helmert, a matriz resultante: D™ = H” =

-1 T —
(VHTH) "HT,com HTH = VHTH(VHTH) sera ortogonal e normal, ou seja, H € R**% sera uma matriz
ortonormal. Detalhes em Caspary (2000, capitulo 3).

4.4 A propriedade conforme das injun¢fes minimas internas

Uma vantagem do ajustamento por injuncGes minimas internas é que este possui a propriedade
conforme, isto €, preserva a “forma” da rede original. Em outras palavras, o ajustamento resulta em uma
transformacao isogonal do vetor dos parametros iniciais x, para o vetor dos parametros estimados £ = x, +
6X. Para demonstrar essa propriedade, inicialmente consideramos o modelo matematico da transformacéo
conforme ou isogonal 2D:

X = /'l(cos 6 x? + sin Hyl-o) +A4x, ;= A(—sin@yio + cos 6 xlp) + Ay (56)

onde £;,9; e x?, y? sdo respectivamente as coordenadas x, y estimadas e iniciais do i-ésimo ponto (para i =
1,2,...,k = u/2) e 0s demais termos sdo 0s quatro parametros de transformacdo estimados: A é o fator de
escala, 6 € o angulo de rotacdo, Ax é a translagdo no eixo x e Ay é a translacdo no eixo y (ver, por exemplo,
Ghilani, 2010, capitulo 18). Neste caso, o vetor das “observagdes” originais w € R* corresponde ao vetor
das coordenadas iniciais: w = wy = x;, enquanto o vetor das “observacdes” estimadas w € R* corresponde
ao vetor das coordenadas estimadas: w = X = x, + §X. Logo, o vetor dos residuos desta transformacéo é
dado por:w —w = X — x, = 6X.
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Considerando o vetor dos parametros estimados da transformacdo como 2 = [Ax Ay 6 A]T, 2
R*, e linearizando por série de Taylor a Eq. (56) em torno de um vetor de parametros de transformagao
iniciais zo = [Ax® A4y° 0° 2°7T=[0 0 0 1]7,z, € R* pelo modelo de Gauss-Markov, temos
que F(2) — F(zy) =W —wy = J62, com o0s vetores w = F(2) € R%, wy = F(z,) € R%, a respectiva matriz
design ou jacobiana J € R*** e o vetor de correcdo aos parametros de transformnacéo iniciais 62 =
[64x 64y 66 62]T, 52 € R%. Note que neste caso: w — wy = [x — ] [&f"].

Vi— yi 6yi

Para a obtengdo da matriz jacobiana ] € R***, considerando cos8° = cos0° =
1e sinf° =sin0° = 0, temos as seguintes derivadas parciais do modelo da Eq. (56) em relagdo aos 4
parametros de transformacao:

9%, 9%, 9%, 9%,
=1 =0 — =90 —=x0
abx " aay > 98 Y TN
(57)
0y; 0y a9 9
=0, =1, —o=-x), =y
JAx d4y a6 aA

Portanto, o sistema de equaces do modelo de Gauss-Markov correspondente w — w, = J6Z pode
ser expresso na seguinte forma matricial:

yl SAy
IR

Expandindo a Eq. (58) para os “k” vértices da rede e considerando que 6Z = Z — z,, resulta em:

5%, 10 y) xf
551 0 1 —xp 7
D l=gsz= (59)
8% 10 y? xk“ \
59k 0 1 —x2 y?

Evitando a ponderacéo entre as coordenadas dos vértices da rede, ou seja, considerando uma matriz
peso P identidade neste caso: P = Iy, P € R***, temos a seguinte condicdo do ajustamento pelo modelo
de Gauss-Markov (ver, Klein, 2012, secdo 2.2; Klein et al., 2011): JT(Ww — w) = 0. Portanto, neste caso, a
referida condicéo resulta em: JT(w — w) = JT§% = 0. Considerando a matriz / da Eq. (59) para os k Vvértices
da rede, essa condicdo é dada por:

(o5
®

o9
=

D= M-

]
[y

JT6% = ‘ = (60)

o O OO

y°6xl X; 6yl

'M*

i
=

> 1052 + 069,

- i=1
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Note que estas sdo exatamente as mesmas condicdes NNT, NNR e NNS contidas na matriz de
Helmert: J76% = HT6% = 0. Desta forma, demonstra-se matematicamente a propriedade conforme do
ajustamento por injun¢des minimas internas, quando a matriz datum € definida como D = H.

Embora os elementos de X; dependam da escolha da matriz D, Caspary (2000) demonstra que se
rank(D) = d = u —rank(A) e AD = 0,4, condi¢do satisfeita quando D = H, entdo traco{Zs} = min,
ou seja, a soma das variancias dos elementos de X é minima, resultando em um estimador étimo em termos
de incerteza resultante. Além disso, Caspary (2000) também demonstra que quando as injuncdes sao
definidas de tal forma que rank(D) = d = u — rank(A), AD = 0,44 € DT6% = ¢ = 04, condigio também
satisfeita quando D = H, entdo ||§X|| = V6XTS§X = min, ou seja, a norma euclidiana (médulo) do vetor 6% é
minima(o), resultando em um estimador étimo em termos de menor correcao aos parametros iniciais x.

E importante destacar que dentre as infinitas possibilidades de inversas generalizadas da matriz N =
ATPA, o ajustamento por injungdes minimas internas (com D = H) fornece o mesmo resultado obtido
utilizando a denominada ““pseudo-inversa” ou “inversa de Moore-Penrose” N* € R*** da matriz N € R¥*%
(ver, por exemplo, Teunissen, 1985; Ogundare, 2018, capitulo 14; Rodriguez et al., 2020), sendo o trabalho
do geodesista Bjerhammar (1951) um dos pioneiros na teoria das inversas generalizadas.

Destaca-se que caso um vértice da rede apresente deslocamento, isto €, seja identificado como
“instavel” de uma época de observacdo para outra, 0 mesmo deve ser removido do datum da rede, e,
portanto, as suas coordenadas iniciais no vetor x, deixam de contribuir para as condigdes NNT, NNR e/ou
NNS. Para isto, pode-se definir uma matriz datum D; = E;H, onde E; € R*** & uma matriz diagonal
contendo a unidade nos elementos da diagonal principal das coordenadas que compdem o datum da rede e
zero nas demais. Se as coordenadas de todos os vertices contribuem para o datum, E; € uma matriz
identidade: Ej = L,xy,.

Note a importancia da Transformag&o-S neste contexto: ao invés de refazer todo o ajustamento de
ambas as épocas com a nova matriz datum, basta obter a matriz S; pela Eq. (40) com D; = E;H para atualizar

os resultados de ambas as épocas de obseragdo: 6X; = S;0%; € Xz, = SjZ,?.S-T, onde 6X;, X, s80 0s resultados
J i i

do ajustamento original, isto é, quando inicialmente todos os pontos sdo considerados estaveis e contribuem
para o datum (D; = H), e 6%;, I, sdo os resultados do ajustamento removendo o ponto identificado como

instavel do conjunto de pontos estaveis que compdem o datum.

Detalhes sobre a identificagdo de pontos instaveis sdo obtidos, por exemplo, em Duchnowski;
Wisniewski (2012) e Nowel (2020). Destaca-se que a aplicacdo das injuncdes minimas internas abrange
outros campos além do monitoramento geodésico de estruturas, como a Fotogrametria, a Geodinamica e as
realizacbes do ITRS, ver, por exemplo, Sillard; Boucher (2001), Dermanis (1994), Monico (2005, 2006),
Chatzinikos; Dermanis (2017). Por fim, note que os exemplos de condi¢gdes NNT, NNR e NNS da Figura 5
nao preservam a “forma” da rede original, sendo a sua finalidade meramente ilustrativa do ponto de vista
didatico, desconsiderando o rigor matematico envolvido.

5 EXEMPLO NUMERICO: REDE DE MONITORAMENTO POR TRILATERACAO

Como exemplo numérico, demonstramos o caso de uma rede de monitoramento por trilateragdo
como da Figura 4. O objetivo deste exemplo é demonstrar as matrizes envolvidas nas diversas defini¢des de
datum possiveis. No caso da Figura 4, considerando as derivadas parciais das seis equagdes de distancia

horizontal DH;; = \/(xf - xi)2 + (y; - yl-)z, temos a seguinte estrutura para a matriz A € R™% = R®*8:
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—(xf—x) —p—-y) @3—-x) (a—-v) 0 0 0 0
DHY, DHY, DHY, DHY,
0 0 —(x2-x) -02-yp) xX-x))  E-yd) 0 0
DHY, DHY, DHZ, DHY,
0 0 0 0 —(xp—xQ) -y h—-xD G -¥yD
ae DHY, DHZ, DHZ, DHY,
xf=x)  I-¥d) 0 0 0 0 —(xd =) - -y
DHY, DHY, DHY, DHY,
(@ —x)) -2-y) 0 0 x2—x)  @2-y) 0 0
DHY. DHY, DHY. DH®.
0 0 —(xf—=x0) -5 —vd 0 0 xp—x) G-y
DHS, DHY, DHS, DHY,

Considerando que as coordenadas iniciais x,y dos vértices sdo dadas respectivamente por:
A(0,0),B(0,100),€(100,100), D(100,0), ou seja, que o vetor dos parametros iniciais x, € R* = R® ¢é dado
porixg =[x vY x% yo x2 ¥ x5 y31"=[0 0 O 100 100 100 100 O], tém-se:

-0 -1 0 1 0 0 0 0
0 0o -1 0 1 0 0 0
0 0 o 0 o0 1 0 -1
-1 0 o 0 0 0 1 0
S IR o o 22,
2 2 2 2
V2 V2 V2. V2
0 0 —-— = 0 0 — ——
2 2 2 2

Para a matriz datum D € R**4, temos diversas solucdes possiveis, uma vez que a rede possui
deficiéncia de posto: u — rank(4) = 8 — 5 = 3. Como a rede possui medidas de distancia, de acordo com a
Tabela 1, as deficiéncias sdo em origem (translacdo) e orientacdo, mas ndo em escala. Desta forma, se
fixarmos as coordenadas x, y do ponto A para resolver a deficiéncia em origem e a coordenada x do ponto B,
ou, neste caso, 0 azimute do alinhamento AB como Az = 0° para resolver a deficiéncia em orientagdo, a
matriz datum D € R¥*¢ = R8*3 resulta nas seguintes condigdes ou injuncdes DT6% = 0, € RY = R3:

52,
10 000000 gJ:’A
x XB o
630000005%22;“:[8]
73 o%c| 5z, lo
0 0 1 00 0 0 0fsy B
XB 6Xp
59

Portanto, as correcdes para as coordenadas iniciais x 3, yS, x5 serdo nulas como condicionado: 6%, =
89,4 = 6% = 0. Neste caso, 0 produto matricial DT AT € R*" = R3 resulta em:

V2

0 0 0 -1 == 0
DTAT=|-1 0 0 O© —‘/; 0 |,
NG

ou seja, conforme esperado a condicdo DTAT = 0,4, ndo é satisfeita, pois a matriz datum ¢ diferente da
matriz de Helmert: D # H.
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Desta forma, outra solu¢do possivel para a matriz D seria por meio das condicdes NNT:
Yk 8% =YK 69, =0 e NNR: =K, (9,6%; — %;69,) =0, com x; =x? —x. e y; =y —y, para i =
A, B, C,D. Neste caso, considerando as coordenadas do centroide da rede como x, = % kK xb=50ey, =

% k yb=50parak =4ei=AB,C,D,amatrizD = H € R¥*¢ = R®*3 se torna:

1 0 1 0 1 0o 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1
50 -50 -50 -50 -50 50 50 50

p’=[o0 1 0o 1 o0 1 o0 1
YA —Xi Yy —Xp Yo —X Yp —ip

1 0 1 0 1 0 1 0 ]

Desta forma, o produto matricial DTAT € R®*" = R3*® resulta em:

DTAT —

0 0 00 0O
0 0 0 0 0 O]=03xe
0 0 00 0O

ou seja, conforme esperado a condigdo DTAT = 0, € satisfeita, pois D = H e d = u — rank(4) = 3.
Caso fosse desejado transformar a matriz datum em uma matriz ortonormal para melhor estabilidade

— -1 T
numérica, fazendo D™ = (VDTD) DT, com DD =vDTD(¥DTD) , temos que:

B 1/2 0 1/2 0 1/2 0 1/2 0
DT = («/DTD) pT=| 0 1/2 0 1/2 0 1/2 0 1/2
1/V8 -1/V/8 -1/V/8 -1/V/8 -1/V8 1/V8 1/V8 1/V8

Portanto, temos que d{ d; = 1, d d; = 0 Vi # j e D"D = I;,, como desejado, sendo, portanto, D €
R¥*¢ = R8*3 yma matriz “ortonormal”. Note que ndo é necessario que todos os pontos fagam parte da
definicdo do datum da rede. Por exemplo, considerando que somente os vértices B e D irdo compor as
condigdes NNT e NNS, a matriz D € R¥*4 = R8*3 se torna:

00 1 0 00 1 0 00 1 0 00 1 0
pT=0 0 0 1 0 0 O 1]=[oo 0 1 00 0 1]
0 0 y9 —x3 0 0 %3 —x9 0 0 =50 =50 0 0 50 50

Note que a condicdo DTAT = 0,4, ndo é mais satisfeita nesse caso, pois, embora rank(D) = u —
rank(A) = 3,agora D # H.
Vamos supor que deseja-se converter os resultados do ajustamento por injun¢Ges minimas internas
(D = D;) para o primeiro caso apresentado (D = D;), onde s&o fixadas as coordenadas iniciais xg, y, x3 por
1 0 0 00O O 0 O
meio das condicBes: §x, = 89, = 6X5 = 0. Neste caso, considerando D]-T =0 1 0 0 0 0 O O]
001 00 O0O0TDO

na Eq. (40), temos a respectiva matriz § € R%** = R8*8:

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

-1 0 =10 0 0 0 0 0

S = luxu = H(Dj'H) DfTZo 0 0 -1 100 0
1 =10 1 010 0

-1 0 0 1 0 0 1 0

1 10 1 00 0 1

Simulando erros considerando desvios-padrfes de ¢ = 2 mm para cada distancia, o ajustamento por
injuncBes minimas internas resultou em: SQ(TDE_) =[6%4 694 6% 695 6% 69c O6%p 69p]T =
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[0,19 0,13 0,82 065 —-16 -04 06 —0,4]" (valores em mm). E facil verificar que,
desprezando os erros numéricos de arredondamento, as condigdes NNT e NNR sdo satisfeitas. Por exemplo,

para a condicdo NNT no eixo x, temos: Zﬁ‘zl 6x; = %(0,19 +0,82—1,6 + 0,6) = 0,01 mm. Para converter
os resultados para a primeira defini¢cdo de datum considerada, basta fazer 5’?@]-) = §6%(p,), resultando em:

0 0 0 0O 0 0 0 070,197 [ O
0 0 0 0 0 0 o0 offo13 0
0 0 0 0 0 0 0 o0fl082 0
5. .-|0 -1 0 0 0 0 0 offo65]|_]| 052
®)~lo o o -1 1 0 o oll-16] |-242
-1 -10 1 01 0 o0||-04 0,1
-1 0 0 1 0 0 1 o0l]lo6 0,41
-1 -10 1 00 o 1ll-o04l Loz

Portanto, uma vez que 0s trés primeiros termos de 69?(D],) séo nulos, temos as condicGes da primeira
definicdo de datum satisfeitas: §x4 = 6y, = dXg = 0. Este exemplo demonstra a importancia pratica da
Transformacgéo-S na conversao direta de resultados entre ajustamentos minimamente injuncionados.

Note que se a matriz datum for definida pelas condigdes NNT, NNR e NNS: =X, (x;6%; + y:69;) =
0, ou seja, D = H, mas agoracom i = 4 > d = 3 condigdes, temos que:

1 0o 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
DT = —00 1—0 —00 1—0 —00 1—0 —00 1—o =0 1 0 1 0 0 L
Ya —Xa Yp —Xp Yc —Xc Yp —Xp 50 -50 -50 -50 -50 50 50 50
oy xS ys o xX ¥y x5 ¥y -50 -50 -50 50 50 50 50 -50

Neste caso, o produto matricial DT AT € R*" = R**® resulta em:

O 0 0 0 0 0
O 0 0 0 0 0

T AT _—_

DPA"=109 0o 0o o 0 0 |* Osxe

100 100 100 100 100v2 100v2

ou seja, a condicdo DTAT = 04, ndo é satisfeita pois neste caso i = 4 > u — rank(4) = 3. Em outras
palavras, a condicdo NNS ndo é necesséria, pois, a rede possui medidas de distancias e, portanto, ndo
apresenta deficiéncia em escala. Caso fosse desejado remover a escala fornecida pelas observaces, deveria-
se aplicar o ajustamento da “rede livre extendida” (ver, por exemplo, Papo, 1985; Even-Tzur, 2012).

Vamos supor agora que a matriz datum tenha sido definida com as condicbes NNT e NNR, e se
identificou o ponto € como instavel de uma época de observacdo para outra, devendo portanto ser removido
do conjunto de pontos estaveis que compdem o datum da rede. Neste caso, como visto na secdo 4, a nova
matriz datum D; € R**? = R®3 pode ser obtida pela relagdo: D; = E;D, com E; € RW* = R8*8,
resultando para D; = E;D:
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‘1 0 0 0 0 0 0 O
)
XA
0 1.0 0 0 0 0 O
v 1 0 501
0 01 0 0 0 0 Offf 0 507 (0 1 =50
Xp 0 1 -50 1 0 =50
00 0 1L 0 0 0 O0fft 0 =50 0 1 =50
Dy = VB 0 1 -50|/_|0o 0 o
77100 0 0 0 0o o0 0|1 0o -50| |[% Xe
xc 0 1 50 0 0 0
00 0 0 0 0 0 Of]1 0 50 Yo ye
Yc 0 1 50 0 50
00 0 0 0 0 1 0 o 1 50
XD
000 0 0 0 0 1
Yb

Desta forma, neste caso o ponto C identificado como instavel de uma época para outra foi
devidamente removido das condices NNT e NNR que comp8em o datum da rede, conforme desejado.

6 O CASO DA DENSIFICACAO DE REDES GEODESICAS DE REFERENCIA

Referenciais geodésicos globais devem ser periodicamente atualizados por meio das realiza¢des do
ITRS (ver, por exemplo, Drewes, 2009; Altamimi et al., 2023). O caso da densificacdo de redes geodésicas
referenciadas ao ITRS, como por exemplo, o Sistema Geodésico Brasileiro (SGB) e as Redes de Referéncia
Cadastrais Municipais (RRCM), é completamente diferente do caso do monitoramento geodésico
multiépocas. Neste contexto, tém-se pontos de referéncia pré-existentes em uma dada realizagdo (ex:
SIRGAS2000 na realizacéo vigente do SGB) e deseja-se densificar a rede de referéncia a nivel regional ou
local com a inclusdo e o ajustamento de novos vértices (ex: novas estacbes do SGB ou RRCM).

Neste caso, em geral o problema sera sobre-injuncionado, ou seja, teremos mais pontos de referéncia
pré-existentes do que o minimo necesséario: i > d = u —rank(A). Conforme visto, isto resulta em
deformacdo da rede original, pelo uso de condi¢fes em excesso (constrained network). Além disso,
desejamos propagar as incertezas dos pontos de referéncia pré-existentes sobre 0s novos vértices a serem
densificados, ver, por exemplo, Kuang (1996, capitulo 4); Ghilani (2010, capitulo 20). Note que o
ajustamento por injungdes minimas internas convencional ndo possibilita isso, uma vez que nao sao feitas
ponderacOes estocasticas entre os vértices que compdem o datum da rede.

Desta forma, uma solucdo adotada na literatura consiste em inicialmente ajustar as coordenadas dos
pontos em um sistema local minimamente injuncionado. Depois, é realizada a transformacéo de Helmert para
converter estas coordenadas de um sistema local para o datum desejado, utilizando os pontos de referéncia
pré-existentes neste processo. Note que as coordenadas dos pontos de referéncia pré-existentes
apresentaracdo residuos com a estimagdo dos pardmetros de transformagdo, mas isto & simplesmente
negligenciado e o procedimento ¢ denominado “forgetful Helmert transformation”. Logo, o fato do problema
ser sobreinjuncionado, bem como, a necessidade de propagar as incertezas dos pontos de referéncia pré-
existentes, tornam o problema de densificagdo de redes geodésicas de referéncia um tema de pesquisa ainda
em aberto. Detalhes, por exemplo, em Schaffrin e Navratil (2012).

Nesta secdo, sera brevemente apresentada a solucdo geral proposta em Kotsakis (2013), que visa
contornar ambas as limitacdes expostas. Inicialmente, considerando que a matriz de covariancia X; € R***
das coordenadas dos pontos ajustados é afetada tanto pelas incertezas das observagdes quanto pelas
incertezas dos pontos de referéncia pré-existentes, temos que:

F

2 =500 + 58P = 62(ATPA + 03D E;DT) (61)

onde Zg(y) € R¥** ¢ a contribuicdo das incertezas do vetor das observacdes y sobre Xg, Z;(D ) 6 a
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contribuicdo das incertezas do datum, isto, €, dos pontos de referéncia pré-existentes sobre Xz, o é o fator
de variancia (a priori quando se conhece a incerteza das observaces ou a posteriori quando deve ser
estimada), X, € R4*4 é a matriz de covariancia contendo as incertezas do datum e as demais matrizes
(4, P, D) sdo analogas as secles anteriores.

A matriz X € R4*? ¢ obtida pela seguinte expressio:

Zp = D{ 23D (62)

onde D; € R4 ¢ a sub-matriz da matriz D € R%**¢ relativa aos pontos de referéncia pré-existentes e 2 €
R é a respectiva matriz de covariancia das coordenadas dos pontos de referéncia pré-existentes. Note que i
neste caso corresponde ao nimero total de injungdes: coordenadas dos k pontos de referéncia pre-existentes.
Para redes 1D como redes de nivelamento altimétrico ou gravimétrico: i = k, para redes 2D como redes
horizontais ou de trilateragdo: i = 2k, e para redes 3D como redes GNSS ou planialtimétricas com estacéo
total: i = 3k.

As matrizes A, P e X0 sdo conhecidas a priori, sendo que o desafio consiste na definicdo da matriz
D na Eq. (61) e na sua respectiva submatrix D; na Eq. (62), de tal forma que X; apresente traco minimo, ou
seja, a soma das variancias dos elementos de £ € minima, resultando em um estimador 6timo em termos de
incerteza resultante. Kotsakis (2013) demonstra matematicamente que a solugdo 6tima para D;, dentro do
contexto de injungdes minimas, ou seja, preservando a forma da rede original (free network), é dada por:

D; = (22 + o2M;) ~'H; (63)

onde H; € R4 ¢ uma matriz obtida em funcio da matriz de Helmert H € R**4: H; = KTH, com K € R¥*!
sendo formada por uma matriz identidade I;x; € R™ e uma matriz nula 0p_jx; € R&9XE K =
Iii
Ou—iyxi
relativa somente as “i” coordenadas dos “k” pontos pré-conhecidos. Note que a matriz H neste caso é
definida de tal forma que: AH = 0,,4. Portanto, se a rede possui medidas de distancia, a condi¢do NNS néo
é necessaria, e se a rede for formada por vetores GNSS, as condicdes NNR e NNS ndo séo necessarias.

]. A matriz M; € R é uma sub-matriz da matriz simétrica M = (ATPA+ HHT)™', M € R¥*¥,

. s . ) D;
Uma vez que a matriz D; é obtida pela Eqg. (63), a matriz D € R**¢ ¢ dada por D = [0( f) . ]
u—t)Xx

com O(y,—j)xa € R®~-D*d sendo uma matriz nula. Portanto, o ajustamento da densificacdo da rede geodésica
de referéncia resulta em:

8% = (ATPA+ DD")7'ATPl, X3 = 0§ (A"PA+ o4 DX5'DT) 7! (64)

Esta solugdo é “6tima” porque fornece trago minimo para X considerando as incertezas do datum e
ndo apenas das medicgdes, além de ser uma solugdo por injuncdes minimas que preserva a forma da rede
original, ao contrario do caso sobreinjuncionado com i > d = u — rank(A) (constrained network). Além
disso, estas condicbes podem ser interpretadas como injungdes minimas internas ‘“ponderadas” ou
“generalizadas” (weighted or generalized minimal inner constraints), pois as condicdes NNT e/ou NNR e/ou
NNS do tipo: DT8% = HT8%; = 0 sio ponderadas na Eq. (63) pela matriz P; = (20 + o2M,) ~*, P; € R,
ou seja:

HTP,6%; = HT (Z0 + 02M,) ~'6%; = 0 (65)

onde 6%; € R’ é um subvetor de 5% € R referente as coordenadas dos pontos de referéncia pré-existentes
gue compdem o datum. Detalhes e outras formulaces para a matriz peso P; sdo obtidos em Kotsakis (2013).
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7 EXEMPLO NUMERICO: DENSIFICACAO DE REDE ALTIMETRICA

Considere o exemplo de densificacdo de uma rede altimétrica com k = 2 pontos de referéncia pré-
existentes conforme a Figura 6. Neste exemplo, vamos considerar que os desniveis observados AH = H; —

H; entre dois vertices de altitudes H; e H; possuem desvio-padrdo de o,y = 5 mm e trés cenarios possiveis
para os desvios-padrdes das altitudes H;,; dos dois pontos de referéncia pré-existentes A e C (injungdes):
Oy, = 1mm < opy = 5mm (caso 1); Oty = 5mm = ogyy =5mm (caso 2); e Oy, = 10 mm >
opy = 5 mm (caso 3). Caspary (2000, capitulo 3) mostra um exemplo similar, mas com apenas k = 1 ponto
de referéncia, sem a abordagem de Kotsakis (2013) e sem o uso de simula¢Bes numéricas por Monte-Carlo.

Figura 6 — Densificacdo de rede altimétrica com n = 5 desniveis e k = 2 pontos de referéncia pré-existentes.

Fonte: Os autores (2025).

Note que neste exemplo a deficiéncia de datum (d) vale u —rank(A) = 4 —3 =1 (deficiéncia
apenas em origem), uma vez que os desniveis observados AH suprem a escala e a orientagdo (ver a Tabela
1). Cinco solugdes possiveis serdo consideradas, trés por injuncdes minimas (i =d = 1) e duas com
condigdes em excesso (i = k = 2 > 1). As solugdes por injuncdes minimas (i = d = 1) seréo:

= condigdo NNT para todos os vértices: NNT_all;

= condigdo NNT apenas para os dois Vértices pré-existentes A e C: NNT_inj; e

= condicdo NNT apenas para os dois vértices pré-existentes, mas por meio da abordagem
ponderada ou generalizada de Kotsakis (2013): NNT_gen.

As solucdes sobre-injuncionadas (i = 2 > d = 1) serdo:
= injunges absolutas (fixas) das altitudes de A e de C: INJ_abs; e
= injunc0es relativas (ponderadas) das altitudes de A e de C: INJ_rel.

Ordenando o vetor dos pardmetros iniciais x, € R¥=* (valores em m) como x,=
[H) HQ? HY HSI"=[1 3 2 4]7, ou seja, contendo primeiro os k =2 pontos de referéncia
previamente existentes (A e C), resulta na seguinte matriz A € R™% = R>*4:

Hy, H; Hg Hp
10 1T 0
1o 1 -1 o0
A= 0 -1 0 1
1 0 0 -1

0 0 -1 1

Para as solu¢des NNT_all e NNT _inj a matriz datum D € R¥*¢ = R**1 ¢ dada respectivamente por:
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|

Para a solugdo NNT_gen, a matriz datum D € R**4 = R**1 ¢ dada por:

DynT aut =

O O P

’ DNNT_in j= I

SR

D.
AR

o O 0 @™

onde a matriz D; € R4 = R?*1 ¢ dada pela Eq. (63). Conforme ja visto, as injuncdes absolutas (hard
constraints) podem ser definidas tanto por meio da matriz D quanto deletando as colunas correspondentes da
matriz A (e, portanto, os respectivos elementos do vetor x,), fornencendo os mesmos resultados em ambos 0s
casos quando i = d = u —rank(A). Neste exemplo com injuncBes absolutas em excesso: i =2 > u —
rank(A) = 1, deletou-se as duas primeiras colunas da matriz A, relativas aos vértices A e C, resultando na
respectiva matriz Ag,_qy € R™®~4) = Rn=5x2;

Hg Hp
T 0
-1 0
V. P—
0 -1
-1 1

Para as injuncgdes relativas ou ponderadas (soft or weighted constraints), considera-se a matriz peso
dos parametros P, € R¥** alterando a condicdo da Eq. (7) para: 9T P9 + 62T P,6% = min. Similar a matriz
peso das observacdes, se todos os parametros incognitos possuem valores pré-conhecidos no vetor dos
parametros iniciais x, e uma respectiva matriz de covariancia a priori X, € R***, a matriz peso dos
paréametros é dada por P, = 23 1.

Se apenas uma parte dos parametros iniciais possuem valores pré-conhecidos (exemplo: as i
coordenadas relativas aos k pontos de referéncia) e uma respectiva matriz de covariancia a priori 2 € R¥>*¢ |
ED™ Oixu-i
Ou-iyxi  Ou-iyxqu-0)
Rix(u—i), O(u—i)xi € Ru-Dxi g O(u—i)x(u—i) € Ru-Dxu=0)

A solugdo para 6% é dada por 6% = (N + Pz) " *ATPl e a matriz de covariancia dos parametros
estimados é dada por Xz = (N + P;)~!. Detalhes sobre as injuncdes relativas sio obtidos, por exemplo, em
Gemael et al. (2015, capitulo 14); Leick et al. (2015, capitulo 2) e Ogundare (2018, capitulos 5 e 6).

Neste exemplo, onde u=4 e i =k =2 (rede de nivelamento altimétrico 1D), assumindo
covariancias nulas entre as altitudes previamente conhecidas de A e C, a matriz P, € R¥*% = R*** se torna:

a matriz peso nesse caso € dada por: P, = , com as matrizes nulas: Ojx(y—i) €

1/of, 0 0 0
p=| 0 1/oi 0 0
0 0 00
0 0 00

onde oy, = oy, = 0,001 m (caso 1); oy, = oy, = 0,005 m (caso 2) e oy, = oy, = 0,01 m (caso 3).
Nos trés casos definidos, serdo analisadas as seguintes métricas: \/traco(Zz), ||6%]| = V6XT6% e
?TPD, ou seja, sera analisado a incerteza total resultante (\/traco(Zz)), a norma ou mddulo do vetor de
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corregdes 6% (||6%|| = V6xT6%), e a soma ponderada do quadrado dos residuos (87 PD).

Desta forma, a matriz de covaridncia dos pardmetros estimados (X;) € dada por X; =
(A{u_d)PA(u_d))‘1 para a solugdo INJ_abs, por 3 = (N + P4)~! para a solugdo INJ_rel, pela Eq. (64) para
a solucdo NNT_gen, e pela Eq. (29) para as solugbes NNT_all e NNT_inj, sendo os resultados obtidos
apresentados na Tabela 2.

Tabela 2 — Valores em mm para /traco(Z;) para cada solucéo e em cada caso analisado.

Solugéo Caso 1: OHy < Oan Caso 2: OH,y = Oan Caso 3: OH,y > Oan
NNT_all 5,0 5,0 5,0
NNT_inj 5,6 5,6 5,6
NNT_gen 5,8 9,0 15,2
INJ_abs 4.3 4,3 4,3
INJ_rel 47 8,8 15,2

Fonte: Os autores (2025).

Os resultados mostrados na Tabela 2 revelam que a solugdo NNT_all apresenta /traco(Z¢) = min
dentre todas as solucGes minimamente injuncionadas conforme esperado, embora as solugdes sobre-
injuncionadas INJ_rel (caso 1) e INJ_abs (todos os casos) apresentem menor ./traco(Z¢) do que a solucdo
NNT_all. Além disso, conforme visto, as Unicas solugdes que propagam as incertezas dos pontos de
referéncia pré-existentes sdo as solugdes NNT_gen e INJ_rel.

Para as demais métricas analisadas (V6£T 6% e ©T PD), foram gerados erros aleatorios tanto no vetor
das observagOes (desniveis) quanto nas altitudes (parametros iniciais) dos pontos de referéncia pré-existentes
A e C de acordo com os desvios-padres assumidos em cada caso. O vetor 6 é dado pela Eq. (6) para a
solugdo INJ_abs, por §% = (N + P;)~*AT Pl para a solucdo INJ_rel, e por 62 = (N + DDT)"1AT Pl para as
demais solucgdes, enquanto o vetor dos residuos associado é dado por ¥ = A8x — L.

As simulagfes numeéricas foram realizadas 200.000 vezes e os resultados médios obtidos dessas
simulagGes sdo apresentados na Tabela 3 para V6x7 5% e na Tabela 4 para 97 P9. Detalhes sobre simulacoes
por Monte-carlo em redes de nivelamento sdo obtidos, por exemplo, em Suraci, Oliveira e Klein (2019).

Tabela 3 — Valores médios em mm para ||6%|| = V6xT 6% para cada solucdo e em cada caso analisado.

Solucéo Caso 1: Ohyy < Oan Caso 2: OHyy = Oan Caso 3: Ohyy > Oan
NNT_all 47 7,1 11,8
NNT_inj 53 8,1 13,6
NNT_gen 53 8,1 13,6
INJ_abs 3,9 5,6 9,0
INJ_rel 3,9 7,0 12,9

Fonte: Os autores (2025).

Analisando os resultados da Tabela 3, nota-se que os valores de ||6%|| = V6%T5% aumentam
conforme se aumenta a incerteza das injuncbes para todas as solugdes, conforme esperado. Entretanto,
apenas as solucbes NNT_gen e INJ_rel consideram a incerteza das injungdes na métrica /trago(Zz) da
Tabela 2. Dentre as solu¢des com injun¢es minimas, NNT_all apresenta os menores valores para ||§X]| =
V52T 5% conforme esperado. Entretanto, a solucdo INJ_rel apresenta menores valores para ||62|| = V62T 6%
do que a solugdo NNT_all quando OHyp; < OAH (caso 1) e praticamente iguais quando OHyn; = OAH (caso 2).

Além disso, a solugdo INJ_abs apresenta menores valores para ||§%|| = VXTS5 do que a solugdo
NNT all em todos os casos considerados. Este resultado é devido ao fato que a solugdo INJ_abs possui
apenas u = 2 parametros (altitudes dos vértices B e D), ao contrario das demais solu¢des com u = 4
pardmetros ao todo. Destaca-se que apds a convergéncia das iteracdes em modelos linearizados, o valor de
||6%]| tende a zero.
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Tabela 4 — Valores médios (adimensionais) para ©#7 P9 para cada solugio e em cada caso analisado.

Solucéo Caso 1: oy, < Gay Caso 2: oy, = Oay Caso 3: oy, > Oay
NNT_all 2,0 2,0 2,0
NNT_inj 2,0 2,0 2,0
NNT_gen 2,0 2,0 2,0
INJ_abs 3,1 5,0 11,0
INJ_rel 2,9 2,3 2,1

Fonte: Os autores (2025).

Analisando os resultados da Tabela 4, nota-se que todas as solugdes por injungbes minimas
apresentam valores médios para ©7 PD iguais a 2 em todos 0s casos considerados, ao contrario das solucoes
INJ_abs e INJ_rel. Este resultado também é esperado, pois, da literarua relacionada, sabe-se que E{pT P$} =
n —rank(A), e, neste caso, n — rank(A) = 5 — 3 = 2. Entretanto, destaca-se que é assumido observacdes
contaminadas somente por erros aleatérios, conforme simulado nos experimentos Monte-Carlo. Se houverem
erros sistematicos e/ou grosseiros nas observacdes, os valores de #7 P9 devem exceder o valor esperado em
todas as solugdes e em todos o0s casos analisados.

Em relagdo a solugdo INJ_abs, conforme se aumenta a incerteza das injungoes ("Hm,-)v se aumenta o

valor médio de #7 P, 0 que ndo ocorre para as solugdes por injungdes minimas. Este resultado demonstra a
“deformacao” na rede causada pelo uso de injungdes em excesso: quanto maior a incerteza das injuncdes,
maiores 0s residuos das observacdes para satisfazer essas condig¢oes “rigidas” (valores fixos ou absolutos nas
altitudes dos vértices A e C), e, portanto, maior o valor médio de #7 P9 nas simulagdes numéricas.

Em contrapartida, conforme se aumenta a incerteza das injungdes (aHmj), se reduz o valor médio de

?TP? da solucdo INJ_rel. Analisando e comparando os resultados das Tabelas 3 e 4, as injunc@es relativas
tendem a fornecer menores residuos para as observacdes (e, portanto, maiores corregdes para 0s parametros
iniciais), conforme se aumenta a incerteza das injuncoes (aHmJ.), ou, em outras palavras, conforme se reduz o

seu peso em relagdo as observacdes por meio da redugdo dos respectivos valores da matriz P,.

Um exemplo de densificacdo do SGB onde a incerteza das injungdes sera maior que a incerteza das
observac@es é o caso da rede altimétrica, onde as referéncias de nivel em geral possuem incerteza vertical
centimétrica e os desniveis observados em geral possuem incerteza milimétrica, mesmo por diversos
quilémetros de nivelamento. Entretanto, um contra-exemplo é a densificagdo da rede GNSS do SGB, onde as
estacdes da RBMC (Rede Brasileira de Monitoramento Continuo) em geral possuem incerteza posicional
milimétrica e os vetores GNSS, da ordem de varias dezenas ou centenas de km, em geral possuem incerteza
milimétrica ou centimétrica. Nestes casos, 0 uso de injuncgdes relativas deve apresentar valores para ©7 P9
maiores do que o esperado, mesmo com apenas erros aleatoirios nas componentes dos vetores GNSS.

Portanto, conclui-se que de fato a solucéo apresentada por Kotsakis (2013), denominada NNT_gen
neste exemplo, é a melhor solucdo para a densificacdo de redes geodésicas de referéncia, pois considera tanto
as incertezas das injuncdes nos valores para ./traco(Zz) quanto fornece resultados esperados para 7P
quando somente erros aleatérios contaminam o vetor das observacdes, independente dos valores das
incertezas das injuncdes. Além disso, trata-se de uma solucdo por injungdes minimas, que ndo causa
“deformacdo” na rede original ao contrario das solugdes sobre-injuncionadas. Destaca-se que no
conhecimento dos autores, esta é a primeira publicacdo a apresentar resultados numéricos e exemplos
comparativos da abordagem proposta em Kotsakis (2013) contra outros tipos de injuncdes.

Por fim, destaca-se que as solu¢des minimamente injuncionadas (NNT_all, NNT_inj e NNT_gen)
apresentam ndo apenas valores médios numericamente iguais para 7 P%, mas também os mesmos valores
individuais de cada elemento de ¥, confirmando assim a indepedéncia do datum nestes casos. Além disso, as
solucBes NNT_inj e NNT_gen também apresentaram 0s mesmos valores para os elementos individuais de
6%, devido ao mesmo peso de ambas as injuncdes. Se o0s pesos das injuncdes forem diferentes, as solucdes
NNT_inj e NNT_gen apresentam resultados diferentes para 6x. O leitor interessado pode verificar essas
questdes em seus proprios experimentos, uma vez que os algoritmos de todos os exemplos aqui apresentados
(realizados no software gratuito Scilab) estdo publicamente disponiveis em:
https://data.mendeley.com/datasets/dnw4kg3tcx/1.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta contribuicdo, foi apresentada uma revisdo tedrica sobre o problema da escolha do datum na
Geodesia em um caso geral pelo ajustamento de observacdes por meio do modelo paramétrico ou de Gauss-
Markov. Em particular, se mostrou que quando rank(A) = u —d < u, situacdo que em geral ocorre na
Geodesia, a escolha das injungdes para resolver a deficiéncia de datum resulta em um estimador enviesado.

Além disso, foram discutidas as grandezas que dependem ou independem da escolha do datum no
caso de um ajustamento por injuncdes minimas, bem como foi apresentada a Transformacao-S, que realiza a
conversdo dos resultados datum dependentes de uma solugéo por injun¢des minimas para outra.

O caso do monitoramento geodésico de estruturas, onde todas as épocas de observacdo devem estar
no “mesmo datum”, sendo solucionado via injun¢des minimas internas por meio das condicdes NNT, NNR e

NNS, além de suas propriedades: ||6X|| = V6XT 8% = min e traco(Z;) = min também foram devidamente
abordados. Em particular, demonstrou-se matematicamente que a solucdo por injun¢fes minimas internas,
como qualquer outra solugdo minimamente injuncionada, preserva a “forma” da rede original, sendo
denominada “rede livre”, 0 que ndo ocorre para ajustamentos sobre-injuncionados (“rede condicionada”).

O caso da densificacdo de redes geodésicas de referéncia como o SGB e as RRCM, onde em geral
temos mais pontos de referéncia pré-existentes (injun¢es) do que o minimo necessario e devemos ainda
propagar as incertezas dos pontos de referéncia sobre 0s novos vértices da rede também foi tratado por meio
das “injungdes minimas internas ponderadas ou generalizadas” propostas por Kotsakis (2013).

Por fim, diversos exemplos numéricos foram apresentados em uma rede de monitoramento por
trilateracdo 2D e na densificacdo de uma rede altimétrica 1D. Na rede de trilateracdo 2D, demonstrou-se as
diversas possibilidades de definicdo da matriz datum. No caso da rede altimétrica 1D, demonstrou-se por
simulagdes Monte-Carlo que a solugdo proposta por Kotsakis (2013) é a mais adequada para a densificacéo
de redes geodésicas de referéncia. Portanto, visando suprir uma deficiéncia na literatura nacional relacionada
ao tema, o objetivo deste artigo de revisdo foi fornecer uma referéncia atualizada, em Portugués e de acesso
gratuito ao problema da escolha do datum na Geodesia, considerando alguns dos aspectos mais avancados
deste tema de pesquisa na area da Geodesia.

Como sugestdo para trabalhos futuros, recomenda-se investigacGes a nivel nacional sobre o
ajustamento da “rede livre extendida” quando parte do datum é fornecida pelas observacbes conforme a
Tabela 1. Nestes casos, ¢ necessario “esterilizar” o contetdo do datum das observagdes, por exemplo, a
escala da rede em funcéo das distancias medidas, para garantir que as diferentes épocas de observacdo
estejam de fato no mesmo datum (Papo, 1985; Even-Tzur, 2012). Recomenda-se também estudos sobre a
densificagdo do SGB por meio da abordagem proposta em Kotsakis (2013), podendo ser considerada o atual
“estado da arte” sobre o tema, considerando ainda que nenhum estudo de caso real foi encontrado na
literatura.

Além disso, apenas 0 monitoramento geodésico de estruturas e a densificacdo de redes geodésicas a
partir de pontos de referéncia pré-existentes foram abordados nesta contribuicdo, mas a propria realizagdo ou
atualizacdo de um referencial geodésico também envolve o problema da escolha do datum (ver, por exemplo,
Sillard; Boucher, 2001; Chatzinikos; Dermanis, 2017; Altamimi et al., 2023). Portanto, mais estudos desse
tema no cenario nacional sdo necessarios, por exemplo, para atualizacdo do datum altimétrico das referéncias
de nivel e/ou na realizacdo do SGB para 0 posicionamento geodésico 3D (atualmente: SIRGAS2000).
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