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Resumo: Este trabalho revisa as fungdes covariiancia empirica (CE) e o variograma (VAR), associadas a Colocacdo
por Minimos Quadrados (CMQ) e a Krigagem, respectivamente. O texto almeja facilitar o aprendizado da técnica aos
interessados e chamar a atencd@o para questdes especificas relacionadas as projecOes cartogrdficas. A CMQ e a krigagem sdo
técnicas adotadas nas geociéncias para andlise, predi¢cdo e interpolacdo/extrapolacdo de dados. A sua aplicacdo adequada
pode ser entendida em duas etapas principais: 1) a criagdo de mais de uma funcdo, CE ou VAR, dependendo do modo
como ela foi construida, e 2) o ajustamento dessa fungfo, usualmente adotando o Método dos Minimos Quadrados (MMQ)
para fazer a predi¢do. Este trabalho estd concentrado nas funcdes CE e VAR de modo a recuperar suas defini¢des mais
originais com exemplos confeccionados pelos autores. Como aplicagado, apresenta diferencgas construtivas das CE e VAR
geradas partir de coordenadas curvilineas dos Sistemas Geodésicos de Referéncia e coordenadas dos Sistemas Projetivos.
A exposicdo dos coeficientes ajustados pelo MMQ torna evidente as diferentes respostas. Por dltimo, sugere cuidados
importantes na utilizagao destas funcdes a partir de sistemas projetivos.

Palavras-chave: Covaridncia empirica. Variograma. CMQ. Krigagem.

Abstract: This work reviews the Empirical Covariance (EC) and Variogram (VAR) functions, related to Least Squares
Collocation (LSC) and Kriging Process. The paper aims get easier the learning of the LSC and Kriging exploring cartographic
problems when using its techniques. It must remembered LSC and kriging are used in analysis, interpolation/extrapolation
of data in Geoscience and can be separated in two steps: 1) carring out the EC or VAR and 2) adjustment of those functions,
usually by least squares estimation (LSE) for predictioning. This work is focused in define EC and VAR functions from
original definitions with examples and points of view of authors. As application, the authors show differences between ¢, 4,
from geodetic reference systems and x, y, from projection systems for 2 computation. The exposure of the coefficients
adjusted by the LSE clearly shows the different responses. At last, it is suggested important observations to avoid errors in
EC and VAR generation.
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1 INTRODUCAO

A colocagao por minimos quadrados (CMQ) remonta aos trabalhos de Kaula (KAULA, 1963), e tinha
como idéia inicial combinar observacdes gravimétricas com astrogeodésicas. A época, cabe lembrar, a observacio
de altitudes elipsoidais era dificil e ndo havia o desenvolvimento de Modelos Globais do Geopotencial com
resolugdo espacial melhor do que 500 km. Era importante naquele instante utilizar toda a informacao disponivel
para superar a impraticabilidade do elipsoide como superficie de contorno, até entio, pouco robusto e insuficiente
para a obtengdo de coordenadas com qualidade milimétrica. Desde entdo, a CMQ € adotada de diferentes formas
para a regularizacdo de dados dentro das Ciéncias Geodésicas. Materializa-se o trabalho de Krarup (KRARUP,
1969) em Janeiro de 1969, apds cartas trocadas com Moritz e verificagdo da falta de sistematizacdo académica
sobre o tema.

A mesma época, é possivel observar o surgimento do trabalho de Matheron (JOURNEL; HUIJBREGTS,
1978), com a teoria das varidveis regionalizadas. O mesmo autor introduz, até onde se sabe, pela primeira vez,
o termo geoestatistica como sendo a aplicacdo do formalismo de fun¢des aleatdrias para reconhecimento e
estimacdo de fendmenos naturais. O trabalho de Matheron impulsiona a utilizagdo da expressdo variograma, como
sendo a principal ferramenta da referida geoestatistica ou, como tratada as vezes na mesma obra, geomatematica.

A fungdo covariancia empirica (CE) é sempre lembrada nas Escolas para determinacdo e uso do Geoide,
em funcgdo das rotinas desenvolvidas pelo Professor Carl Christian Tscherning, falecido em 2014. Convém
esta meng¢do, dado o papel eminente do referido professor na propagacdo e desenvolvimento desta técnica
(SANSO; SIDERIS, 2015), como virias outras. J4 o variograma esté presente em quase todos os trabalhos de
geologia/geofisica e de apoio da Engenharia de Minas para definicao dos projetos de escavacdo e aplicacdo
direcionada dos recursos financeiros.

1.1 Motivacao sobre o tema

A predicdo de dados estd ligada ao processo de transformacdo de varidveis discretas em varidveis
continuas. Quando se observa um mapa pluviométrico, por exemplo, as observacdes estdo vinculadas a estagdes
que possuem coordenadas ligadas a um sistema de referéncia. Quando se plotam chuvas apenas das estagdes,
perde-se a capacidade de vislumbrar o que ocorreu nas redondezas da estagao.

O sistema de referéncia geodésico, definido por origem, velocidade angular de rotac@o, constante
gravitacional geocéntrica e fator dindmico de forma, como previsto na maioria das bibliografias vinculadas a
geodésia (GEMAEL, 2012) em nada difere aqui dos sistemas de coordenadas da matematica definidos por um
ponto e uma base ortonormal (BOULOS; CAMARGO, 1997), uma vez que nas operagdes realizadas considera-se
o fator de escala constante. As coordenadas associadas a estes sistemas serdo ditas vinculadas a um sistema de
referéncia.

Diferentemente, sdo os sistemas projetivos, vinculados também a uma base ortonormal (e também
associado as componentes x, y € z), com fatores de escala distintos a depender da configuracdo da projecao.
Estas coordenadas serdo ditas pertencentes a um sistema projetivo ou planorretangular.

A respeito da mencionada ortonormalidade, também € importante separar as coordenadas planas, ou
superficiais, caracterizadas por x, y, ou ainda por latitude ¢ e longitude A, das componentes verticais, que podem
ser altitudes z, 4 ou H, ou ainda magnitudes tratadas como componentes verticais, como € o caso de mapas de
chuva, temperatura, gravidade g, etc. Esta discretizagdo deve ocorrer porque a varidvel /4, apresentada a seguir, é
determinada em funcdo das componentes verticais agrupadas pelas distancias planas/superficiais entre os pontos,
dados porx e y,ou g e A.

Assim, no sentido de tentar visualizar o comportamento dos fendmenos, a geragdo de isoietas, isdbaras ou
qualquer tipo de isolinha faz parte do processo fundamental de interpretagdo espacial das observacdes. Para obter
estas curvas, varios processos sao conhecidos. A interpolacao linear € um destes processos, pedagogicamente
aceito e facilmente compreensivel para os iniciantes a0 mapeamento.

Ocorre que o posicionamento 2D (manifesto em componentes x,y ou ¢,4) gera uma dependéncia das
coordenadas planas em funcio da magnitude associada (z, H, h, chuva, g...), o que torna a interpolagdo linear
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obsoleta para esse tipo de aplicacdo. Visando-se mitigar os problemas dessa dependéncia é que inicialmente
Kaula e Matheron procuraram fungdes que explicassem esse fendmeno. Parte das solucdes convergiram para a
construcdo de fungdes muito parecidas entre si: a fungdo variograma (doravante, variograma), y (&), apresentada
na Mineracdo e, a mesma época, a funcio covariincia empirica, C(/), apresentada as Ciéncias Geodésicas.

1.2 Um olhar sobre a automacao cartografica e a automacio da interpolacao de dados

E oportuno também apontar possiveis fontes de erro durante o processo preditivo dos Sistemas de
Informacgao Geogréfica (SIGs), com a idéia pedagdgica de que a compreensao plena do célculo ajudard a detectar
falhas de formatacio na automacgao do processo interpolativo. Neste particular, chama-se a atengdo para esta
mecanizagdo uma vez que o usudrio absorve os parametros fornececidos pela maquina involuntariamente.

E necessério esclarecer que este trabalho pensou exclusivamente na forma isotrépica das funcoes
destacadas, ou seja, as propriedades dos elementos amostrados variam de forma homogénea em todas as direcdes.
Nem sempre € o caso. O tratamento anisotrépico de y(h) e C(h) é tema para continuidade desta publicagao.

Para atingir o objetivo, adotou-se trés diferentes formas de expressdo das coordenadas horizontais na
geracdo das funcdes variograma e covariancia. Serd demonstrado que as fun¢des em termos de coordenadas
curvilineas (geodésicas) resultam em valores distintos de funcdes geradas em termos de coordenadas planor-
retangulares (projetivas). Estes cdlculos podem ser encontrados em programas de processamento de voos de
drones, sistemas de informagdo geografica e cdigos que geram modelos digitais do terreno.

2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Historico e Estado da Arte

A primeira leitura, dado a implementacio das fungdes variograma e covaridncia em muitos programas,
este assunto parece ser tema ja superado. Contudo, é possivel encontrar trabalhos introdutérios com o objetivo
de ensinar a krigagem, vinculada ao variograma, e a colocacio por minimos quadrados, vinculada a covariincia
empirica (CHEN, 2022), (OGUNDARE, 2018), o que indica objetivo razodvel, sobretudo na lingua portuguesa,
uma vez que os Gltimos trabalhos relacionados parecem datar dos anos 2010 (COSTA; SANTOS; FERREIRA,
2008), com referéncia ao pioneiro trabalho dos Professores Nelsi Cogo de S4 e Denizar Blitzkow de 1987 (SA;
BLITZKOW, 1987).

Tanto a CMQ quanto a krigagem sdo consideradas dificeis em vista da manifestacdo usual das etapas
relacionadas aos minimos quadrados. Ruffhead (RUFFHEAD, 1987) cita a dificuldade em separar a etapa que
gera as funcdes e o seu posterior ajustamento, embora essa técnica ja tenha sido utilizada desde 1976 (RAMPAL,
1976), por exemplo, na Fotogrametria. Os autores ainda discretizam o tratamento de parte das observaveis (como
ruido ou como efeito sistemdtico), escolhido pelo operador. Esta € a etapa seguinte do processo preditivo e é
objeto de publicacdo futura pelos autores. Aqui, mantém-se o foco na construgdo das funcdes e na explicacao
dos seus efeitos sobre diferentes sistemas de coordenadas.

Ao leitor preocupado com as propriedades, sdo indispensdveis os relatérios da Ohio State University
(OSU), sobretudo os trabalhos de Moritz (MORITZ, 1972) e Tsherning, que se encontravam disponiveis
gratuitamente no dominio http://cct.gfy.ku.dk/, que aparentemente migrara para yumpu.com/user/cct.gfy.ku.dk.

Em portugués, ha outros trabalhos que tratam exclusivamente do ajuste dessas funcdes (SOUZA; SA,
2008), mas nao podem ser confundidos com trabalhos relacionados as variancias amostrais (BANDEIRA; KLEIN;
VEIGA, 2021), e que encontram aplicagdes em dreas distintas do posicionamento(FRANCA MARQUES;
PITOMBO, 2020).

Para auxiliar na prética do conteddo, disponibiliza-se um cddigo, capaz de rodar em ferramentas de
codigo aberto (e.g. GNU Octave - https://octave.org/) que possibilita a comparagdo com so ftwares fechados.
Toda a metodologia destacada estd voltada para o dominio tecnoldgico da krigagem e da colocag¢do por minimos
quadrados.
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O trabalho deduz as fungdes Variograma e Covaridncia Empirica. Segue com a experimentacio dessas
funcdes a partir de anomalias de altitude (quantidades proximas das alturas geoidais, portanto suaves) e finaliza
com a sua plotagem a partir de diferentes sistemas, denunciando possiveis problemas de automacao cartogréfica.

2.2 Variograma

Todas as questdes relacionadas ao Variograma aparentemente apontam como origem os trabalhos
de Georges Matheron e D.G. Krige, com o objetivo de utilizar métodos de interpolacdo para a indudstria de
mineracdo (BURROUGH; MCDONNELL; LLOYD, 2015, p. 172). Uma forma para o variograma teérico y (/)
é (WACKERNAGEL, 2003, p.51):

y() = 3 E{((Z0c+ ) - 200)) 1)

Com E sendo o operador esperanca matemdtica. Z é a magnitude do valor que estd na posicio x. &
é, usualmente, a faixa de distincias entre os pontos para o qual se calcula o valor de y. Compreender como
esse raciocinio funciona na Equacao (1) € o que gera muitas dificuldades aos usudrios. Além do apresentado
aqui, o material do Professor Pedro Correia (LEG/UFPR), cujas origens de publicagcdo s@o desconhecidas,
apresenta também um claro exemplo de cdlculo. Esta dltima referéncia encontra-se hospedada em uma
antiga pdgina do Laboratério de Estatistica e Geoinformacdo (LEG) da Universidade Federal do Parana
(UFPR) (http://www.leg.ufpr.br/lib/exe/fetch.php/disciplinas:geoesalq:pira2012:numist_-_modelacao_
e_estimacao_-sgems.pdf).

Aplicando-se o operador esperanca na Eq. (1), se chega facilmente as expressdes encontradas em outros
materiais, como por exemplo na equacgao apresentada pelo INPE (CAMARGO; FUCKS, 1996, p.5):

Y(h) = 3 S (20w ) = 200 @

Aqueles autores apontam y (/) como sendo a semivariancia, corroborando idéias preliminares citadas
por autores anteriores (BURROUGH; MCDONNELL; LLOYD, 2015, p. 172) JOURNEL; HUIJBREGTS,
1978, Cap.2).

2.2.1 DEDUCAO

O ponto central da interpretacdo da Eq. (2) € o agrupamento de todas as diferencas quadréticas entre
as magnitudes (Z(x + h) — Z(x)) que estdo afastadas da mesma distancia espacial /. Posteriormente, essas
diferencas quadraticas sdo somadas e divididas pelo niimero de pares, fato que € oriundo da aplicagao do operador
Esperanca E a Equacio (1). E provével que o autor da idéia tenha feito, segundo formulacdes associadas as
propriedades das variancias (MORAES, 2002) (JOURNEAU, 2009, p. 114) (MEYER, 1983, p. 156-160)
(LANDIM, 1998, p. 158-166) (KENT; MARDIA, 2022, p. 11-15)

var(x) = y(h) 3
var {(x+h) — (x)} = var {(x+ h)} +var {(x)} = var(x) + var(x) = 2 - var(x) @)
3 var (e ) = (0 = 7 ©

de onde sai ntimero 2 utilizado na forma do variograma, conforme apresentado por diversos autores. Um
algoritmo para a geragdo do variograma estd disponivel na pagina da Geomatica/UFPel (https://wp.ufpel.edu.
br/segeomatica/docentes/rogers-ademir-drunn-pereira/).

2.3 Covariancia

Mantendo o raciocinio anterior, a covariancia C (%), dentro de um dominio espacial D fica (WACKER-
NAGEL, 2003, p. 52)


http://www.leg.ufpr.br/lib/exe/fetch.php/disciplinas:geoesalq:pira2012:numist_-_modelacao_e_estimacao_-sgems.pdf
http://www.leg.ufpr.br/lib/exe/fetch.php/disciplinas:geoesalq:pira2012:numist_-_modelacao_e_estimacao_-sgems.pdf
https://wp.ufpel.edu.br/segeomatica/docentes/rogers-ademir-drunn-pereira/
https://wp.ufpel.edu.br/segeomatica/docentes/rogers-ademir-drunn-pereira/

Rev. Bras. Cartogr, vol. 76, 2024 DOI: http://dx.doi.org/10.14393/rbcv76n0a-68982

{E [Z (x)] =m VxeD ©

E[Z(x)-Z(x+h)]-m?>=C(h) Vx,(x+h)eD
E possivel encontrar a funcdo descrita como sendo somente a Covaridncia Centrada (JOURNEL;
HUIJBREGTS, 1978, p. 304);

C(h)=E[Z(x)-Z(x+h)] -m? (7)

2.3.1 DEDUCAO

Para deduzir, aplica-se defini¢do de covariancia. Sem negritar os termos, fica

C(h) =C[Z(x),Z(x+ h)] ®)

e entdo, t€m-se (MEYER, 1983, p. 168)

C(h)=E{Z(x) -E[Z)IHZ(x+h) - E[Z(x+h)]}} )

reorganizando, apds a propriedade distributiva,

C(hy=E{Z(x)Z(x+h)-Z(x)E[Z(x+h)] -E[Z(x)]| Z(x+h)+ E[Z(x)] E [Z(x + h)]} 10)

Utilizando-se as propriedades das esperangas na Eq. (10), o lado direito da igualdade fica

E[ZX)Z(x+ W] -E[ZX))E[Zx+h)] -E[ZX]E[Z(x+h)]+E[Z(x)]|E [Z(x + h)] (11)

Aqui, assumiu-se que esperanca da diferenca € a diferenca das esperangas e a esperanga da soma € a
soma das esperancas. No 1.° termo do 2.° membro, a esperanca do produto ndo € produto da esperanca dos
fatores. Deve ser lembrado que a esperanga matematica € uma constante. A esperanca de uma constante € a
prépria constante. Nos 2.°, 3.° e 4.° termos, a esperanca da varidvel € a propria esperancga da varidvel. Por esta
razdo os termos de 2 a 4 sdo reescritos. Com os 2.°, 3.° e 4.° termos iguais, fica

Chy=E[Z(x)Z(x+h)] -E[Z(x)]|E [Z(x+ h)] 12)

Quando as amostras sdo tomadas em espacamento irregular dentro de um dominio espacial D, o
valor da média é a quantidade de interesse e € necessdrio assumir que a média existe em todos os pontos
(WACKERNAGEL, 2003, p. 28-29)

E[Z(x)]=m Vx € D
E[Z(x+h)]=m Y(x+h) e D (13)
E[Z(X)Z(x+h)]-m?=C(h) V(x+h)eD
A esperanca matemadtica é considerada como uma média ponderada quando existirem um ndmero
finito de N valores possiveis e € igual a média aritmética dos N valores possiveis se todos esses valores forem

igualmente provaveis (MEYER, 1983, p. 139). Por isso, apds a substituicao das Equacdes (13) na Eq. (11)e a
aplicacdo operador esperanga, tém-se a Equacao

COh) = - D (200 - Z(r+ ) — i (14)
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3 IMPLEMENTACAO DAS EQUACOES

Um algoritmo que pode ser adotado para o cdlculo das fungdes envolve as seguintes etapas:

* Tabular as componentes do sistema:organizar em colunas, por exemplo, X, Y e Z;

* Calcular as distancias entre todos os pontos, armazenando as magnitudes (Z), obedecendo a seguinte
estrutura: X4, Ya, Za, XB, YB, Zp, da_p ;

 Efetivar o célculo do nicleo ou da Eq. (1), ou da Eq. (14), conforme se queira ou o variograma ou a
covariancia;

* (Classificar os dados conforme a distancia 4, mais naturalmente compreendida como d4—, g;

* Efetuar os somatorios a partir dos valores agrupados em funcdo da distancia escolhida: para y(h), faz-se
(Z4 — Zg)?, e depois divide-se por 2N. Para C(h), fazer (Z4 - Zg — m?). Para obter a varidvel m, deve-se
fazer a média de todos os Z;

* Plotar o par ordenado ou C(h), ou y(h), versus A,

Um exemplo deste codigo estd apresentado na pagina do DER/FAEM-UFPel/RS (https://wp.ufpel.edu.
br/der/files/2023/04/CEAnomAltitude250323LatLong.pdf).

4 EXPERIMENTACAO

Para assegurar a reprodutibilidade do experimento, escolheu-se um conjunto de anomalias de altitude
para o estado do Rio Grande do Sul, com os limites —58° < 1 < —49°, =34° < ¢ < —27°, e resolucdo espacial
de 0,25°. Como parametros, adotou-se os sistemas de referéncia EGM2008 e GRS80, sem alteracdes do sistema
de maré e sem a adogao de filtros. Incluiu-se o termo de ordem zero. Esta base de dados pode ser baixada junto
ao Servigo do ICGEM (International Centre for Gravity Earth Models), desenvolvendo-se o modelo até
grau maximo.

A anomalia de altitude é um elemento associado ao quasigeoide e, com base nesse aspecto, pode se
garantir que ndo hé desniveis abruptos ou mudangas de inclinag@o agudas. Este fato é garantido por tratar-se de
um modelo global do Geopotencial (TORGE; MULLER, 2012, p. 262-266), de tal modo que as varia¢des que
implicariam em incisdes agudas, tais como mudangas de densidade locais ou a topografia j4 foram subtraidas.
Além disso, para esta regido do planeta se observam valores desta quantidade desde 4 até aproximadamente 14
metros.

As anomalias derivadas do EGM2008 sao apresentadas na Figura 1. Naquela mesma Figura, sdo
apresentados os pontos escolhidos como representativos da amostra.

Como cada conjunto de coordenadas estd associado ao seu préprio sistema de coordenadas, o primeiro
problema a ser enfrentado passa a ser a escolha de tal sistema. Particularmente, os autores chamam a ateng¢ao
para a interpolagdo a partir de sistemas projetivos, o que para o estado do Rio Grande do Sul pode gerar ndo
unicidade dos pares coordenados na mesma figura. Para evitar tautologia, para os mesmos pontos adotaram-se
coordenadas geodésicas e suas equivalentes num sistema projetivo cdnico equidistante. Depois, simplesmente
variaram-se pardmetros do mesmo sistema projetivo.

Como demonstrado na secao resultados e verificacdo disponibilizada nos cédigos ja enunciados, o
variograma e a funcio covariincia gerados a partir das coordenadas geodésicas ndo apresentou resultado
compativel com o variograma e funcao covariancia gerados a partir de sistemas projetivos. No entanto, para o
mesmo sistema projetivo, considerando duas situa¢des equivalentes, variograma e fun¢ao covariancia resultaram
idénticos.


https://wp.ufpel.edu.br/der/files/2023/04/CEAnomAltitude250323LatLong.pdf
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Figura 1 — Pontos Amostrados para o teste € Anomalias de Altitude para o EGM2008.

&(m)
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11.5
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N B

Fonte: Os Autores (2023).

O sistema projetivo utilizado neste trabalho estd caracterizado na p. 113. do Manual adotado pelo
US Geological Survey (Servigo Geoldgico dos Estados Unidos - USGS) (SNYDER, 1987). Para calcular as
coordenadas projetivas, x e y, adotou-se na primeira configuragdo os seguintes critérios:

» Sistema de Referéncia: Esfera com raio igual ao semi-eixo maior do GRS80 (6378137 m);
* Nome da Projecdo: Conica Equidistante;

* Propriedades:

Latitude Central (1° paralelo padrao):-30°;
Latitude do 2° Paralelo Padrao:-29°;
Latitude do 3° Paralelo Padrido:-32°;

Longitude Central:-54°;

Falso Norte: 0 m;

Falso Este: 0 m.

O sistema de equagdes que d4 as coordenadas projetivas x e y € dado por

x=p-sinf (15)
y=po—p-cost (16)

com



Rev. Bras. Cartogr, vol. 76, 2024 DOI: http://dx.doi.org/10.14393/rbcv76n0a-68982

p=R-(G-¢)
O=n-(1-20)
po = R(G — ¢o)
G = cosd +
cosp; —cosgy

T -

A7)
(18)
19)

(20)

21

Os pardmetros 6, p e pg relacionam x e y com as coordenadas geodésicas ¢ e A. Nessas equagdes se

informam as origens dos sistema projetivo, dados por ¢¢ (paralelo padrdo, ou primeiro paralelo padrio) e Ao,

bem como os paralelos de secéncia, ¢| e ¢, chamados pelo manual também de paralelos padrdo, que aqui

denominaram-se 2° e 3° paralelos padrio. R € o raio da esfera adotada, como j4 escrito, 6378137 m.

Deve ser ressaltado que os autores entendem nao caber uma discussao pormenorizada sobre como os

manuais sao traduzidos, ou ainda como determinadas equacdes sdo traduzidas, mas sim formalizar o fato de que

uma projecao cartografica s6 € bem definida quando sdo elencados os sistemas de equacdes, dados utilizados, e

sistemas de referéncia envolvidos. Também nao caberia num Unico trabalho apontar os prés e contras de outras
projecdes que poderiam ser testadas. Na segunda configuracio, simplesmente alterou-se latitude central da
projecdo (novamente: aqui, denominou-se primeiro paralelo padrdo) para -28°, mantendo-se as demais varidveis.

5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Associando a cada ponto latitude e longitude geodésicas, vinculadas ao GRS80, t€ém-se (Figura 2):

Figura 2 — Variograma e Covariancia Empirica para os dados amostrados.Coordenadas Geodésicas ¢ e A.

80 T T | | | I I
60
5 oo
= 40r |
:::h‘- e = il

20 ) b_’ _

: o—o—o=2 o2 | | i s
0 1 2 3 . : 6 | |
h ( 0 )
3 w1 04
o *\\ |—*— Cov. empirica
g 27 /S N\ _
5 / .
p— 1 I | | _
O ¥/% I
\\‘*-_--
0 1 1 1 | I I ‘*----*‘_ N
0 1 2 3 4 : ! ? |
h ( 0 )

Fonte: Os Autores (2023).

Transformando-se os mesmos pontos para o sistema projetivo cdnico, como descrito na se¢ao anterior,

com propriedades de equidistincia o resultado obtido é o da Figura 3.

Na Figura 3, fica observado o aumento no nimero de pontos no eixo x porque foi necessiria a

compatibilizac¢do de i, com h =0,5°, na primeira situagdo da Figura 2. Para isso, adotou-se a conhecida relacio
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S =r - 6, resultando em & =55 km na linha do equador, o que aumentou consideravelmente o nimero de pontos.
Evidencie-se a influéncia da modalidade nas distancias angulares e suas diferencas para as equivalentes planas.

Figura 3 — Variograma e Covariancia Empirica para os dados amostrados.Coordenadas Projetivas de um sistema Conico

Equivalente Equidistante na Configuragdo Padrio
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Fonte: Os Autores (2023).

Outra constatagao facil se faz alterando-se propriedades do mesmo sistema projetivo. Para o caso
proximo, alterou-se a latitude do paralelo padrao de ¢ = —30° para ¢ = —28°. Este resultado estd apresentado na
Figura 4.

Figura 4 — Variograma e Covariancia Empirica para os dados amostrados.Coordenadas Projetivas de um sistema Conico
Equivalente Equidistante.Latitude do paralelo padrdo alterada para ¢ = —28°
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Fonte: Os Autores (2023).
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Quando se analisa pontualmente as Figura 3 e Figura 4, € possivel observar, por exemplo,

Tabela 1 — Valores de Variograma e Covaridncia Empirica para Projecdo Conica Equidistante na configuracdo padrao

(¢ = —=30°) e com o primeiro paralelo padrdo deslocado (¢ = —28°).

h (m) Yo=—30(h) C(h) g=-30 Y¢=—28 C(h)p=—28
400000 17,6393 3556,3 17,6393 3556,3
600000 34,9289 1164,0 34,9289 1164,0

Fonte: Os Autore

s (2023).

Todavia, nas diferentes projecdes, a guisa de exemplo, as coordenadas ficam:

Tabela 2 — Coordenadas geodésicas e projetivas (Primeira configuracdo: latitude central: ¢ : —30° e segunda configuracado:

latitude central: ¢ : —28°) para o sistema cOnico equidistante.

¢ % X ¢:-30° (M) Y ¢p:—30° (M) X p:—28° (M) Y ¢:—28° (M)
-28°37°39,084" -56°19°33,511" -227300.271 150441.946 -227300.271 -72197.034
-28°37°39,084" -55°31°47,756" -149514.911 151770.360 -149514.911 -70868.620

Fonte: Os Autores (2023).

E mais explicita a diferenca quando se comparam as observacdes a partir de coordenadas curvilineas
(Figura 2) e coordenadas planas (Figura 4). Notadamente, a configuracdo da varidvel & apresentard diferentes
valores de classes, o que é resultado do somatdrio para cada uma delas, implicando em diferentes fungdes
covaridncia e/ou variograma. O ajustamento da funcio pelo MMQ mostra diferentes valores encontrados para os
coeficientes, conforme Figura 5:

Figura 5 — Ajuste do Variograma para coordenadas Geodésicas

T T T T T T T 73
60 * Distancia (°) x Fungéo Variograma g
- Ajuste da Fungéo Variograma (Coord. Geodésicas)

Fonte: Os Autores (2023).

A funcio adotada para o ajuste foi do Tipo exponencial y = a - ¢?*. Os valores encontrados foram
a =3,151 e b = 0,3895. A aderéncia apontou um R? = 0,9725. Esta fungdo € rotineiramente encontrada
nos trabalhos de Tsherning e utilizada nas Escolas para a Determinagao e uso do Geoide. A funcdo de ajuste
dessas fungdes ainda é tema aberto e sem consenso dentro das Ciéncias Geodésicas (RUFFHEAD, 1987, p. 87;
PEREIRA et al., 2011). Esta fung¢do foi ajustada com 16 pontos.

Para o ajuste do variograma encontrado em funcio das coordenadas projetivas, t€m-se, utilizando a
mesma fun¢do, com agora 81 pontos (Figura 6),
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Figura 6 — Ajuste do Variograma para coordenadas Projetivas

90 * Distancia (m) x Fung&o Variograma) B
—— Ajuste da Fungdo Variograma (Coordenadas Projetivas)

m?2

Fonte: Os Autores (2023).

que resultouem a = 3,434e b =3,8 - 107%. A aderéncia agora apontou R?=0,7953. A diferenca na
qualidadade do ajuste se deve provavelmente a diferenca no tamanho das observacdes do ajuste.

6 CONCLUSOES

Como cada aplicacdo demanda um sistema de referéncia com caracteristicas particulares, € dificil exigir
a adocdo de um especifico. Convém, para minimizar as eventuais confusdes, declarar todas as caracteristicas e
equacdes do sistema projetivo e de referéncia utilizados, a fim de que ndo restem dividas acerca dos resultados
alcancados. Sobretudo, sem as equagdes descritoras, fica dificil reproduzir o que foi obtido.

Posto que a métrica do sistema curvilineo e do sistema projetivo sao diferentes, € possivel constatar
que cuidado adicional deve ser tomado ao interpolar quantidades, ora no sistema curvilineo, ora no sistema
geodésico. Demonstrou-se que os variogramas e fungdo convaridncia resultam diferentes, o que gerard, por
6bvio diferentes valores interpolados. Estes fatos estdo indicados pelas Figura 5 e Figura 6 e pelos diferentes
coeficientes ajustados para as curvas.

Para a mesma projecdo cartografica - adotada aqui a projecao cOnica equidistante - encontraram-se
exatamente os mesmos variograma e func¢do covariancia para 400 e 600 km, quando variou-se somente a latitude
do primeiro paralelo padrdo (ou de origem) de -30° para -28°. Estes resultados estdo na Tabela 1. Embora de
propriedades idénticas, as coordenadas resultam mais de dez quildmetros distantes entre si, conforme alguns
pontos apontados na Tabela 2. Escolheu-se esta projecdo porque as distancias entre os pontos, em tese, teriam as
mesmas propriedades associadas a varidvel idependente £, aos variogramas e a fungdo covariancia.

Optou-se por ndo avaliar especificamente as propriedades conservadas desta proje¢ao, dado que a
equidistncia € mantida somente em algumas linhas especificas. Cabem novas anélises nesse sentido, variando,
por exemplo, somente a longitude central, ou modificando-se os segundo e terceiro paralelos padrao. Deve ser
lembrado que os SIGs escolhem estes pardmetros automaticamente, sem interferéncia do usudrio e que passam
usualmente despercebidos por aqueles que ndo t€m experiéncia no cdlculo de projecdes cartograficas.

Cddigos para verificacdo, teste e comparagdo foram disponibilizados juntamente com os trés grupos de
coordenadas utilizados neste trabalho. Os resultados referentes a interpolagdo devem ser avaliados num trabalho
préximo.

Contribuicao dos Autores

Rogers Ademir Drunn Pereira foi responsavel pelo desenvolvimento dos cédigos em Matlab. Carlito
Vieira de Moraes desenvolveu a andlise da VAR e da CE a partir das propriedades da esperanca, variancia e
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