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Resumo: Nos últimos anos, houve acidentes de grandes proporções devido ao rompimento de barragens no Brasil, o 

que motivou o aumento das pesquisas relacionadas à análise de deformações aplicadas ao monitoramento geodésico 

de estruturas. Na análise dos resultados obtidos, são consideradas as coordenadas isoladas dos pontos monitorados ou 

ainda resultantes posicionais para a verificação de possíveis deslocamentos, porém, devem ser consideradas também 

as covariâncias entre essas coordenadas. Entretanto, a negligência no uso das covariâncias das coordenadas dos pontos 

monitorados pode resultar tanto em falsos positivos quanto em falsos negativos em relação ao cenário real, isto é, 

multivariado. Desta forma, este trabalho apresenta exemplos simulados e com dados reais que demonstram a 

importância das covariâncias na análise de deformação aplicada ao monitoramento geodésico de estruturas. Os 

diversos exemplos analisados demonstraram a ocorrência tanto de falsos positivos quanto de falsos negativos do teste 

de congruência univariado em relação ao teste de congruência multivariado. Desta forma, visando a tomada de 

decisões, recomenda-se a aplicação da análise de deformação em um contexto multivariado. 

Palavras-chave: Análise de deformação. Monitoramento geodésico. Testes de congruência. Covariâncias. 

 

Abstract: In recent years, there were huge scale accidents due to dam failure in Brazil, which has motivated the 

increase in researches related to deformation analysis applied to geodetic monitoring. In displacements analysis, it´s 

considered isolated coordinates of the object points or the positional resultants of the points, but the covariance 

between the coordinates should be taken in account. However, don’t employ the coordinate’s covariances can result 

in both false positives and false negatives in relation to the more realistic scenario, that is, the multivariate case. In 

this way, this study presents simulated and real data examples that demonstrate the importance of covariances in the 

deformation analysis applied to geodetic monitoring. The examples analyzed demonstrate the occurrence of both false 

positives and false negatives of the univariate congruence test in relation to the multivariate congruence test. Thus, in 

order to make decisions in a more realistic scenario, it is recommended to apply deformation analysis in a multivariate 

context. 

Keywords: Deformation analysis. Geodetic monitoring. Congruence tests. Covariances.  

 

 
 

1 INTRODUÇÃO 
 

A análise de deformação consiste na detecção de deslocamentos sobre a superfície topográfica ou em 

estruturas artificiais, por meio da análise de posições em duas ou mais épocas de observação. Uma das 

aplicações da análise de deformação é o monitoramento de estruturas, servindo como um dos elementos 

necessários para a prevenção de acidentes, como os recentes casos de rompimentos de barragens no Brasil 
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(NEGRÃO et al., 2017). 

Uma das alternativas para a análise de deformação de estruturas naturais ou artificiais é por meio do 

monitoramento geodésico, utilizando, por exemplo, sistemas GNSS (Global Navigation Satellite System) 

(GULAL, 2013; TIWARI et al., 2018; DURDAG et al., 2018); estação-total (URBANČIČ et al., 2020; 

ZAMINPARDAZ et al., 2020) ou laser scanner terrestre (ANTOVA et al., 2015; HOLST; KUHLMANN, 

2016; JAAFAR et al., 2017). Neste contexto, têm-se diversos estudos recentes a nível nacional sobre o tema 

(MIRANDA; VEIGA, 2016; FERREIRA; CHAVES, 2017; SAMPAIO et al., 2019; GONÇALVES; VEIGA, 

2019; MEDEIROS et al, 2020; ALVES et al., 2020).  

Na análise dos resultados obtidos, diversas estratégias são aplicadas. Por exemplo, alguns estudos 

realizam a análise das coordenadas individuais dos pontos monitorados (GRANEMMAN et al. 2008; SUCI; 

FAGGION, 2012; SIGUEL et al. 2013; MIRANDA; VEIGA, 2016). Outros trabalhos analisam resultantes 

posicionais (horizontais ou tridimensionais), porém, desconsiderando as covariâncias entre as coordenadas dos 

pontos monitorados (LENARTOVICZ et al., 2014; ZONTA et al., 2014; FERREIRA; CHAVES, 2017; 

GONÇALVES; VEIGA, 2019; SAMPAIO et al., 2019; MEDEIROS et al., 2020; ALVES et al., 2020). Por 

fim, outros estudos realizam a análise do deslocamento resultante, considerando ainda as covariâncias entre as 

coordenadas dos pontos monitorados (AGUIRRE; GEMAEL, 2001; QUINTANILHA et al., 2013; CALDAS; 

CHAVES, 2014; CHAVES; SEGANTINE, 2014). 

Em âmbito internacional, também têm-se estudos que apresentam análises de coordenadas individuais 

ou resultantes posicionais desconsiderando as covariâncias entre as coordenadas (por exemplo, HOREMUZ; 

ANDERSSON, 2011; YAO et al., 2017; DURDAG et al., 2018; ŚWIĘTOŃ; OLENIACZ, 2020); bem como, 

estudos que consideram as covariâncias entre as coordenadas na análise do deslocamento (por exemplo, 

SACERDOTE et al., 2010; VELSINK, 2015; NOWEL, 2016; AYDIN, 2017). 

Neste contexto, o objetivo deste trabalho é apresentar uma revisão sobre a análise de deformação 

aplicada ao monitoramento geodésico de estruturas, enfatizando a importância das covariâncias das 

coordenadas dos pontos monitorados na análise dos resultados obtidos. Assim, este trabalho está estruturado 

da seguinte forma: a seção 2 apresenta uma revisão teórica sobre a análise de deformação e os testes de 

congruência; algumas considerações a respeito da influência das covariâncias em testes de deslocamentos 

univariado e multivariado são apresentadas na seção 3 por meio de exemplos simulados; a seção 4 descreve os 

experimentos em um estudo de caso real, relativo ao monitoramento geodésico da Usina Hidrelétrica 

Governador Jayme Canet Junior, localizada no estado do Paraná; a seção 5 apresenta os elipsoides de erros 

dos pontos monitorados na estrutura e o menor deslocamento detectável destes pelos testes univariado e 

multivariado em alguns cenários simulados, e finalmente, a seção 6 apresenta as conclusões deste artigo de 

revisão e as recomendações para trabalhos futuros. 

 

2 ANÁLISE DE DEFORMAÇÃO 
 

A possível ocorrência de deslocamentos de coordenadas tridimensionais (3D) obtidas em duas épocas 

distintas é analisada por meio de um teste estatístico multivariado, denominado teste de congruência (AYDIN, 

2012; SUCI; FAGGION, 2012). Para um ponto monitorado, o vetor de deslocamento “𝑑” corresponde as 

diferenças de coordenadas entre duas épocas 𝑖 e 𝑗: 

 

 

𝑑 = [

𝑋𝑗

𝑌𝑗

𝑍𝑗

] − [

𝑋𝑖

𝑌𝑖

𝑍𝑖

] = [
∆𝑋
∆𝑌
∆𝑍

]   (1) 

 

onde “𝑋𝑖, 𝑌𝑖  e 𝑍𝑖” são as coordenadas tridimensionais do ponto de interesse em uma época 𝑖 e “𝑋𝑗, 𝑌𝑗 e 𝑍𝑗” são 

as coordenadas tridimensionais do ponto de interesse em uma época 𝑗. 

Na hipótese nula de teste (𝐻0), assume-se que o módulo do deslocamento é estatisticamente nulo 

(insignificante); enquanto na hipótese alternativa (𝐻𝐴), assume-se que o módulo do deslocamento é 

estatisticamente significante, ou seja: 

 

 
H0: |𝑑| = 0 (2) 
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H𝐴: |𝑑| > 0 (3) 

 

O critério de teste é dado por: não rejeitar 𝐻0 se 𝑑𝑇𝛴
�⃑�
−1𝑑 ≤ 𝐾(𝛼,𝑑=3), onde “𝛴�⃑�” é a matriz de 

covariância de 𝑑 e “𝐾(𝛼,𝑑=3)” é o valor crítico na distribuição qui-quadrado, sendo “𝛼” o nível de significância 

do teste e “𝑑 = 3” a dimensão espacial do vetor de deslocamento 𝑑 (AYDIN, 2012). Pela propagação de 

covariâncias, a matriz de covariância dos elementos do vetor de deslocamento 𝛴�⃑� é dada por: 

 

 

Σ�⃑� = Σ(𝑖) + Σ(𝑗) = [

𝜎Δ𝑋
2 𝜎Δ𝑋,Δ𝑌 𝜎Δ𝑋,Δ𝑍

𝜎Δ𝑌,Δ𝑋 𝜎Δ𝑌
2 𝜎Δ𝑌,Δ𝑍

𝜎Δ𝑍,Δ𝑋 𝜎Δ𝑍,Δ𝑌 𝜎Δ𝑍
2

] (4) 

 

onde “Σ(𝑖)” é a matriz de covariância do ponto monitorado na época 𝑖 e “Σ(𝑗)” é a matriz de covariância do 

ponto monitorado na época 𝑗. A matriz de covariância dos elementos do vetor de deslocamento é simétrica, 

isto é, a covariância entre os elementos 𝑖 e 𝑗 é igual a covariância entre os elementos 𝑗 e 𝑖 (GEMAEL et al., 

2015). Se um ponto “𝑝” é medido com a mesma metodologia em ambas as épocas do monitoramento, pode-se 

considerar que: 𝛴(𝑖) = 𝛴(𝑗) = 𝛴𝑝 e, portanto: 𝛴�⃑� = 2 ∙ 𝛴𝑝, com 𝛴𝑝 = [

𝜎𝑋
2 𝜎𝑋,𝑌 𝜎𝑋,𝑍

𝜎𝑌,𝑋 𝜎𝑌
2 𝜎𝑌,𝑍

𝜎𝑍,𝑋 𝜎𝑍,𝑌 𝜎𝑍
2

]. 

Se apenas a coordenada 𝑥, 𝑦 ou 𝑧 do ponto é testada individualmente, o teste de congruência se torna 

univariado (1D), resultando em (para 𝑖 = 𝑋, 𝑌 ou 𝑍): 

 

 
H0: |𝛥𝑖| = 0 (5) 

 
H𝐴: |𝛥𝑖| > 0 (6) 

 

Neste caso univariado, o critério de teste é dado por: Não rejeitar 𝐻0 se 
𝛥𝑖2

𝜎𝛥𝑖
2 ≤ 𝐾(𝛼,𝑑=1), onde “𝜎𝛥𝑖

2 ” 

corresponde a variância do deslocamento na respectiva coordenada. Quanto aos valores críticos de teste, estes 

podem ser obtidos consultando valores pré-tabelados na distribuição “qui-quadrado” (“𝜒²”). Por exemplo, se 

𝛼 = 0,05 (5%): 𝐾(𝛼=0,05,𝑑=3) = 7,81 e 𝐾(𝛼=0,05,𝑑=1) = 3,84. 

 

3 ALGUMAS CONSIDERAÇÕES SOBRE A ANÁLISE DE DEFORMAÇÃO 
 

Se as covariâncias entre as coordenadas são nulas, têm-se 𝑑𝑇𝛴
�⃑�
−1𝑑 =

𝛥𝑋2

𝜎𝛥𝑋
2 +

𝛥𝑌2

𝜎𝛥𝑌
2 +

𝛥𝑍2

𝜎𝛥𝑍
2 . Isso implica 

em duas considerações: se o deslocamento é apenas em uma coordenada isolada (eixo 𝑥, 𝑦 ou 𝑧) 𝑖: 𝑑𝑇𝛴
�⃑�
−1𝑑 =

𝛥𝑖2

𝜎𝛥𝑖
2 , mas, o valor crítico para a estatística do teste multivariado (𝑑𝑇𝛴

�⃑�
−1𝑑) é maior do que o valor crítico para a 

estatística do teste univariado (
Δi2

σΔi
2 ), para um mesmo nível de significância 𝛼. Portanto, neste caso, é mais difícil 

detectar o deslocamento no teste multivariado em relação ao teste univariado. Entretanto, se o deslocamento 

ocorre em duas ou mais coordenadas, o mesmo pode ser detectado pelo teste multivariado, mas pode não ser 

detectado pelos testes univariados individuais, pois, em geral: 𝐾(𝛼,𝑑=3) < 3 ∙ 𝐾(𝛼,𝑑=1) e 𝐾(𝛼,𝑑=2) < 2 ∙

𝐾(𝛼,𝑑=1)  (Figura 1). 

Naturalmente, quanto maiores as covariâncias (e, portanto, as correlações) entre as coordenadas do 

ponto monitorado, maiores serão as diferenças entre os testes multivariado e univariado. Neste caso, 

considerando a natureza dos erros aleatórios das coordenadas em uma distribuição multivariada, o teste 

univariado pode apresentar tanto falsos positivos quanto falsos negativos em relação ao teste multivariado. 
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Por exemplo, considere que as variâncias das coordenadas de um ponto em uma época de observação 

são dadas por 𝜎𝑋
2 = 𝜎𝑌

2 = 𝜎𝑍
2 = 1 e os coeficientes de correlação entre estas são dados por 𝛾𝑋,𝑌 = 𝛾𝑋,𝑍 =

𝛾𝑌,𝑍 = 0,8, resultando nas seguintes covariâncias: 𝜎𝑋,𝑌 = 𝜎𝑋,𝑍 = 𝜎𝑌,𝑍 = 0,8 (note que neste exemplo genérico, 

não importa a unidade de medida). Se houver diferença nas coordenadas entre duas épocas, por exemplo: 𝛥𝑋 =

𝛥𝑌 = 𝛥𝑍 = 3, resulta em 𝑑𝑇𝛴
�⃑�
−1𝑑 = 5,19 < 7,84 e 

𝛥𝑋2

𝜎𝛥𝑋
2 =

𝛥𝑌2

𝜎𝛥𝑌
2 =

𝛥𝑍2

𝜎𝛥𝑍
2 = 4,5 > 3,84. 

 

Figura 1 - Valor crítico na distribuição 𝝌² em função do nível de significância e graus de liberdade (d) do teste. 

 
Fonte: Os autores (2021). 

 

Portanto, o teste multivariado não considera o deslocamento do ponto entre as duas épocas 

estatisticamente significativo, ao nível de significância de 0,05 (5%); mas o teste univariado considera o 

deslocamento de cada coordenada isolada (𝑥, 𝑦 ou 𝑧) estatisticamente significativo, ao mesmo nível de 

significância. Nesse contexto, houveram “falsos positivos” nos testes univariados em relação ao teste 

multivariado, devido a negligência das covariâncias das coordenadas. 

Considere agora que as diferenças nas coordenadas entre duas épocas são 𝛥𝑋 = 𝛥𝑍 = 1,5 e 𝛥𝑌 =

−1,5 (ou seja, iguais em magnitude, porém o sinal de 𝛥𝑌 é negativo). Note que essas diferenças são duas vezes 

menores do que no caso anterior, onde 𝛥𝑋 = 𝛥𝑌 = 𝛥𝑍 = 3. Aplicando novamente o teste de congruência, 

resulta em 𝑑𝑇Σ
�⃑�
−1𝑑 = 15,14 > 7,84 e 

𝛥𝑋2

𝜎𝛥𝑋
2 =

𝛥𝑌2

𝜎𝛥𝑌
2 =

𝛥𝑍2

𝜎𝛥𝑍
2 = 1,13 < 3,84.  

Portanto, o teste multivariado considera o deslocamento do ponto entre as duas épocas estatisticamente 

significativo, ao nível de significância de 0,05 (5%); enquanto o teste univariado não considera o deslocamento 

de cada coordenada individual estatisticamente significativo, ao mesmo nível de significância. Isso ocorreu 

por causa das covariâncias positivas entre as coordenadas 𝑋, 𝑌, 𝑍, enquanto as diferenças entre as duas épocas 

foram positivas em 𝑋 e 𝑍, mas negativa em 𝑌. 

Desta forma, enquanto o teste univariado considera apenas a magnitude das diferenças, o teste 

multivariado considera ainda o sentido dessas diferenças, detectando, nesse exemplo, deslocamentos apenas 

1,5 vezes maiores do que os respectivos desvios-padrões das coordenadas. 

A Figura 2 ilustra de forma gráfica essas relações para um exemplo genérico de deslocamentos 

bidimensionais. Note que neste caso, devido a correlação existente entre as coordenadas 𝑋 e 𝑌, a região de 

aceitação da hipótese nula no teste multivariado será uma elipse; enquanto para o teste univariado, a região de 

aceitação será limitada por barras verticais em 𝑋 e por barras horizontais em 𝑌. 

Analisando a Figura 2, para o caso situado no primeiro quadrante (𝛥𝑋 e 𝛥𝑌 positivos), o deslocamento 

não é detectado no teste multivariado, pois está dentro da elipse de aceitação da hipótese nula, e também não 

é detectado em ambos os testes univariados, pois está dentro das linhas de aceitação para 𝛥𝑋 (em verde) e para 

𝛥𝑌 (em vermelho). De forma similar, para o caso situado no segundo quadrante (𝛥𝑋 positivo e 𝛥𝑌 negativo), 

o deslocamento é detectado no teste multivariado, pois está fora da elipse de aceitação, e também é detectado 

em ambos os testes univariados, pois está fora das linhas de aceitação para 𝛥𝑋 (em verde) e para 𝛥𝑌 (em 

vermelho). 

Entretanto, para o caso situado no terceiro quadrante (𝛥𝑋 e 𝛥𝑌 negativos), o deslocamento não é 

detectado no teste multivariado e no teste univariado para 𝛥𝑌, porém, é detectado no teste univariado para 𝛥𝑋. 

Por fim, para o caso situado no quarto quadrante (𝛥𝑋 negativo e 𝛥𝑌 positivo), o deslocamento é detectado no 
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teste multivariado, mas não é detectado em ambos os testes univariados. 

Note ainda que a magnitude resultante dos deslocamentos situados no primeiro e no terceiro 

quadrante são praticamente as mesmas, entretanto, o caso situado no primeiro quadrante está dentro da região 

de aceitação da hipótese nula do teste multivariado; enquanto o caso situado no terceiro quadrante seria 

considerado um deslocamento estatisticamente significativo. Portanto, esse exemplo simulado também mostra 

a importância de se analisar tanto a magnitude quanto o sentido (sinal) dos deslocamentos, ao invés de se 

analisar somente a resultante posicional em módulo, que neste caso é praticamente igual em ambos os casos.  

Desta forma, considerando a natureza aleatória dos erros posicionais dos pontos monitorados em um 

contexto mais realista, recomenda-se a aplicação do teste de congruência multivariado ao invés de análises que 

consideram cada coordenada isoladamente ou ainda resultantes posicionais em módulo. 

 

Figura 2 – Exemplo genérico das regiões de aceitação dos testes multivariado e univariado em duas dimensões. 

 
Fonte: Os autores (2021). 

 

4 EXPERIMENTOS COM DADOS REAIS 
 

Para demonstrar a aplicação prática dos conceitos apresentados, um exemplo com dados reais será 

analisado. As coordenadas dos pontos de controle (ponto de estação e vértice de ré) e dos pontos monitorados 

foram obtidas em Jerke (2019). A análise foi desenvolvida de acordo com o processo representado na Figura 

3. Sobre a etapa de propagação de erros, o formulário aplicado considerou o caso da irradiação tridimensional, 

podendo ser obtido, por exemplo, em Sampaio et al. (2019). 

 

4.1 Área de estudo 
 

A Usina Hidrelétrica Governador Jayme Canet Junior (UHE GJC), anteriormente denominada Usina 

Hidrelétrica Mauá, construída no rio Tibagi, encontra-se entre os municípios de Telêmaco Borba e Ortigueira 

(Figura 4). A UHE GJC é de responsabilidade do Consórcio Energético Cruzeiro do Sul, tem potência instalada 

de 363 MW e iniciou sua operação comercial em novembro de 2012. Sua energia é capaz de suprir o consumo 

de aproximadamente 1 milhão de pessoas (CONSÓRCIO ENERGÉTICO CRUZEIRO DO SUL, 2019). 

Para o monitoramento geodésico, foi estabelecido um referencial cartesiano local, como mostra a 

Figura 5, para facilitar a interpretação das coordenadas dos pontos monitorados, com um eixo no sentido 

longitudinal da estrutura com orientação positiva na direção da margem direita (eixo X), o eixo perpendicular 

a este e orientação positiva no sentido do fluxo do rio (montante para jusante, eixo Y) e o eixo Z completando 

o terno do sistema dextrogiro. (CRUZ, 2015). Mais detalhes sobre o sistema de barragem e as transformações 

envolvidas podem ser obtidos em Cruz (2015) ou Jerke (2019). 
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Figura 3 - Fluxograma do desenvolvimento da pesquisa. 

 
Fonte: Os autores (2021). 

 

Figura 4 - Localização da UHE Governador Jayme Canet Junior no Estado do Paraná. 

 
Fonte: Os autores (2021). 
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Figura 5 - Sistema de coordenadas local da barragem. 

 
Fonte: Adaptada de Cruz (2015). 

 

4.2 Descrição do monitoramento geodésico 
 

Entre os pontos de referência ou controle para o monitoramento da UHE GJC, têm-se dois pilares 

geodésicos a montante, denominados de PG01 e PG02 e um pilar à jusante, denominado PG03 (Figura 6). Suas 

posições são materializadas por meio de pilares de concreto com dispositivo de centragem forçada e suas 

coordenadas determinadas por meio de levantamento GNSS e ajustamento realizado aplicando-se o método 

paramétrico (CRUZ, 2015). Somente o ponto PG03 tem visibilidade a todos os prismas a jusante da barragem. 

 

Figura 6 – Pontos de referência do monitoramento geodésico. 

 
Fonte: Adaptada de Jerke (2019). 

 

Os principais equipamentos utilizados na determinação das coordenadas tridimensionais em Jerke 

(2019) foram 2 receptores GNSS GS15 Leica de dupla frequência com precisão horizontal de ±(3 mm + 0,1 

ppm) e precisão vertical de ±(3,5 mm + 0,4 ppm); 1 estação-total robotizada TS15 Leica com precisão nominal 

angular de ±1” e precisão nominal linear de ±(1 mm + 1,5 ppm); 62 prismas circulares GPR112; bases 
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nivelantes e adaptadores para os equipamentos de medição. 

Segundo Jerke (2019), com os receptores GNSS foi possível determinar os pontos de referência PG01, 

PG02 e PG03 em um sistema cartesiano geocêntrico (em SIRGAS2000) e posteriormente obter as suas 

coordenadas no sistema de coordenadas local da barragem. Os demais equipamentos foram utilizados na 

determinação das coordenadas dos prismas no corpo a jusante da barragem. O ponto 13 não foi possível 

determinar por conter obstáculos na direção de visada entre o prisma e a estação-total, portanto, serão 

considerados um total de 61 pontos na estrutura. A Figura 7 mostra a localização dos prismas no corpo da 

barragem a jusante. 

 

Figura 7 - Localização dos prismas nos pontos a jusante da barragem. 

 
Fonte: Cruz (2014). 

 

5 APRESENTAÇÃO DOS RESULTADOS 
 

A seguir será apresentada a análise dos resultados de acordo com a matriz de covariância de cada ponto 

monitorado, considerando a simples irradiação dos pontos a jusante (estação em PG03 com ré no PG02) e uma 

série de leituras conjugadas na posição direta e inversa do instrumento. Em sua pesquisa, Jerke (2019) executou 

oito séries de leituras em cada ponto.  

Em função da precisão nominal da estação-total e das coordenadas do ponto de estação e dos pontos 

monitorados, determinadas em Jerke (2019), se obtém a matriz de covariância das observações (Σ) e a matriz 

das derivadas parciais das equações da irradiação tridimensional em relação as observações (𝐴). Em função 

dessas matrizes, a matriz de covariância das coordenadas de cada ponto monitorado em uma época de 

observação é dada por: Σ𝑝 = 𝐴 Σ 𝐴𝑇. Para mais detalhes sobre o monitoramento geodésico pela irradiação 

tridimensional com estação-total, sugere-se Sampaio et al. (2019). Para mais detalhes sobre a propagação de 

covariâncias, sugere-se Gemael et al. (2015). 

 

5.1 Elipsoides de erros 
 

Os elipsoides de erros de cada ponto monitorado foram obtidos por meio das componentes principais 

da respectiva matriz de covariância (Σ𝑝), conforme descrito em Gemael et al. (2015). A Figura 8 apresenta a 

configuração dos elipsoides de erros de um conjunto de pontos a jusante (1, 12, 20, 35, 51 e 62), espacialmente 

distribuídos ao longo da estrutura da barragem. 

Analisando a Figura 8, nota-se que tanto a forma (achatamento) quanto a orientação dos elipsoides 

varia consideravelmente ao longo da estrutura, em função da posição de cada ponto monitorado em relação ao 

ponto de estação (PG03). Como os elipsoides de erros são obtidos em função da matriz de covariância de cada 

ponto, a Figura 8 ilustra de forma gráfica o efeito que as covariâncias entre as coordenadas 3D de um ponto 

exercem sobre a sua precisão posicional. 

Por exemplo, o ponto 35 apresenta um elipsoide relativamente próximo de uma esfera (menores 

covariâncias); enquanto os pontos 1 e 62 apresentam elipsoides achatados e rotacionados em relação aos eixos 

do sistema da barragem (maiores covariâncias). A matriz de covariância das observações (Σ) é obtida em 

função da precisão nominal do instrumento e da metodologia de levantamento (nesse caso, irradiação 

tridimensional). Para obter os elementos da matriz 𝐴, são necessárias apenas as coordenadas iniciais (ou 
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coordenadas de referência) dos pontos de controle e da estrutura. Desta forma, este tipo de análise dos 

elipsoides de erros pode ser utilizada, por exemplo, na etapa de pré-análise ou planejamento do monitoramento 

geodésico (KLEIN et al., 2019). Entretanto, para a verificação do deslocamento, naturalmente, se faz 

necessária a coleta dos dados em duas ou mais épocas de observação. 

 

Figura 8 – Elipsoides de erro dos pontos 1, 12, 20, 35, 51 e 62. 

 
Fonte: Os autores (2021). 

 

5.2 Menor deslocamento detectável 
 

Visando verificar a influência das covariâncias entre as coordenadas de cada ponto monitorado, a 

Tabela 1 apresenta o menor deslocamento detectável na direção perpendicular a estrutura (relativa ao eixo 𝑌), 

para o teste de congruência multivariado (3D) e para o teste de congruência univariado (1D), ao nível de 

significância de 5% em ambos os casos. Estes valores foram obtidos considerando a matriz de covariância do 

vetor deslocamento em cada ponto a ser observado em duas épocas (𝛴�⃑� = 2 ∙ 𝛴𝑝) e o respectivo valor crítico 

para cada teste: 𝐾(𝛼=0,05,𝑑=3) = 7,81 e 𝐾(𝛼=0,05,𝑑=1) = 3,84. 

Desta forma, foram obtidos os menores deslocamentos detectáveis para cada teste ao nível do décimo 

do milímetro, ou seja, os valores de deslocamento na direção 𝑌 que resultam em uma estatística de teste maior 

do que o valor crítico correspondente. Para o teste multivariado, os deslocamentos simulados foram nulos em 

𝑋 e 𝑍. 

Analisando a Tabela 1 e as Figuras 5 e 7, nota-se que somente para os pontos mais afastados do ponto 

de estação (PG03), o deslocamento detectável é maior para o teste univariado em relação ao teste multivariado 

(pontos 1, 2, 4, 5 e 6). Para todos os demais pontos, o deslocamento detectável é menor no teste univariado, o 

que pode resultar em falsos positivos em relação ao teste multivariado, em função da negligência das 

covariâncias das coordenadas destes pontos no teste 1D. Analisando a Tabela 1 e a Figura 8, nota-se ainda que 

a diferença entre o menor deslocamento detectável pelos testes multivariado e univariado é menor para o ponto 

35 (menores covariâncias) e maior para os pontos 1 e 62 (maiores covariâncias), conforme descrito 

anteriormente. 
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Tabela 1 - Menor deslocamento detectável de cada ponto monitorado na direção perpendicular a estrutura.  

Ponto 
Menor deslocamento detectável (mm) 

Ponto 
Menor deslocamento detectável (mm) 

Teste 3D Teste 1D Teste 3D Teste 1D 

1 6,9 8,1 32 5,1 4,9 

2 5,5 5,6 33 5,1 4,9 

3 4,8 4,4 34 5,1 4,9 

4 6,5 7,4 35 5,1 4,9 

5 6,5 7,4 36 3,5 2,5 

6 5,8 6,3 37 3,4 2,5 

7 5,2 5,1 38 3,5 2,5 

8 3,7 2,9 39 3,4 2,5 

9 3,5 2,6 40 3,4 2,5 

10 3,4 2,5 41 3,4 2,4 

11 3,3 2,5 42 3,4 2,4 

12 3,3 2,7 43 3,4 2,4 

13 Sem visibilidade 44 3,0 3,4 

14 3,2 2,9 45 3,3 2,4 

15 3,2 3,2 46 3,3 2,4 

16 3,2 2,5 47 3,3 2,4 

17 3,3 2,4 48 3,3 2,4 

18 5,1 4,9 49 3,3 2,3 

19 5,1 4,9 50 3,4 2,4 

20 5,1 4,9 51 3,3 2,4 

21 5,1 4,9 52 3,3 2,4 

22 5,0 4,9 53 3,3 2,4 

23 5,1 4,9 54 3,3 2,4 

24 5,1 4,9 55 3,2 2,3 

25 5,1 4,9 56 3,3 2,3 

26 5,1 4,9 57 3,2 2,3 

27 5,1 4,9 58 3,2 2,3 

28 5,1 4,9 59 3,2 2,3 

29 5,1 4,9 60 3,2 2,3 

30 5,1 4,9 61 3,1 2,2 

31 5,1 4,9 62 3,1 2,2 

Fonte: Os autores (2021). 

 

Por fim, visando apresentar as diferenças entre o teste multivariado e o teste univariado em um cenário 

onde o deslocamento ocorre em múltiplas direções, a Tabela 2 apresenta o menor deslocamento detectável 

para o teste de congruência multivariado (3D) e para o teste de congruência univariado (1D), ao nível de 

significância de 5% em ambos os casos.  

Para o teste multivariado, considerou-se um deslocamento positivo na direção 𝑌 e um deslocamento 

de mesma magnitude, porém com sinal negativo, na direção 𝑍, ou seja, foi simulado um movimento de avanço 

da estrutura no sentido do fluxo do rio e recalque da estrutura na direção vertical da mesma. Neste caso, o 

deslocamento simulado foi nulo na direção do eixo 𝑋. 

Para o teste univariado, se considerou novamente um deslocamento somente na direção perpendicular 

da estrutura, isto é, foi analisado o teste univariado somente para a direção 𝑌. 

Analisando a Tabela 2 e as Figuras 5 e 7, nota-se que para os pontos mais afastados do ponto de estação 

(PG03), o deslocamento detectável é maior para o teste univariado em relação ao teste multivariado (pontos 1 

ao 7 e 18 ao 35), bem como para dois dos pontos mais próximos ao ponto de estação (pontos 14 e 15). Nestes 

casos, pode ocorrer falsos negativos do teste univariado em relação ao teste multivariado, uma vez que o 

deslocamento detectável é maior no teste univariado.  Para todos os demais pontos, o deslocamento detectável 

é menor no teste univariado, o que pode resultar em falsos positivos em relação ao teste multivariado, em 

função da negligência das covariâncias das coordenadas destes pontos no teste 1D. 

Desta forma, estes exemplos em um cenário real demonstram novamente a importância das 

covariâncias na análise de deformação, em função da possível ocorrência de falsos positivos ou de falsos 

negativos do teste univariado em relação ao teste multivariado. Ressalta-se que ambos os testes podem 

apresentar tanto falsos positivos quanto falsos negativos, entretanto, o teste multivariado em geral conduz a 

resultados mais realistas, uma vez que considera a matriz de covariância completa de cada ponto monitorado. 
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Tabela 2 – Menor deslocamento detectável simulando o caso de deslocamentos em duas direções (𝑦 e 𝑧). 

Ponto 
Menor deslocamento detectável (mm) 

Ponto 
Menor deslocamento detectável (mm) 

Teste 3D Teste 1D Teste 3D Teste 1D 

1 5,6 8,1 32 4,6 4,9 

2 4,6 5,7 33 4,6 4,9 

3 4,0 4,4 34 4,6 4,9 

4 5,4 7,4 35 4,6 4,9 

5 5,4 7,4 36 3,0 2,5 

6 4,9 6,3 37 3,0 2,5 

7 4,4 5,1 38 3,0 2,5 

8 3,2 2,9 39 3,0 2,5 

9 3,0 2,5 40 3,0 2,5 

10 2,9 2,5 41 3,0 2,4 

11 2,9 2,5 42 3,0 2,4 

12 2,8 2,7 43 3,0 2,4 

13 Sem visibilidade 44 3,0 2,4 

14 2,8 2,9 45 3,0 2,4 

15 2,8 3,2 46 3,0 2,4 

16 2,8 2,5 47 3,0 2,4 

17 2,9 2,4 48 3,0 2,4 

18 4,2 4,9 49 2,9 2,3 

19 4,3 4,9 50 2,9 2,4 

20 4,3 4,9 51 2,9 2,4 

21 4,4 4,9 52 2,9 2,4 

22 4,3 4,9 53 2,9 2,4 

23 4,3 4,9 54 2,9 2,4 

24 4,4 4,9 55 2,9 2,3 

25 4,4 4,9 56 2,9 2,3 

26 4,4 4,9 57 2,9 2,3 

27 4,4 4,9 58 2,9 2,3 

28 4,5 4,9 59 2,9 2,3 

29 4,5 4,9 60 2,9 2,3 

30 4,5 4,9 61 2,9 2,2 

31 4,5 4,9 62 2,9 2,2 

Fonte: Os autores (2021). 

 

Por fim, sobre o número de séries de leituras conjugadas, ressalta-se que o aumento de séries de leituras 

reduz o volume (tamanho) dos elipsoides de erros, entretanto, não altera a sua forma (achatamento) nem 

orientação, pois toda a matriz de covariância das observações é multiplicada por um mesmo escalar, 

preservando assim as covariâncias das coordenadas dos pontos monitorados. Desta forma, um maior número 

de observações repetidas reduz o menor deslocamento detectável, mas não altera as conclusões obtidas para as 

comparações relativas entre os testes univariado e multivariado. Para alterar as covariâncias, seria necessário, 

por exemplo, um segundo ponto de estação, resultando em uma nova configuração para a matriz de covariância 

dos pontos monitorados. Esse tipo de discussão realça ainda mais o papel da análise de covariância no 

monitoramento geodésico, bem como, a sua aplicação na etapa de planejamento ou pré-análise do mesmo. 

 

6 CONCLUSÕES  
 

Este trabalho apresentou, por meio de exemplos simulados e com dados reais, a importância das 

covariâncias das coordenadas de pontos monitorados na análise de deformação (deslocamento). Com base nos 

resultados obtidos, conclui-se que o teste de congruência univariado, isto é, negligenciando as covariâncias 

entre as coordenadas de cada ponto, pode apresentar tanto falsos positivos quanto falsos negativos em relação 

ao teste de congruência multivariado, isto é, considerando as covariâncias entre as coordenadas de cada ponto. 

Ressalta-se que ambos os testes estatísticos, por possuírem níveis de probabilidade associados, podem 

apresentar tanto falsos positivos quanto falsos negativos. Entretanto, o teste de congruência multivariado em 

geral conduz a resultados mais realistas, pois considera as covariâncias existentes entre as coordenadas de cada 

ponto monitorado. Portanto, a principal recomendação é que o monitoramento geodésico de estruturas seja 

analisado em um contexto multivariado, ao invés de se analisar deslocamentos em coordenadas isoladas ou 

resultantes posicionais em módulo. 
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Além disso, a configuração dos elipsoides de erros pode ser analisada na etapa de pré-análise ou 

planejamento do monitoramento geodésico, visando a otimização do mesmo. Por exemplo, um aumento da 

série de leituras reduz o volume dos elipsoides de erros e consequentemente o menor deslocamento detectável, 

mas não altera a forma (achatamento) nem a orientação dos elipsoides de erros. Para isto, seria necessário, por 

exemplo, mais pontos de estação, alterando assim a configuração geométrica do monitoramento geodésico, e, 

consequentemente, a estrutura da matriz de covariância dos pontos monitorados, sendo este um tema de 

pesquisa para trabalhos futuros. 

Além disso, sugere-se investigar as correlações entre as coordenadas de diferentes pontos monitorados, 

isto é, um teste de congruência para múltiplos pontos de forma conjunta, bem como, os resultados obtidos para 

diferentes níveis de significância além do valor adotado neste trabalho (𝛼 = 0,05 ou 5%). Por fim, recomenda-

se analisar o efeito de mais de uma série de leituras nos menores deslocamentos detectáveis. 
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