Ajustamento de uma Rede Gravimétrica pele Meétodo das
Aproximacoes Sucessivas
com Determinacdo Simultanea do Fator de
Correcdo de Escola do Gravimetro

Apresentag¢ao

Este trabalho apresenta um método de ajus-
tamento de Rede Gravimétrica por aproximagoes
sucessivas. Sao determinados os valores da gra-
vidade em 27 (vinte e sete) pontos, envolvendo a
compensacao de 68 (sessenta e oito) intervalos de
gravidade observados. Como referéncia foram
utilizados os valores de gravidade em 23 (vinte e
trés) estacoes periencentes a Rede Gravimétrica
Fundamental (RGF) ou a International Gravity
Standardization Net 1971 (IGSN-71) comuns a
Rede a determinar.

Os resultados obtidos sao comparados com
0s decorrentes da aplicacao do método dos mini-
mos quadrados, apresentando-se coincidentes a
menos do u Gal, na décima iteragao. Simultanea-
mente com os valores de gravidade ¢ estabelecida
a convergéencia do fator de correcao de escala, cuja
discrepancia final, em relacao ao M.M.Q., é da
ordem de 10-6. Os calculos foram executados com
0 auxilio de uma calculadora do tipo HP-97.

| — Introducao

A precisao é um fator de grande importancia
em qualquer trabalho. Para atingi-la em maior ou
menor grau € indispensavel um planejamento ade-
guado. Nos levantamentos gravimétricos, a deriva
instrumental & o acimulo de erros no transporte
dos valores de gravidade entre varios pontos tor-
nam necessario um controle de qualidade, normal-
mente feito por intermédio de uma Rede Gravimé-
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trica de referéncia de grau de precisao _maior, a
qual sao vinculadas as observagdes. E, entao,
necessaria a compensagao destas observagoes, de
modo a ajusta-las a Rede de referéncia, avalian-
co-se a sua consisténcia em funcao do erro médio
quadratico dos valores mais provaveis obtidos.

Na maioria das vezes, € conveniente que os
valores de gravidade nas estacoes da Rede de refe-
réncia nao sofram corregoes no ajustamento. Nes-
te caso, € empregado o tradicional método dos
minimos quadrados aplicado as equagtes de
observagoes, métodos dos parametros. Entretan-
to, embora seja o método mais exato, sua utili-
zagao conduz sempre a resolugao de um sistema
de equacgoes lineares, cujas dimensoes tendem a
crescer com o nimero de pontos a ajustar, impli-
cando na utilizacao de computadores de grande
porte. Nem sempre a exatidao necessaria exige a
aplicacao de tal método, podendo-se, entao recor-
rer ao processo iterativo, que apesar de sua simpli-
cidade, conduz aos mesmos resultados.

O objetivo deste trabalho pela apresentagao
de um método de ajustamento por aproximagoes
sucessivas que, aplicado a Rede Gravimétrica do
Observatdrio Nacional implantada segundo orien-
tacao do Dr. Lélio I. Gama, conseguiu ajusta-la a
Rede Gravimétrica Fundamental (RGF) em fase de
implantacao (1,2). O método estabelece a conver-
géncia dos valores de gravidade nas estagées da
Rede, simultaneamente com fator de corregao da
diferenca entre a escala da RGF e a do gravime-
tro utilizado.
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I| — Apreseniacio do Método

k‘,. e _,__g“-“'_
A diferenga enire a escala da RHede de refe-
réncia e a do gravimetro utilizado nos levantamen-
tos provoca uma incompatibilidade entre os dois
sistemas, de tal forma, que pode gerar erros da
ordem de 1:2500 entre os intervalos de gravidade.
Por ser um erro sistematico, seu efeito deve ser
corrigido de medo a nao prejudicar a analise da
fqualidade das observacoes, feita a partir do erro
medio guadratico dos vaiores mais provaveis, que
& uma fungao definida pelos eiros ocidentais. Esta
correcao pode ser feita antes do ajustamento,
quando se conhece “a priori” o fator de correcao
de esuala, ou simulianeamente com o ajustamen-
to, onde o fator & inserido com incégnita. No
primeiro caso, estao incluidos os métodos de ajus-
tamento aplicados as equagdes de condigcdo de
fechamento dos circuitos da Rede. Classificam-se
entre estes o método dos correlatos, segundo o
principio dos minimos quadrados, ¢ aiguns méto-
dos iterativos usuais. No segundo caso, pode-se
citar o método dos parametros, segundo o prin-
cipio dos minimos guadrados (3,4,5,8,7,8). O Mé-
todo que sera analisado neste trabalho é também
paramétrico; todavia a sua resolugao & feita por
meio de sucessivas aproximacoes, onde conver-
gem, simultaneamente, o fator de correcao de
escala e os valores de gravidade nas estagoes da
Rede. Trata-se de um dispositivo simples e pra-
tico, onde vac sendo determinados os valores de
nos pontos da Rede por médias simples, a partir
das estagoes de referéncia.

No processo, o valor de g para cada ponto &
obtido em fungao de todos os que a ele se ligam,
passando em seguida a condigao de determinante
destes. A compensac¢ao estard terminada quando
em duas aproximagoes sucessivas as médias fo-
rem confirmadas. O numero de iteragcoes depende-
ra do grau de precisao dos intervalos de gravidade.

As equagdes de observagao sdo do tipo:

0
. = q. + o
g; = 9 * gy,
onde, g% & o valor da gravidade preliminar no
ponto a determinar; gj € o valor da gravidade no

ponto determinante; k & o fator de corregdo de
escala (inicialmente considerado igual a1); Agjj é
a diferenca de g observada entre os pontos deter—
minantes e a determinar.

O valor da gravidade no ponto a determinar
(gi) € obtido pela média aritmética dos g0j. Assim,

o]

e Ig.

g'.-:.__.-.._i—.—-
J m

onde m representa

nantes.
Substituindo em (1) g% por gj & k pelo fator de

escala individual para o intervalo (kjj), temos:

> nimerc de pontos determi-

i\g’i i

Portanto, todas as vezes que um ponto for
tomado como determinante dara origem a um kjj.
Ao final da iterag@o o conjunto dos kij, por sua vez,
gerara um novo valor de k que sera utliizado na ite-
racao seguinte. Isto é feito pela equacao

Fz Ag
; I 9 i |
Z lﬂgij'
onde k é a média aritmética ponderada dos kjj,
tomando como pesos os valores absolutos dos
intervalos de gravidade, visto que espera-se que k
seja melhor determinado quanto maior for 0 Agjs.
Quando o intervalo de gravidade consmierado
estiver entre duas estacoes mcogmtas dara ori-
gem a um kjj e outro kjj, devido 2 permutagao na
condicao de ponto determinante e determinado. A
diferenca enire estes fatores de escala reciprocos
diminuira, na proporgao do numero de iteragoes,
até se tornar desprezivel Portanto a quantidade (q)
de kjj sera lgual ao numero total de intervalos,
acrescido do niimero de intervalos entre estagoes
incagnitas.
O desvio padrao do fator de escala (k) em rela-
cao 4 unidade de peso é dado pela férmula:

- 2 5
: =/z [lz&.j. k) MQUI
1

1

q -
ou, substituindo k pela sua expressao (4).
(Z k;log, )
Iﬂ giei] =t ]
of o L Z AQ,, |
q = 1

que é uma equagao mais apropriada para o céalculo
em pequenas calculadoras.

O calculo do desvio padrao para um determi-
nado Kjj € entao obtido pela equagao

A
Uh' =

4 Slag,l
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E o desvio padrao de k & calculado pela
farmuia

O = 4

R v’Zl&gi.[

4]

Pelo emprego das equacdes de observacgao (1)
pode-se determinar, em fungao dos valores ajusta-
dos de g e k, o residuo para cada intervale de gra-
vidade medido. Assim,

(consultar | 6 |)

.. =q.- g, - RAg. -
Uf(.j 'gj QL gx.j
o erro médio quadréatico E, dos valores mais
provaveis de g €, entao, expresso por

: ¥ oo,
S S

0= 4

onde r € o numero de estagoes a determinar e n o
nimero de intervalos de gravidade.

O estabelecimento do limite dentro do qual os
valores ajustados de duas iteracoes seguidas
serao considerados coincidentes, deve ser feito
levando-se em conta a precisao necessaria no cal-
culo. Assim, se os valores de g devem ser conhe-

cidos com precisao na segunda casa decimal, por
exemplo, € conveniente que a cpincidéncia ocorra
na terceira casa decimal, a fim de se evitar erros de
arredondamento.

O limite de convergéncia pode, também, ser
estabelecido em fungao do fator de correcao de
escala (k); neste caso, sera fixada a casa decimal
onde a coincidéncia devera ser obtida. A equacao
(11) possibilita este calculo.

N=1og g +d + 1

onde N & a casa decimal de coincidéncia do fator
de escala (deve ser considerada apenas a parte
inteira de N); Ag & 0 maior intervalo de gravidade
que compoem a Rede e d € a casa decimal onde se
deseja a coincidéncia dos valores de g.

Il — Aplicacao do Método

Apresenta-se, a seguir, a aplicagao do método
no ajustamento de parte da Rede Gravimétrica do
Observatoério Nacional a Rede Gravimétrica Funda-
mental, tendo como datum a IGSN-71. O esquema
da Rede é mostrado na figurai.

A tabela 1 mostra as estagoes determinantes
de cada estagao incognita com os respectivos
intervalos de gravidade extraidos de (9,10,11) ou

(1).

TABELA 1

. ESTACOES DETERMINANTES
EST. INTERVALOS DE GRAVIDADE (Ag®
6/56 1/1 5/13 6/1 23/27 6/56a
~149.537 31,646 | 271.648 |- 22.585 2.354
23/2A 6/56 22/18 1/1
22.585 | 188.932 |-126.952
22/18 | 23/2A 6/1 22/10
~188.932 | 105.299 16.240
22/10 | 22718 6/1 25/17 22/7A
- 16.240 89.059 | 143.973 65.422
2517 | 22/10 6/1 22/4
-143.973 54.916 |- 9.338
22/4 25/17. 22/7A 18/23
9.338 69.208 | 211.988
22/7A | 22/4 22/10 0/5
69.208 |- 65.422 |- 72.133
0/5 22/7A 0/9 0/3
72.133 47.107 |-173.837
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ESTACOES DETERMINANTES

EST, INTERVALOS DE GRAVIDADE (Ag)
6/46 1/1 6/25 '
-153.567 | 232.597
6/25 6/46 6/1
-232.597 35.019
9/34 8/43 9/16 10/15
19.202 |- 24.016 98.683
9/16 9/34 1/40A 11/9
24.016 |-119.913 20.296
10/15 9/34 11/9 7/61
- 98,683 |-102.403 37.676
11/9 10/15 9/16 11/36
102.403 |- 20.296 | -100.666
11/36 | 11/9 1/40A 7/69
100.666 |- 39.546 | 122.598
7/69 11/36 7/87 7/61
-122.598 | 175.893 | 118.146
7/34 7/40 7/9 6/1
96.676 | - 4.896 |- 10.417
7/40 7/34 7/61 7/87
- 96.676 |- 94.782 |- 37.034
7/114| 7/87 54/9 7/120
- 86.334 |- 6.642 56.054
7/120| 7/114 17/12-A2| 17/11
- 56.054 16.722 59.877
17/11 7/120 17/10-1 | 17/4A
- 59.877 5.790 |-168.617
17/1 17/4A 18/8 7/9
84,010 | 117.263 |- 14.171
18/13 | 18/8 18/16
- 39.841 36.441
18/16 | 18/13 18/9
- 36.441 |- 9.935
38/65 | 18/19 38/50 20/10
8.071 12.501 |- 24.683
20/10 | 38/65 21/4 18/23 19/7 19/7 20/12
24.683 | - 55.107 87.017 | -164.603 | -164.603 |-131.359
19/7 20/10 20/10 18/23 18/23
164.603 | 164.603 | 251.620 | 251.620
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Alguns intervalos de gravidade da Rede foram
medidos entre estagdes cujos valores de g sao
conhecidos, por integrarem a RGF ou a IGSN-71;
como esses valores nao sofrerdao correcdes no
decorrer de ajustamento, pode-se determinar ante-

cipadamente os fatores de escala individuais para
tais intervalos e, ao final de cada iteragao, inseri-
los no conjunto dos kijj para obtencao de k, pela
equacao (4).

A tabela 2 relaciona estes casos.
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INTERVALO g Aglobs) |k=ag/iglobs)
1/1- 0/1 - 068,730 | - 68.710 | 1.000Z 11078 |
0/1- 0/2 | - 79,340 | - 79.253 | 1.001097750
5/13- 1/40A  30.970 30.977 | 0.999774026
5/13- 8/43 | -132.207 | -132,155 | 1.000393477
6/1 - 8/43 | 104.852 | 104.846 | 1.000057227
7/61- 7/87 | - 57.795 | - 57.746 | 1.000848544

18/23-18/19 54.249 54,264 | 0.999723574,
18/23-21/4 142.204 | 142,123 | 1.000569929I

A seqliéncia adotada para os calculos foi &
mesma da iabela .

QO limite de convergéncia foi estabelecido para
o valor de k, considerando-se a necessidade da
coincidéncia dos valores de g na terceira casa
decimal (d = 3).

Desta forma, considerando o maior intervalo
de gravidade da Rede, Ag = 251,62 mGal, pela
equacao (11) temos,

N=2+3+1 .. N=20

Portanto buscou-se a coincidéncia de k na
62 casa decimal, o que ocorreu apos a 102 iteracao.

A tabela 3 apresenta os valores de gravidade
obtidos apos cada iteracao. Sao indicados, tam-
bém, os valores inciais que, correspondemn aos
valores de g nas estacOes da RGF e da IGSN-71, os
quais foram considerados constantes para todas
as iteragoes. E, ainda, apresentada uma compara-
cao com os resultados obtidos pelo método dos
minimos quadrados (M.M.Q.). Os fatores de corre-
cao de escala obtidos apds cada iteragcao sao apre-
sentados no final da tabela.

O desvio padrao de k apds a décima iteragao,
calculado pela equacao (8), foi de

= & 0.000038

O erro médio quadratico dos valores de g apds
a décima iteragao, calculado pela equacao (10), foi
de

E= & 0.03 mGal

A tabela 4 apresenta os valores de ok

€ Vij
para cada intervalo da Rede.

i

/i | 0/2

0/3

0/9 |

| ES TAi:_lYCI 0/5
g INICIAL |721.170|641.830|638.260 511.470
1& TTERACAD i 464,357
P S f 349
32 ¥ § 3 i 346 I
48 344
g8 G G G 343 G
6 } 342
7’a s | S S 342 5
g2 32
~gB N N N 2] N
102 464,341
MQ ' 341
DIF. 0.000
ESTAGRD 1/1 1/40A] 5/13| 6/1 6/25
g INICIAL |789.900{636.559|605.589] 368.530
12 ITERACAO 403,643
78 594
3@ i R R R 577
4 570
52 G 6 G G 567
62 560
7e S F F F 565
g2 565
g¢ N 564
102 403.564
M 564
DIF. 0. 000
ESTAGAO 6/46 | 6/56 | 6/56a] 7/9 7/34
g. INICIAL 637.909]363.013
12 TTERACAO|636.333|640.260 358.115
2: 299 279 123
3 277 279 R R 117
42 270 279 116
5& 267 279! ¢ G 116
6% 266 280 116
72 265 280 F F 115
8 265 280 115
g2 265 280 115
102 636.265/640.280 358.115
MR 265 280 115
DIF. 0.000| 0.000 0.000
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ESTACAD 7/40 | 7/61 169 1 7/87 | 7/114 | ESTACAQ i 18/19 | 18/23 | 19/7 24/10 ] 20/12 |
1 - ! — . !
— T I 1
g. INICIAL 556.242 298 .447] g, INICIAL |165.083 110,834 | 1339_450
%Z ITERACRO | 261 ji}'ﬁ 474 é;g Eli.i_(]:_]% 23 ITERACAO .J(:-.E.éif 197 gég
2 398 = i
42 406 409 098 2 371 94
ca 405 ¢ | 111 G 096 5, G G 576 917 G
62 104| . 412 095 8 578 918
7" 404 F 413|  F 095 i F F 580| 918 S
82 404 413 095 8, 580/ 919
98 403 413 095 9 ___581 919/ N
162 261.403 171,413 212,005 | |10 362.5811197.919
MRQ 403 414 095 MY 582 919
DIE. 0.000 -0.001 0.000 DIF. -0.001| 0.000
- ESTACKO | 7/120] 8/45 | 9/16 | 9/34 | 10/15 ESTACAD | 214 22/4 | 22770 | 22/10 | 22018
g, INICTAL 473.382 | g, INICIAL | 253.038
12 ITERAGAO| 156.0S5 516.623|492.584| 393,910 12 TTERACKG 322.896|392.152| 457.623| 473.897
2 042 619 604 201 Fa 913 175 623 870
3h 031 R 617 602| 897 3* R 92351  173]  eu 873
4 027 616 601 895 42 925 173 623 871
s 026| G 616 601 895 = G 926  172| 624 872
62 025 616/  601] 895 6 926| 172 625 872
7 024| F 617 601 895 72 F 926|  172| 625 872
8 024 617 60z] 895 8% 926|  172| 625 872
92 024 617 602|896 9 926 172 625 872 |
102 156.024 516.617|492.602[593.896 108 322.926|392.172|457.625| 473.872
MY 024 Y 602| 895 MQ 9271  172| 626 873
DIF. 0.000 0,000/ 0.000| 0.001  DIF. -0.001|  0.000] -0.001f -0.001
ESTACRO | 11/9 | 11/36 | 17/1 | 17/4A| 17/101 ESTACRO | 23/2A | 25/17 | 38/50 | 38/65 | 54/9
INICIAL 264,777| 090.282 :
a : g, INICTAL 160.656 218,752
L. ITERACA0|496.3201596.999) 348.788 12 ITERAGAO| 662.896| 513.632 173.156|
2 318| 597.010 808 5
: 19|  oz1| 811 R R @ St 232 R 1§5
e 3221 027 814 42 384 588 g
S 323 029 815 G G gd 884 588l * @ 130 G
63 325| 031 815 62 se4|  sss| 181
7 325 032 816 F F 78 885 587 F 181
8 32| 032 816 g2 88 58 .
gaa 326 033 816 98 885 587 T
| 10° 496.326[597,033(348.816 10° 662.885! 313,587 173.182
MR 326| 033 816 M 885 587 182 '
DIF. | 0.000/ 0.000| 0.000 nzﬁr. 0.0000 0,000 0.000
Pt L
TA 17/11 |(17/12A2| 18/8 | 18 ;
B0 |17 A Yo/s | B3| 1818 | ITERAGRO| VALOR DE &
g, INICIAL 139.330| 231.472 INIGTAL[ 1.000000 |
1 ITERACAO| 096.137 191.631] 155.169 1 1.000317 |
22 109 620 156 22 | 1.000576 |
38 101 R R 613 152 32 1.000411
4 097 611 149 43 1.00042Y
52 0%5| G G 610/ 149 52 1.000438
62 094 610] 148 62 1.000442
7 0% F F 609| 148 a )
7 7 1.000445
8 093 609 148 g2 1.000446
0 093 609 148 | 92 1-.000447
10 096.093 191.609 155,148 | 102 1.000447
Mo 093 609 147 N 1.000452
DIF. 0.000 0.000{ 0.001 DIF. 0.0000u5




TABELA 4

INTERVALO by |V (uGal)
/1 - 6/56|0.000273 - 16
5/13 - 6/56 | 0.000567 20
6/1 - 6/56|0.000203 « 38

23/2A - 6/56 | 0.000703 = 1
6/56a - 6/56 | 0.002179 16
22/18 - 23/2A | 0.000243 - 3
1/1 - 23/2A | 0.000297 - 6
6/1 - 22/18 | 0.000326 = 4
22/10 - 22/18 | 0.000830 0
6/1 - 22/10 | 0.000354 w 4
25/17 - 22/10 | 0.000279 1
22/7A - 22/10 | 0.000413 2
. 6/1 - 25/17 |0.000451 o @
22/4 - 25/17 | 0.001094 3
22/78 - 22/4 |0.000402 = 7
18/23 - 22/4 |0.000230 9
0/5 - 22/7A | 0.000394 - 4
0/9 - 0/5 |0.000487 w3
0/3 - 0/5 |0.000254 - i
1/1 - 6/46 |0.000270 1
6/25 - 6/46|0.000219 0
6/1 - 6/25]|0.000565 - 1
8/43 - 9/340.000763 9
9/16 - 9/34 | 0.000682 12
10/15 - 9/34 | 0.000337 = 2l
1/40A - 9/16 | 0.000305 25
11/9 - 9/16| 0.000742 < i
11/9 - 10/15 | 0.000330 19
7/61 - 10/15| 0.000545 - 39
11/36 - 11/9 | 0.000333 4
1/40A - 11/36 | 0.000532 38

7/69
7/87 -

7/61 -

/40 -
7/9 -
6/1 -
7/61 -
7/87 -
7/87 -
54/9

7/120
17/12-A2~
17/11

17/10-1

!

' 17/4A -

17/48 -
18/8 -
7/9 -
18/8 -
18/16 -
18/19 -
18/19 -
38/50 -
20/10 -
21/4 -
18/23 -
19/7 -
20/12 -
18/23 -
1/1 -
0/1 -
5/13 -
5/13 -
6/1 -

11/36
7/69
7/69
1/34
7/34
7/34
7/40
7/40
7/114
7/114
7/114
7/120
7/120

17/11

17/11

17/1

17/1

17/1

18/13

18/13

18/16

38/65

38/65

38/65

20/10

20/10

20/10

20/10

19/7
0/1
0/2
1/404
8/43

8/43

(,000302
0.000252
0.000308
0.000340
0.001511
0.001036
0.000343
0.000549
0.000360
0.001297
0.000447
0.000818
0.000432
0.00138S
0.000257
0.000365
0.006309
0.000888
0.000530
0.000554
0.001061
0.001177
0.000946
0.000673
0.000450
0.000358
0.000261
0.000291
0.000211
0.000403
0.000376
0.000601
0.000290
0.000326

21

27
18

Z5

24
19

13
29
I5
-113
15
11
- 52
- 21

- 41
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INTERVALO LT (uGal)
7/61 - 7/87 | 0.000440 - 23
18/23 - 18/15 | 0.000454 - 39
18/23 - 21/4 0.000280 17

IV — Conclusdes

Os resultados obtidos atestarn a eficacia do
método. As diferencas encontradas na compara-
¢ao com o método dos minimos quadrados sao
completamenie despreziveis. O erro médic quadra-
tico dos valores mais provaveis da gravidade &
coincidente com aquele obtido pela aplicagzo do
M.M.Q.

Trés intervalos de gravidade, que foram consi-
derados no ajustamentos pelo M.M.Q., nao foram
incluidos neste ajustamento por serem muito pe-
quenos, o que certamente acarretaria uma perda de
precisao na determinagao do fator de escala. Esta
eliminagao, provavelmente é a causa principal das
pequenas diferengas nos resultados (ainda que
insignificantes).

Dos intervalos de gravidade considerados
apenas aquele entre as estagoes 20/12 e 20/10
seria eliminado caso fosse adotada uma tolerancia
de 99% para os residuos vjj. Nesse caso,

t=i2.6c

2.6 x 0.03 mGal

o+
1
| +

t =

| +

78 uGal

Entretanto, & provavel que a discrepancia encon-
trada seja decorrente da nao inclusao da estacao
20/10, que é pertencente a IGSN-71, no ajusta-
mento da RGF, o que poderia-ocasionar um afas-

tamento local enhire us dois sistemas. Ucm 0 pios
seguimento dos trabalhos da RGF certamente o
residuo diminuiré.

Aparentemente o método nac ofeiece desvan-
tagemn pratica em relagdo ao M.M.Q., desde que
seja estabelecido adequadamente o limite dentro
do qual os valores devem ser considerados coin-
cidentes.

Se a coincidéncia dos valores de gravidade
fosse desejada na segunda casa decimal (k coin-
cidente na 5? casa decimal), o célculo estaria
concluido na 82 iteracao.
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