TRANSFORMACAO DE COORDENADAS,
UMA ALTERNATIVA

O objetivo final dos levantamentos geodésicos ¢ deter-
minar a posicdo relativa entre pontos da superficie ter-
restre. A estes pontos sio geralmente associados coorde-
nadas curvilineas, mas, na prética,. costuma-se represen-
td-los no plano de uma carta em um sistema de coorde-
nadas planas retangulares. ;

O relacionamento entre os pontos determinados em
campos e 0 posicionamento de seus correspondentes na
carta é feito por meio de sistemas de proje¢do. Entre as
que mais se aplicam no campo da geodésia, dd-se prefe-
réncia as projegoes conformes devido ao fato de ndo apre-
sentarem distorgOes angulares e a escala de distor¢do
linear ser igual em todas as diregGes.

De todas as proje¢Ges conformes a mais consagrada é
a Proje¢do conforme de Gauss-Kriiger, também conheci-
da como Transversa de Mercator. Nesta, considera-se um
cilindro, tangente a um certo meridiano e cujo eixo é
perpendicular ao eixo de rotagdo do elipsoide.

Com a finalidade de se reduzir os efeitos das distor-
¢cdes inerentes ao desenvolvimento plano de uma super-
ficie elipsdidica sdo considerados sistemas parciais (fu-
sos) e um coeficiente de redugdo de escala para o meri-
diano central do fuso. Este dltimo fator provocard ao in-
vés da tangéncia, a situagdo de secdncia entre o elipsoide
e o cilindro e conseqilentemente o aumento de uma para
duas as linhas representadas em verdadeira grandeza. A
escolha da amplitude dos fusos bem como o valor do
coeficiente de escala determinard diversos sisternas de
proje¢do entre os quais o mais conhecido é o Universal
Transverso de Mercator — UTM.

Para o cédlculo da transformagdo de coordenadas pla-
nas do Sistema de Projecdo UTM ou qualquer variante
LTM em coordenadas curvilineas geodésicas ¢ e A, a maioria
dos métodos, descritos na bibliografia cldssica, pressupde o
uso de tabelas e formuldrios para interpolagdo, ou processos
iterativos.

O Problema bdsico consiste na determinagdo, inicial-
mente do valor da latitude aproximada \o', como visto na
figura 1.

Os valores N' ¢ 'E' sdo obtidos ao se expurgar das coor-
denadas planas N e E, os valores das constantes do Sistema
de Coordenadas (10.000.000 m para o Equador e 500.000
para o meridiano central do fuso, no caso UTM) e, poste-
riormente, restabelecer a tangéncia do cilindro ao elipsoide.
Esta tltima condicdo é mediante aplicagdo do fator de
escala K do meridiano central. Por exemplo, considerando
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para o conjunto cilindro-elipsoide, um fator igual a 0,9996
significa considerar o raio do cilindro como sendo 99,96%
do raio de curvatura, em cada ponto, do meridiano central
sobre o elipséide (elipse meridiana).

Tem-se assim que o valor N’ para a latitude é dado
por:

N —Cte (1)
Ko

Uma vez que o cilindro possui agora a condigdo de
tangéncia, ao elipsdide, no meridiano central, este serd
representado em verdadeira grandeza.

Pode-se, com base nesta situa¢do, afirmar que o valor
N:g, ‘calculado anteriormente e que corresponde a latitu-
de @, é numericamente igual ao comprimento do arco de
meridiano central compreendido entre a latitude ' e o
Equador. Entdo:

Np =

By' = Np 2

onde By’ ¢ dado por:

By :j; a(1—e?) (1—e? sen? ¢")73'% dy’ (3)

ou

By’ = a(1—e?) [Ag @'+ Ag sen? ¢’ + Aq sen® o' +

| (4)

sendo a, o semi-eixo maior do elipsdide e Ay, A,, Ay

etc. . ., constantes dependentes, exclusivamente, da primei-
ra excentricidade do mesmo elipséide (e).
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Em termos préticos, By’ pode-se ser obtido com sufi-
ciente aproximagao utilizando-se apenas os 4 primeiros ter -
mos (até Ag sen® ¢’).

o= [+ 2es oty AP o
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O Akt aas 2

i A (6)
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+ .]%(ly?;-_ eiO ] (8)
fs = 1?11361;84 P 6?2?2 e+ ©)
ag==5 [y o #"* o (10)

Existem tabelas relacionando valores de latitudes aos
correspondentes arcos de meridiano contados até o Equa-
dor. O Army Map Service, através de seus manuais técnicos,
publicou as referidas tabelas, para diversos elipséides, entre
os quais, o Nacional Australiano, muito semelhante ao
UGGI-67, usado no Brasil, o Internacional de Hayford, o de
Everest, o de Bessel e os de Clarke de 1866 e 1880.

O inconveniente do uso deste método €, justamente, a
necessidade de se gerar tabelas grandes e volumosas, tor-
nando-as pouco prdticas para o manuseio didrio.

Sao pouco utilizadas hoje em dia, quase que apenas com
fins diddticos,

Outro processo de determinagfo da latitude ¢’ é por
processo iterativo com auxilio de (4), e descrito em [6].

Para valor de inicializagdo, torna-se

By’ "p
A ) azou—e?) ()
Sao entdo calculados;
AN! =Ny —By'; (12)
.. (13
! al, (1 —32)
ot = vy — D (14)

até que I&¢i| <€, sendo ¢ definido em fungdo da precisdo
requerida na transformagao.

Outro processo para se chegar as transformacgdes é pelo
método de aproximagdes sucessivas, descrito em [7] e [8].

A metodologia a seguir apresentada propde uma alterna-
tiva na determinag@o da latitude ¢’ com uma rdpida conver-
géncia do valor.

Considere-se uma esfera auxiliar, tangente ao elipsoide
no Equador e, conseqiientemente, de raio igual ao semi-eixo
maior do elipsdide. (Esfera de Jacobi).

PN

_ Esfera

o)/ Q
Figura 2

A figura n? 2 representa, esquematicamente, a se¢do do
meridiano central no elipsdide e sua correspondente na
esfera.

@ = a = semi-eix0o maior = raio da esfera

R é um ponto do elipséide, que possui latitude ¢’, logo, 0
comprimento do arco’ QR pode ser escrito como:

QR=By'=N'y (15)

F N
Considere-se, agora, sobre a esfera, 0 arco de circulo Qs,
cujo comprimento € igual ao arco de elipse QR

S=0Qr (16)

Pela figura n® 2, nota-se que o raio vetor OS intercepta a
elipse meridiana no ponto T, que por sua vez possui latitude
geodésica. v,

Ao arcoﬁi estd associado o dngulo central w,, o qual
corresponde também 4 latitude geocéntrica do ponto T.
Este valor fica determinado por:

Q8 Np
o = = (17)

Para o relacionamento entre as latitudes geodésica e
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geocéntrica tem-se: (obs — a demonstracdo pode ser en-
contrada em [2]).

(1—e?)tan ; = tan w; (18)

Apenas estes artificios nao resolvem o problema pois ne-
cessita-se do valor de ¢' e ndo de y; .
Da figuran® 2 pode-se visualizar que

o' = ¢ + by, (19)

Devido a grande proximidade entre as superficies do
elipsbide e da esfera, as latitudes ¢’ e @, » 880 muito préxi-
mas. Pode-se, desta forma, considerar o arco de elipse RT
como esférico. O raio de curvatura neste pequeno segmento
poderd ser considerado igual ao raio de curvatura da seg@o
meridiana para o ponto de latitude média g, onde:

1
_Yte o+t byr

Ym 5 5 o+ (@0

O valor de 8y, cresce a medida que aumenta o valor da
latitude pois haverd cada vez mais um distanciamento entre
as superffcies,_c}\a esfera e do elips6ide, aumentando desta
forma o arco RT.

Através de uma andlise do quadro n® 1 tem-se nogdo
da variagdo de §¢; com a latitude. Pode-se entdo adotar,
como aproximagdo, para valores até 359, no lugar de ¢y,
o proprio valor de .

Entdo:
RT
ag, = (21)
i M‘p]

sendo My, , o_raio de curvatura da se¢do meridiana para a

latitude v, e RT, dado pela diferenga entre os arcos de me-

ridiano para as latitudes ¢’ e y, . O Primeiro ¢ conhecido e

o segundo pode ser calculado pela expressZo (4),

_By' — By, _ Np— By, (22)
Me Mo

by,

1 1

Com o resultado de (22) aplicado em (19) chega-se final-
mente ao valor de y’.

Para valores de latitude acima de 359, esta aproximagao
nao atinge precisdo compativel, sendo necessdrio um refi-
namento no cdlculo de & ¢. Uma segunda iteragdo no en-
tanto garante o resultado final.

Deve-se entao com o valor de 8¢, calculado em (22),
obter em (20) o de ¢p,. 8¢, serd obtido através da expres-
sdo (21) substituido Mg , por M.

¢ =9, + b, (23)

S3o apresentados a seguir os testes de comparagdo entre
os 3 métodos descritos.

— Para o método iterativo cldssico, foram arbitrados 4
valores para € .

— Para o método proposto sdo apresentados os resulta-
dos para fp, € by, .

—Para o cdlculo mediante tabelas, foi usada a publica-
¢do [5].

Os testes foram levados a efeito da seguinte forma:

Inicialmente arbitrou-se 15 valores para arcos de meridia-
no, compreendidos entre o Equador e latitudes que cobris-
sem até, aproximadamente 70° (limite de aplicagdo do Sis-
tema UTM) espagados em média de 500.000 metros geran-
do variagoes em torno de 4° a 59 de latitude. O elipsdide

adotado foi o Internacional de Referéncia.
Posteriormente, foram intercalados valores para melhor

definicdo do limite de aplicagdo de 8¢, . A variagao no arco
de meridiano foi estabelecida, em média, como sendo
160.000 m. O total de pontos inseridos foi de 11 entre as
latitudes 25° e 42°.

A seqiiéncia de cdlculos foi: Partindo do comprimento
de arco de meridiano, determina-se pelos diversos métodos
a latitude ¢’ correspondente e desta retorna-se com auxilio
da formula (4) para comparagdo com o valor de partida.

Para cada ponto apresentado no quadro n® 2 a disposi-
¢do dos resultados ¢ a seguinte:

As quatro primeiras linhas se referem ao método itera-
tivo com € iguala 1*107°, 1*1077,1%107° € 1*107 res-
pectivamente.

As linhas 5 e 6, correspondem ao método proposto para
by, e by, respectivamente.

A dltima linha foi reservada para os resultados obtidos
por tabelas e interpolagdes.

Na primeira coluna consta o n® de iterages necessdrias
a convergéncia da latitude, no método iterativo; a segunda
para o valor da latitude em grau decimal e finalmente o
comprimento do arco de meridiano correspondente 4 latitu-
de encontrada na coluna 2.

Quadron® 1
@, o' by,

49104371390 40104394647 0°,000023257

80 876587654 80876822067 0,000234413
12°,45599387 12° 45663869 0,000644820
150 56821285 159,56946538 0,001252530
220 84933918 220 85323444 0,003895260
27942702686 279, 43367272 0,006645860
32075642361 320.76753241 0,011108800
379,15234810 379,16826386 0,015915760
42052063482 420 54389619 0,023261370
47906792474 470 09871952 0,030794780
52062904042 529,67068937 0,041648950
569,37799525 569 42795663 0,049961380
619,73143619 619,79458264 0,063146450
66°,14977856 66°,22488073 0,075102170
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Quadron® 2

Pton®1 B = 453.853,2203 m Pto.n% 5 B= 2528317325
1 2 3 o
5 22085323444 2.528.317,325
44
1 6 40 104394647 453.853,2202 Z ;33:44 giiggg
7 |5 94648 853,2204 : 914 917 181
3 4 94645 853,2200 4
4 |3 94132 853,163 4 53444 317325
: 23444
s |1 94647 853,2202 2 R o
6 2 94647 853,2202 ’
o 94647 853,2202
Pto.n? 6 B = 2.944.971,744
_ 5 26° 61463001 2.944.971,744
Pton® 2 B= 981.637,6681 m 5 63001 971.744
4 63001 971,744
5 22069 637,6683 ’
4 22059 637,6670 1 63002 971,744
3 21046 637,5555 2 63002 971,744
- 63003 971,746
1 22067 637,6683 '
2 22067 637,6683
= 22072 637,6689
Pto.n® 7 B = 3.035.726 663
5 27° 43367272 3.035.726,663
Pto.n%3 B=1377.615609m 5 67272 726,663
4 67272 726,663
5 120 45663869 1377.615,609 3 67172 726,552
5 63869 615,609 _
4 63869 615,609 1 67273 726,664
3 63741 615,467 2 67272 726 663
= 67272 726,663
1 ' 63870 615,609
2 63870 615,609
= 63867 615,606
Pto.n%4 B =1.722.022277m Pto.n® 8 B=3.106.112,843
5 159 56946538 1.722.022,277 2% 28006882569 3.106.112,844
5 46538 022,277 5 82569 112,844
4 46538 022,277 4 82568 112,842
3 46399 022,123 3 82473 112,737
1 46538 022,277 1 82569 112,844
2 46538 022,277 2 82569 112,844
= 46539 022,277 = 82567 112,841
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Quadro n 2

Pto.n0 9 B = 3.267.253,943 Pto.n%13 B =3.750.677,241
6 299, 52271200 3.267.253,943 6 330 88241837 3.750.677,241
5 71200 253943 5 41837 677,241
4 71199 253,942 4 41836 677,240
3 71115 253,850 3 41787 677,186
1 71200 253,943 1 41838 677,242
2 71199 253,942 2 41837 677,241
- 71200 253,943 = 41836 677,240

Pto.n® 10  B=3.428.395,042m Pto. n® 14 B =3.911818,340
6 300, 97627886 3.428.395,042 6 350 33497517 3.911.818,340
5 27886 395,042 5 97517 818,340
4 27885 395,041 4 97518 818,341
3 27813 394,962 3 97478 818,296
1 27887 395,044 1 97519 818,343
2 27886 395,042 2 97517 818,340
= 27886 395,042 - 97517 818,340

Pto.n% 11 B=3.589.536,141 m Pto.n%15 B =4.072.959,440
5 320 42951710 3.589.536,141 24 369,78718095 4.072.959,441
5 51710 536,141 5 18095 959 441
4 51710 536,141 4 18094 959,439
3 51649 536,073 3 18065 959,408
1 51711 536,142 1 18096 959,442
2 51710 536,141 2 18094 959,439

51711 536,142 = 18094 959,439

Pto.n®12 B=3.627.022,009 m

Pto.n9 16 B=4.115.252,076

6 32°,76753241 3.627.022,009
5 53241 022,009 5 370,16826386 4115.252,076
4 53240 022,008 5 26386 252,076
3 53182 021,944 4 26386 252,076

3 26359 252,046
1 53242 022,010 1 26388 252,078
2 53241 022,009 2 26386 252,076

= 53242 022,010 = 26386 252,076
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Quadro n? 2

Pto.n° 17 B=4.234.100,539 Pto. n®22 B = 5.838.096,266
5 38023902999 4.234,100,539 "
- 02999 100,539 6 52067068937 5.838.096,266
4 02999 100,539 5 gsaaT 096;266
3 02979 100,517 4 Bi=a0 096,265
3 68912 096,239
1 03001 100,541
2 02999 + 100,539 1 68950 096,282
= 03000 100,540 2 68936 096,265
= 68936 096,265
Pto.n? 18 B =4.395.241,639
5 399 69051758 4.395.241,639
5 51758 241,639 Pto.n® 23 B = 6.256.353,143
4 51758 241,639
3 51746 241,626 21 569, 42795662 6.256.353,142
I 51762 241,643 5 95663 353,144
2 51759 241,640 4 i e b
- $1758 241639 3 95611 353,086
i 95683 353,166
Pt . 919 - &, ]
o.n B 04 556,382,738 5 it 353144
5 41014163989 4.556.382,738 - 95661 353,141
4 63989 382,738
4 63989 382,738
3 63982 382,730
0 —
1 63993 382,742 Pto.n® 24 B = 6.854.202,270
% ggggg gg;gg 6 610 79458265 6.854.202,670
’ 5 58265 202,670
4. 58270 202,676
0 — 3
0
6 420 54389619 4.712.136.323 : s555 202,702
s 89620 136,324 2 58264 202,670
4 89620 136,324 .
3 89616 136,319
. 58264 202,670
1 89624 136,328
2 89619 136,323
- 89619 136,323 Pto.n? 25 B = 7.348.102,077
Pto. n%21 B=5.218.322,280 _ = 66°,22488074 7.348.102,081
| 5 88072 102,07
25 47909871952 5.218.322,281 4 88070 102,075
4 71952 322,281 3 87949 101,942
4 71952 322,281
3 71950 322,278 1 88114 102,126
1 71960 322,290 2 B0 102,081
2 71952 322,281

= 71950 322,278 - 88075 102,081
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Quadro n? 3

Pto. E-9 B-—1 E—5 1 2 T
1 —-0,0001  +0,0001 —0,0003 . —-00570 —00001 —0,0001 —0,0001
2 +0,0002 ~ +00002 -00011 -0,1126 +0,0002 + 00002 + 0,0008
3 i = - —-0,142 = - — 0,003
4 e = — —0,154 - = -
5 - = - — 0,144 o = =
6 - - - —0,119 = = +0,002
7 - - —, 7 =0111  +0,001 = a
8 +0,001 + 0,001 —0,001  —0,106 +0,001 + 0,001 —0,003
9 “ . e —0,001  —0,093 e — 0,001 -
10 — - — 0,001 —0,080  + 0,002 = =
11 - = = —0,068  + 0,001 - # 0,001
12 - = —0,001 —0,065 -+ 0,001 - + 0,001
13 — — —0,001  —0,055 + 0,001 = — 0,001
14 — - +0,001 —0,044 + 0,002 = -
15 + 0,001 + 0,001 —0,001 —0,032 + 0,002 - 0,001 — 0,001
16 - - = —0,030  + 0,002 - =
17 = - = —-0022  + 0,002 — + 0,001
18 . = = -0,013  + 0004  + 0,001 -
19 = = = —0,008  + 0,004 - =
20 - + 0,001 +0,001  —0,004 4+ 0,005 - -
21 + 0,001 + 0,001 +0,001 —0002 + 0010 + 0,001 — 0,002
© 22 = - -0,001 —-0027 +0,016 - 0,001 —0,001
23 —0,001°  + 0,001 —0,001 —-0057 + 0,023 + 0,001 — 0,002
24 = = +0,006 —0,008 + 0,032 i -
25 + 0,004 —0,002 —0002 —0,135 +0,049 + 0,004 + 0,004
[vv] 0000914 0000614 0,001476 0,087476 0,013528  0,000980  0,001481 Todos
-1 0,000296  0,000296  0,000725 0,109994 0,000868 0000413  0,001462 Atépto. 13

Conclusoes

No método iterativo, um valor de e muito pequeno
(10~ ?) mostrou-se inadequado devido a ndo convergéncia
de cerca de 25% dos valores — ptos com mais de 20 itera-
¢Oes foram interrompidos apés 3 minutos de processamen-
to com resfduos sempre superiores ao valor de € —. Por
outro lado, para que houvesse rdpida convergéncia, ao se
arbitrar € igual a 11073, os resultados mostraram-se in-
compativeis com a determinagdo. Para os valores interme-
didrios de € ambos atenderam as finalidades sendo que para
17107 ° a convergéncia se deu sempre com 4 iteragGes e
conseqiientemente menor tempo.

Os testes foram levados a efeito em mdquina de calcular
modelo HP-41 CV e o tempo médio de processamento foi
determinado em 4 a 5 segundos por iteragao,

Para o método proposto, a utilizagdo apenas de Sy, , de
forma generalizada, mostrou-se realmente incompativel.
Pode-se observar o crescimento acelerado dos resfduos, a
partir do ponto 13. Quando limita-se o campo de utilizag3o,
a validade fica comprovada, Uma vez que o territorio brasi-
leiro estd totalmente inclufdo nesta faixa, pode ser usado
com a vantagem de gastar menos tempo de processamento.
(9 segundos contra 17 para as 4 iterag0es) A determinagdo

realizada com 6y, mostrou-se plenamente satisfatéria para
as finalidades a que se destina, com demora no processa-
mento, de 11 a 12 segundos.

O cilculo pelas tabelas foi incluido apenas por ser um
método conhecido podendo servir como pardmetro de ava-
liagdo dos demais.
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