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A Fototriangulayao Analitica e urn processo de exten
sao do apoio de campo horizontal e ve rtical, a partir de 
coordenadas lidas em diapositivos, atraves de restituidores 
analiticos, que submetidas a urn pre-refinamento e urn ajus
tamento pOI feixes, assegura umaprecisao, que permite ofe
recer apoio a Cartografia e a obras de Engenharia. Neste 
trabcrlho, foi desenvolvido urn progOrama, em linguagem FOR-
1\RAN implantado no sistema DEC 10 da Universidade Fe
deral do Parana. 

1. Introdu~ao 

Fototriangu1a9ao e, segundo a Sociedade Americana de 
Fotogrametria, urn processo para extensao do apoio hori
zontal e/ou vertical, onde as medidas dos angulos e/ou dis
tancias nas fotografias superpostas, sao relacionadas a uma 
soluyao espacial, usando os principios perspectivos da foto
grafia. 

Em termos gerais, fotogrametria analitica pode ser consi
derada como uma transfonnagao matematica entre urn pon
to imagem num sistema de coordenadas retangulares do es
pago imagem, e urn ponto objeto num sistema de coordena~ 
d~ do espago objeto. . . 

Atualmente, t6cnica de aerotriangulagao tern sofrido, '. 
grandes desenvolvimentos, estendendo SUaS aplicayoes a va
rios campos: 
i) mapeamento em escala pequena, media e grande; 

ii) cadastro -liinitando propriedades; 
iii) levantamentos de engenharia - modelo digital de terre

no, rodovias; 
iv) densificagao do contrale geodesico. 
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2. Pre-Refmamento 

As corregoes, nos procedimentos usuais de fotogrametria 
analitica, sao necessanas diante de urn compromisso com a 
teoria. Devem ser aplicadas na ordem inversa em que os fe
nomenos ocorrem, a saber: 
o Trabalho do Filme; 
Gl Distorgao das Lentes; 
o Refrayao Fotogrametrica. 

2.1 Trabalho do Filme 

Talvez as maiores fontes de erros residuais, em cfunaras 
com marcas fiduciais convencionais, sejam. as componentes 
nao lineares da deformayao fllmejemulsao . 0 "shrinkage" e 
causado. basic amen te, por: 

8 Mudanya de Temperatura; 
o Alterayao da Umidade relativa do ar; 
~ Variayao de Tensao; 
e Envelhecimento. 

De posse dos valores das coordenadas das quatro marcas 
fiduciais fomeeidas pelo certificado de calibragem e de seus 
valores lidos no sistema do aparelho, determinam-se os coe
ficientes da transfonnagao Afim Geral, aplicando-se urn 
ajustamento pelo Metodo Parametrico, ou seja: 

assim: 

Matriz A = 
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Xfl yf l 0 0 1 0 
0 0 xfl yfl 0 1 

xfz yfz 0 0 1 0 
0 0 Xf2 yfl 0 1 

Xf3 yf3 0 0 1 0 
0 0 Xf3 yf3 0 1 

Xf4 yf4 0 0 1 0 
0 0 xf4 yf4 0 1 

. Com. os elementos da transforma9ao Afim Geral, corrigi
mos as coordenadas de todos os pontos lidos nesta foto e 
transform amos do sistema do aparelho para 0 sistema fidu
cial. 

~]fid 
A cada nova foto, 0 processo devera ser repetido. 

2.2Distorrtio das Lerites 

A medida que a luz passa atraves de urn sistema 6tico ela 
se afasta de seu caminho natural. Este afastarnento e chama
do distor9ao; que sera considerado ~omo uma perturba9ao 
em termos de coordenadas imagem. 

A.. distor9ao 15, basicarnente, causada por duas imperfei-
90es 6ticas, sendo c1assificadas em: 
C!) Distor9[0 Radial Simetrica; 
Il)Distor9ao Descentrada. 

2.2 .1 Distor9ao Radial Simetrica 

Tambem conhecida como a 5~ Aberra9ao de Seidl, ad
vinda da impossibilidade pratica de lapidar os elementos das 
lentes na forma ideal de urn parabol6ide de revolugao. 

Esta distor9ao radial e simetrica em rela9ao ao pOilto 
principal, [oi representada por Conrady atraves do polino
mio: 

onde Co e, projetivamente, equiyalente a uma mudan9a de 
escala . . 

Sendo: 

x y 
ox = -- e oy = --, teremos como componentes em 

r r 
x e y da distor9ao radial simetrica: . 
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ox = (KI r2 + K2r4 + K:i r6 + ... ) (Xl - xo) 
oy = (KI r2 t K2r4 t K3r6 t ... )(yl - Yo) 

2.2.2 Distor9ao Descentrada 

Devido a dificuldades do fabricante em alinhar os vanos 
eixos 6ticos doselementos individurus das lentes no sistema 
6tico. Pode ser subdividida em distot9lio tangencial e radial 
assimlHrica. 

o modele empregado para representar esta distor9ao 
num sistema de len.tes com foco no infmito, e 0 Modelo Mo
dificado de Conrady-Brown. 

Como a determina9ao dos parametros e baseada. num 
ajustamento; pelo Metodo dos Mfnimos Quadrados de urn 
modelo nao-linear, usa-se 0 artificio de agrupar parametros 
para evitar problemas de valor inicial. 

ox = [PI (r2 t 2xZ)+ 2Pz xJ E t P3rz t ... J 
oy = [2PI xy + P2 (r

Z 
t 2yzTI ~ + Pzrz 

t .. J 
2.3 Refrartio Fotogrametrica 

o desvio do raio de luz, do seu trajeto do ponto imagem 
ao ponto objeto, e causado pela varia9lio do .indice de refra-
9ao do ineio. Tal varia9ao, ate uma altitude de 500Om, 15 de
vida, principaImente, a inversao de temperatura, gran des va
ri390es da pressao do vapor d'agua e da presslio atmosferica. 

Definimos Refra9ao Fotograrnetrica como 0 angulo en
tre 0 raio colinear e a tangerite ao raio real no nt>dulo exte: 
rior, tornado como positivo para deslocamentos radiais da 
imagem afastando-se do ponto nadir, causados por refra9ao 
na atmosfera.Z 

o metodo desenvolvido por Andrade postula que a refra-
9lio fotograrnetrica sofrida por urn raia de hiz ao atravessar 
uma collina de atmosfera, pode ser·inferior ao conhecimen
to dos indices de refra9lio nos extremos eda posi9ao do 
centro de massa dessa atmosfera. 

Sendo t a distancia do terreno ao centro de massa da co
luna atmosf~rica situada entre 0 terreno e a camara aere~, 
tern os, para pontos ao nivel do mar: . 

s 
~ ·z Lni 
i=p 

~=-~---
np -ns 

E para pontos fora do nivel do mar: 
~s (no '~ ns) - ~p (no - np) 

t= 

Sendo: 
np' ns' no :- indices de refra9[0 no terreno, 11a esta9ao de to

mada da foto e ao nivel do mar, respectiva- ' 
mente; 

- altitude do terreno; 
- altitude medhi no' intervalo considerado. ' 



Sabendo-se que 0 in dice de refras;ao e dado por: 

E = E45 • tg a 

sendo a 0 angulo nadiral e ~5 tabelado segundo as f6nnu
las abaixo, para pontos ao nlvel do mar-ou fora do nivel do 
mar, respectivamente: 

~5 = 

onde: 
Zs - altitude do ponto-estas;ao. 

Assim, conclufmos que qualquer atmosfera pode ser 
substituida por uma simplificada com dois indices de refra
s;ao, iguais aqueles dos extrernos da: atmosfera dada, e uma 
superffcie di6ptrica coincidente com 0 lugar geometrico dos 
centros de massa das colunas elementares da atmosfera em 
questao. 

3. Ajustamento do Bloco 

o ajustamento de t6dos os feixes de urn bloco de foto
-grafias envolve a rotas;ao e a translas;ao de cada feixe no 
espas;o, isto e, k, rp, W, XO' Yo, Zo de cada fotografia, em 
relas;ao ao sistema de coordenadas (referencial) utilizado. 

-Simultaneamente, obtemos as coorcienadas em tal referen
cial de todos os pontos de interesse. 

o modelo matematico aqui utilizado para aplicar 0 ajus
tamento, foi a Equas;ao de Colinearidade, cujas observas;oes 

- (x, y) ja estao pre-corrigidas dos erros sistematicos, confor
me descrito no capitulo anterior. 

Cada ponto observado em uma fotografia nos proporcio
naas duas equas;oes de transformas;ao transcritas acima, 
sendo que, em urn bloco, as observas;oes superam 0 numero 
de inc6gnitas, e a soluS;ao sera efetuada utilizando-se 0 

Metodo dos-Minimos Quadrados. 

x - x = x' o 
y-yo=y' 

Reescrevendo, de'uma forma simplificada, temos: 

x'=c~ 
q 

n y'=c--
q 

que esta na forma: 

representando, portanto, o-Metodo Parametrico. 
La - e 0 vetor das observas;oes ajustadas, 

Xa - e 0 veto! dos pariimetros ajustados. 

A funs;ao envolvida nao e iinear devido as funs;oes trio 
gonometricas nela contidas. Ela pode ser linearizada, apro
ximadamente , por meio da serie de Taylor,negligenciando
se os termos de 2~ ordem e superiores. Usando-se as obser
vas;oes originais e os valores aproximados para os parame
tros incognitos, pode-se calcular a serie: 

aF 
La = Lb + V = F(Xo + X) = F(Xo) + ax 1xo X 

Transcrevendo-se, em notas;ao usual, temos ° modelo 
linearizado: 

V=AX+L 

onde: 

aF 
A=---Ix a X 0 _ 

L=Lo -Lb 

Lo = F(Xo) 

Xo = parametros aproximados. 

Aplicando 0 Metodo dos Minimos Quadrados, obte
remos: 

X=-N-1 U 

P - e a matriz dos pesos atribuidos as obsei:vas;oes, definida 
por: 

2 
ao P = --- , sendo, 

a~ - variancia da unidade de peso, "a priori". 

~Lb - matriz de variiincia covariiincia das observayoes, 
admitida sem correla<;ao. 
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I I 
I 

X =X tX a 0 . 

A matriz N, como foi exposto, e singular, apresentando 
deficiencia de caracteristica ern rela<;:ao a nao fixa<;:ao do 
referencial utilizado. A fixa<;:lIo e efetuada utilizando as 
coordenadas e variancias dos pontos determinados por pro
cessos geodesicos e topognificos, atraves de injun<;:6es po
sicionais relativas. 

Aplicando-se a injunyao de posiyao as tres coordenadas 
do ponto, temos: . 

XG
a 
g XG

a 
f 

YG
a 
g YG

a 
f 

ZG
a 
g ZG

a 
f 

o indice g indicando valores determinados em campo, que 
sao associados as observa<;:6es, e f via fotogrametria, estando 
na forma Lg = G(Xa), entao: 

ern nota<;:ao usual, 

c . c 
y=CXtL 

onde: 

C 

c 

aG 
ax ~X 

L =Lf -L 
o g 

Lf = G{XJ 
o 

o 

Os dois modelos linearizados Y = AX t LeY = CX + L; 
ap6s 0 M:M.Q., proporcionam a seguinte solu<;:ao : 

RBC - 38 

c c 
X = - (N t N)-l (U t U) 

corn: 

c 
Pea matriz dos pesos atribufdos aos pontos ern que fo-

ram aplicadas as injun<;:5es, born base ern suas varian
cias. 

A aplicaqao da injunqao posicional as tres coordenadas 
de urn ponto, implica ern somar: 

c cc 
P e PL 

na posi<;:ao correspondente da matriz N e do vetor U, res
pectivamente. 

A matriz variancia-covarHincia dos parametr~s ajustados 
e dada por: 

onde": c c c 
ytpy t ytpy 

--------,sendo 

m+n-u 

m - numero debbserva<;:6es, 
n - numero de injun<;:6es, 
u - numero de {ncognitas. 

Como se trata de urn modelo nao linear, deve-se efetuar 
itera<;:6es, ate que 0 vetor X esteja dentro de limites satis
fat6rios. 
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