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I. Introdus:ao 

o metodo dos minimos quadrados (Epvv = min), utili
zado na grande maioria dos program as de ajustamento para 
a estimativa de parametros atraves de medidas (observa~6es), 
quando em presen~a de dados com erros grosseiros apresenta 
a indesejavel distribui<;ao dos erros sobre to do 0 conjunto. A 
analise dos residuos pata a detec~ao e localiza~ao dos erros gros
seiros e dificil, pois nem sempre os residuos servem de indi
cador seguro de que a observa<;ao a que esta associado deve 
sec eliminada do ajustamento . 

Asdificuldadesno M. M. Q.para adetec~ao e localiza<;aode 
observa<;6es erradas dentro do conjunto de dados eivados de 
erros grosseiros, fazem com que numerosas pesquisas sejam 
realizadas nesta area, no sentido de minimizar as falhas exis
tentes ("DATA SNOOPING" - Tese Estatfsticobaseado 
na teoria de Sheffe e Barda - 1968, ESTIMADOR ROBUS
TO "DANISH METHOD" - Introduzido por Kendal 1948 
e Krauro 1967 e SOMA MINIMA - Edgeworth 1887). 

A detec~ao e localiza~ao de erros em pontos de controle pa
ra as aerotriangula~6es, se constitui num dos principais pro
blemas da Fotogrametria, que vern exigindo dos pesquisado
res, grandes esfor~os para preencher as lacunas existentes nesta 
area (JACOBSEN. K. 1984), (EL-HAKIM, S,F. 1984)e(LUG
NANIJ.B., MITISHITA E.A.). o problema torna-semaiscri
tico neste caso, pois a grande maioria dos prograrnas de aero
triangula<;ao existentes, consideram que as coordenadas de ter
reno dos pontos de controle devem estar isentas de erros gros
seiros e os eeros existentes, seriarn somente erros de Fotogra
metria (erros de identificac;ao). 

AERO DATA S.A. - Engenharia de Aerolevantarnentos 

Com isto, os programas de ajustamento de faixa ou de blo
co de fotografias, na grande maioria das vezes, utilizando 0 

metodo dos minimos quadrados, tornam-se ainda menos efi
ciente no processo de detec~ao e localiza~ao de pontos de con
trole que possuem erros grosseiros. 

Com 0 prop6sito de investigar estes problejmas foi elabo
rado peIo prof.]oao Bosco Lugnani, no curso de P6s-Gradua
~ao em Ciencias Geodesicas urn projeto de pesquisa de De
tec<;ao de Erros Grosseiros nas Aerotriangula<;6es . A presente 
investiga<;ao e subproduto de trabalho de Tese do Autor que, 
sob orienta~ao do Prof. Joao Bosco Lugnani, desenvolve sua 
tese de mestrado num dos itens do projeto. 

II. ESTIMATIVA ROBUSTA - "DANISH METHOD" 
(Extensao do principio do Estimador Robusto) 

Devido as dificuldades apresentadas peIo metodo dos mI
nimos quadrados na detec~ao e localiza~ao de pontos errados 
desenvolveu-se 0 metodo de Estimativa Robusta, que vem 
apresentando 6timos resultados no tratamento de dados que 
apresentam erros grosseiros (KRARUP ,JUHL, KUBIK 1980). 

o metodo foi desenvolvido especialmente para a elimina
<;ao dos erros grosseiros sobre 0 conjunto de dados (K. KU
BIK - 1981). 

o processo de ajustamento e similar ao convencional mI
nimos quadrados, com a diferen~a que, atraves dos residuos 
fornecidos na primeira iteras:ao, proporciona 0 cilculo de no
vos pesos, que serao introduzidos no ajustamento da itera<;ao 
seguinte. 

Assim 0 processo de calculo de pesos, em fun<;ao de resi
duos e novo ajustamento, e repetido varias vezes, ate que os 
pesos das observac;6es erradas sao reduzidos a valores pr6xi-
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mos de 0 e os pesos das observa<;6es boas fiearn pr6ximos de 
1. Desta maneira os residuos das observa<;5es erradas se apro
ximarao G::Js erros existentes. 

As fun<;5es de pesos apresentados por KRARUP, JUHL e 
KUBIK 1980 e]ACOBSEN K . 1984 sao: 
a) Na primeira itera<;ao P = 1, 0 

b) Na segunda e terce lfa itera<;6es 

LOt-\~EXP(-O'05 (v/aO)" ') 

2 

c) Nas seguintes itera<;oes 

p 
I. Or----

2 3 

3 4 

4 5 

v 

Este metodo ja bastante utilizado pelos fotogrametristas 
e geodesistas (HERMANN KLEIN AND WOLFGANG 
FORSTNER-1984, HANSWERNER-1984,]ENS]UHL 
- 1984), apresenta bons resultados e grande efieieneia na de

. tee<;ao e loealiza<;ao de erros no ajustamento . 

VANTAGENS DO usa DO ESTIMADOR ROBUSTO 
- Possibilidade de aproveitamento dos programas de ajus

tamento existentes por M.M.Q. 

- Faeilidades de prograrna<;ao e introdu<;ao das fun<;6es de 
peso. 

- Tempo de computa<;ao pequeno no ealculo dos pesos, sem 
a neeessidade de inversao de grandes matrizes . . 

- Mais do que urn erro pode ser eneontrado com faeilidade. 

DESVANTAGENS DO usa DO ESTIMADORROBUSTO 

- Pontos eliminados do ajustarnento, sem uma analise mais 
profunda (posi<;ao, geometria, importancia). 
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- Pequenos ereos apresentam dificuidades na detec<;ao e 
loealiza<;ao . 

Ill. Modelo Matem:!tico utilizado na DereeC;3o de Enos nas 
Coordenada .. d o\ P Oll I 0' de Con trole 

o algoritmo matematico utilizado na verifica~ao dos pon
tos de controle, se constitui na transforma<;ao de HELMERT, 
no espa<;o tridimensional - (LUGNANI 1981). 

Parametros de rota<;ao, transla<;ao e escala sao ealculados 
para a transforma~ao de coordenadas de faixa formada anali
ticarnente para 0 sistema de terreno. 

parametros 
de 

transforma~ao 

AR Cw, ¢, X) + 

(3.1 ) 

IX Y ZI -Coordenadas dos pontos de controle no sistema 
de terreno . 

Ix y zl -Coordenadas dos pontos de eontrole no sistema 
da faixa. 

CA, w, <p, x, Xo' Yo' Zo) -Parametros a serem determinados. 

Tratando-se como observa<;6es as coordenadas dos pontos 
no sistema de terreno e sistema de faixa, podemos ter erros 
tanto num sistema como no outro. Assim: 

.2 

que se constitui no modelo implicito de ajustarnento, no qual 
os par:1m.etros ajustados e os valores observados ajustados, es
tao ligados por uma fun<;ao nao expl1cita (Gemael - 1984), 
e onde: 

V=La -Lb 

X=Xa -Xb 

V = Residuos dos val ores observados 
Lb = Valores observados 
La = Valores observados e ajustados 
X = Correyao aos parametros 
Xa = Parametros ajustados 
Xo = Parametros (valores aproximados) 

(3.3) 
(3.4) 



" F 
A = -" -X---; x 

Sl a' 0 

A: Marriz das dcrivadas parciais em rela~ao aos parametfOS. 

B: Matriz das derivadas parciais em rela~ao as observa~6cs. 

\YI: Erro de fechamento (fun~ao dos valores observados e va· 
lores aproximados dos parametros). 

AX+ BY + W=O (3 .5) 

Tendo n observa~6es , u parametros, ligados por r equa~6es 
de (ondi~6es , temos : 

Neste caso temos (r - u) = s (graus de Iiberdade). 
A resolu~ao do sistema de equa~6es, para 0 c:ilculo dos pa· 

rametros: 

X =_(ATM- 1 Ar l ATM- 1 W 
M=BP-l BT 

P = Matriz dos pesos 

K = - M- 1 (AX + W) 
Y=P-1BTK 
Xa = Xo + X 
La = Lh + Y 
yTpY=KTW 

yTpy 

(3.6) 
(3.7) 

(3.8) 
(3 .9) 

(3 .10) 
(3.11) 
(3.12) 

(3 . 13) 

(j~ = Yariancia da observa~ao de peso unitario (a posterior) 

L.Xa = Mattiz varian cia covariancia dos parametros 

Em se tratando de um modelo matematico nao linear, con
siderando ainda'lue os valores aproximados Xc e Lb sao apro
xima~6es para os valores ajustados Xa e La, e que pela elimi
na~ao de termos de segunda ordem na lineariza~ao pela f6r
?lula de TAYLOR (GEMAEL - 1984); torna-se necessario 
It~ra~aopara se chegar aos valores mais provaveis das incog-
nitas. . 

Conforme (LUGNANI 1984) 

F(X L) =J!.E 
. a' a 2,Xa!Xj 

Lj 

Podemos escrever que : 

La - Lj = La - Lb + Lh - Lj 

La - Lb = Y 

Assirn 

La - Lj = V + Lh _. Lj 

Da equa~ao (3 .15) e da equa~ao (3.18); temos: 

Passo n~ 1 (resolu~ao inicial) 

Ternos Xo e Lb 

AX +BY + W=O 

Passo n? 2 (1' itera~ao) 

X e Y Calculados no passo anterior 

AX+ BV+W=O 

A=J.L 
aXalXl 

Ll 

B=J.L 
a LaiXl 

Ll 

Passon? 3 (2~ itera~ao) 

(3.1)) 

(3.16) 
(3.17) 

(3. 18) 

(3.19) 
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X e V calculados 00 passo anterior 

AX+ BV+W 

A= aF 
aXalX2 

B = ~ W = B (Lb - L2 ) + F (X2 , L2 ) 

f\ LaIX2 

~ ~ 

Procede-se as itera~6es ate conseguir convergencia. E im
ponante observar que 0 valor de X tende para zero, enquan
to 0 valor de V tende a se estabilizar. 

Atraves do ajustamento proposto para a determina~ao dos 
parametros de transforma\ao do sistema de faixa para 0 sis
tema de terreno, e tratando-se como observa~6es tanto as coor
denadas no sistema de faixa como as do sistema de terreno, 
temos, do ajustamento, residuos nas coordenadas de terreno, 
bern como nas coordenadas de faixa 

Os residuos nas coordenadas dos pontos, provenientes do 
ajustamento, em ambos os sistemas, nos possibilitarao a ve
rifica~ao daqualidade dos pontos de controle utilizados, pa
ra a determina~ao dos parametros. 

IV. Introdus:ao da Estimativa Robusta - "DANISH 
METHOD" - na Detecs:ao e Localiza~ao de Erros nos 
Pontos de Contwle 

o modelo matematico proposto (determina\ao dos para
metros da transforma~ao isogonal) para a verifica~ao da qua
lidade dos pontos de controle , atraves da analise dos residuos 
das coordenadas , em ambos os sistemas, utilizando 0 meto
do do ajustamento dos minimos quadrados, nem sempre nos 
assegura a exata eliminac;ao dos pontos errados (exemplo n? 
6). 

Devido a dis'tribui~ao dos erros sobre todo 0 conjunto de 
dados, 0 trabalho para a detecc;ao e localiza~ao de observac;6es 
incorretas se constitui numa tarefa diflcil e de poucas chan
ces de sucesso. A fim de eliminar esta deficiencia no metodo 
proposto para a detecc;ao e localiza\ao de pontos errados, atra
yeS da analise de residuos, se fez a introduc;ao da Estimativa 
Robusta no Ajustamento . 

1. No inkio do ajustamento, as duas primeiras iterac;6essao 
realizadas com pesos dados da seguinte maneira: 

a) Pesos para as coordenadas de terreno 

(PXi = PYi = PZi = 1,0) i = 1, n 

b) Pesos para as coordenadas da faixa 

(PXj = Pyi = PZi = 100,00) i = 1, n 

n = n? de pontos de controle. 

2. Na terceira e quarta itera~ao, os pesos sao calculados; atra
yes da fun~ao de pesos. 
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a) Pesos para as coordeoadas de rerreno 

PYi = EXP (-0 ,05 (K Vy /OO)4, 4) 

PZi = EXP (-0,05 (K VZ/OO)4,4) 

b) Pesos para as coordenadas de faixa 

j = 1, n 

i = 1, n 

PXj = EXP(-0,05(Vx/oo)4,4) i = l,n 

Pyj = EXP (- 0,05 (Vy/OO)4,4 ) i = 1, n 

PZj = EXP (-0,05 (VZ/OO)4,4) i = 1, n 

a~ = Variancia da observac;:ao de peso unitario 

K = 4,7 (Fator de multiplica9ao para os resictuos nas 
coordenadas de terreno) . 

VXi, Vyi , VZi _ Sao os residuos nascoordenadas de 
terreno 

Sao os residuos nas coordenadas de 
faixa 

n = Numero de pontos de controle 

3. Na quinta e sexta iterac;ao, os pesos introduzidos no ajus
tamento, serao calculados por outia func;ao de pesos . 

a) Pesos para as coordenadas de terreno 

PXi = EXP (-0,05 (K VXi /_~0)310 ) 

PYi = EXP(- 0,05 (K VYi / (0) 3 1° ) 

PZi = EXP (-0,05 (K VZi / (0) 3 10) 

b) Pesos para as coordenadas da faixa 

~ = EXP (- 0,05 (VXj / 00 )3 I?) 

Pyi = EXP (-0,05 (VYi / (0)3 10) 

PZj = EXP (-0,05 (Vzi / (0)3 10) 

i=l,n 

i = l,n 

i = l,n 

i = l,n 

i = l ,n 

=1,0 

0 2 = Variancia da observa~ao de peso unit3.rio o 

K ~ 4,7 (Fator de multiplica~ao para os residuos, nas coor
denadas de terreno) 

VXi, Vyi, VZi - Sao os residuos nas coordenadas de 
terreno 



VX j , VYi' VZj - Sao os residuos nas coordenadas de faixa 

n - Numero de pontos de conuole 

o valor de K (fator de multiplica~ao para os residuos nas 
coordenadas de terre no ) geralmente e aprcscntado como igual 
a unidade . Em seguidos experimentos realizados nesta pes
quisa , chegou-se a conclusao que 0 melhor valor encomrado 
para K, foi em tomo de 4,7 . 

V. Resultados 

A fim de verificar 0 metodo preposto, foram testadas duas 
faixas de fotografias (urn conjunto de dados fictlcios e outro 
real). Erros foram introduzidosnos conjuntos de dados, pos
sibilirando a verifica~ao da capacidade do m etodo em detec-
ta-los e localiza-Ios. ' 

V.I DADOS FICTICIOS 

A faixa de forografias e composta de cinco modelos na es
cala de I: 10.000. As foros foram geradas pela equa~ao d e co
linearidade, e a partir destas, afaixafoimontada porum pro
cesso analltico atraves da equasao da colinearidade. Foram uti
lizados seis pontos de controle, aos quaisforam associados er
ros, tanto nas coordenadas de terre no , como tam bern nas coor
denadas da faixa. 

V.2 DADOS REAIS 

Os dados reais foram obtidos de uma faixa de fotografias, 
com sete modelos na escala de 1: 15.000. Os modelos foram 
lidos num instrumento analogico e a faixa foi formada anali
ticamente pela conecsao dos model os com a equa~ao isogo
nal . Possui a faixa cinco pontos de controle, nos quais foram 
introduzidos erros, tanto nas coordenadas de terreno, como 
tambem nas coordenadas de faixa. 

Os resultados com os dados ficrkios e reais sao mostrados 
nas tabelas anexas . 

VI. Conclusoes 

Em todos os experimentos realizados com faixas pequenas 
(ate 10 modelos) ou faixas montadas com metodos aQ,aIiticos, 
o processo de detec~ao utilizando 0 Estimador Robusto mos
trou-se muito mais eficaz do que 0 metodo convencional de 
analise de erros. A analise dos restduos, com 0 emprego da 
Estimativa Robusta, mostrou-se melhor, no que se ref ere a de
tecsao e locaIiza~ao de pontos errados. 

Com a utilizasao do fator K = 4,1 e a ado~ao de pesos 
maiores para as coordenadas dos pontos da faixa nas duas pri
meiras iteras5es, fez com que os erros existentes nas coorde
nadas dos pontos no sistema de terreno, bern como os ertos 
existentes nas coordenadas dos pontos no sistema de faixa fos
sem mais bern evidenciados. 

Em outros experimentos realizados com faixas longas (20 
modelos), onde os modelos foram lidos por processos anal6-

gicos e a faixa montada com 0 metodo semi-anaihico (equa
sao isogonal no espa~o), devido as deformas6es na concate
l1a~ao dos modelos, 0 metodo nao apresentou bons resulta
dos. Este problema pode ser rcsolvido com os metodos anaH
ticos da Fotogrametria, que apresentam menores deforma
soes na forma~ao das faixas , pois minimizam os eeros na orien
ta~ao relativa e possibilitam as corre~6es dos eeros sistemati
cos da imagem. 

Dependendo da posi~ao e do numero de pontos de con
trole errados existemes na faixa (geometria), 0 algoritmo pa
ra a detecsao nao se mostrou totalmente mcaz, isto e, em al
guns experimemos , nem todos os ereos simulaclos, foram de
tectados. 

Os erros grosseiros nos pontos de controle, causadores de 
divergencia no ajustamento, foram claramente idemificados 
com 0 emprego do Estimador Robusto. Na maioria dos tes
tes realizados , com menos de seis itera~6es, foi possIve! evi
denciar os erros nos pontos de controle . 
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[roll' «'rJ o~ d,' :, .1 7 r'L'lrL\~ . conf e.r;;,(: ;) ["h vl,l) 
\,., ' ,-

EXEMPLO N9 2: Erros grosseiros nas r.oordcnaGilS de te:rrer,Q en: qt.:atro pontos de con
trole (erros de 1 a 4 met ros, conforrne a tabela) 

C:""':(~;':':' Z t:~,,~ II" C "TO~q l cCC'J.:nlo:.!DA x 1~·"'..Jt (~JJ\':(".:.:ll,T j',",'-'! C~C:; ' ["-,, /" '-

7 0:' 

RESiouos R;:SL:LTA~JTES COM A ESTII.IATIVA , 1. " ~m,IOS cUt.o,l.>.OOS 

COCRor":'CA :.. I (00'::('1(:-..10. Y 

RESiDUOS RE~LT/. I~TES CC~,\ A APLlCt-~AO DO [STl~'!.D:" ROSUSTO 

I (C,JI;.:-, .. &,:)", I 

:'1. '1 

)~~ - ",\, ',' '\ 

~~~_ ~'~_' ___ ~C':"''--__ -T_··r.''-['--'-''' ____ l_ 
::~ - . - . _" 1"(1 -;C;~--t--;;~';""'---+-...J:'-:;~----+-"-''---'------l 



EX I. ~ :PLO t~0 3: l:rl0S )~ ll) s!--(· "i rus n~ i :', cuu ll:l.' i l ,!(;.lS uC' tL:lll;1 0 ( .:~ 0 ... '1 5 t lV;l ll~S de (vil
troll' (erros de 1.5 a 100 m<'tros , confClrmc Ll t abclo ) 

RESiDUDS RESULTA~TES COI.I A ESTIMAlIVA ',lrN!I,~OS OUAORt.COS 

CCORC£UAD~S C[ l"[;\:1:: :JO EM Y.£TR~~ CO:JRCEIlAOAS Ol r~:'t.A Eo.! ~' !Li!,,;: ,i'(;S 

t:O L"" _, 1 {,IO " ' '' . 

RESiDUOS RESULTAN,TES CC~A A AFLlCAClo [Y.l ESTII,IADOR RO:!USTO 

COORDEJIIDl.S DE 7ERRO;O EM ]).oOl05 COOR::(NAO~S OA r :"'X4 E~ M I Li~I.(TnOS 

CO:RC! :-O: .!.O o1 "I C CORC'!NLOA Z PONt O ..:9 1 co.::t=(t.:.l~ y 

-0,001 o ,OO! 77J 

7n .. , 
• • 0 0000 -" 0 00 0.001 filO .O.-Jl . 

EXE~~LO N9 4: Erros gr9sseiros nas coordenadas de terreno em dois pontos de con
trole (erros de 1 a 2 metros , conforme a tabela) 

171 .." .. .,,.....,,., t':J O~, /,V,,'I 

1-.!.7!..!.'_+-_~Jj) ,~" I ,0" OO~ 
1~ 5C13J.u"Ju I t.:55u,OOO 

7" 1) :'1 (.JQ 1 Ca bb~1 CCIO 

J~)J.Cti3 ~O~O.O:JO 

610 :so:,o.OO!) ~9~0 000 

9'" 000 
1050,000 

1~(if1 000 

1 ad 931 Uoo 

970 000 

., nf . 771 .. : 
1-( 771 ::~ 0)7 

612 1. -';o_u11 

•• c :!:ib,:'OO -b.J21 

RESiDUOS RESULTANTES COt.! A ESTIMATIVA 1.11NI!.!OS QUAD<l"':JOS 

COC9.0Ef:~O~S C~ TC:h~£:.lO EM "'~ETRCS 

COO~D(HLr.:I. 1 

flESi:lUOS r:ES'JLTA~H[S CO!,I A APl1CAC:'O (X) E.STn,~D~ R09\:STO 

:. ... : 
:v: 

.i.!>: C"l ~ 

COO~.:'(""':':':' I 
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CCORG[J:~C~S 

r~~' 0 ,.~ CO~~?(tn.OL. x I 
IO~19 -O.RES 

ICC,17 _0.00; 

' 0(,10 -O,)1:! 

1001 3 2,9" I 
1')011 ~I,728 I 

r r r 0 ~ '. g r 0 ~ : , (' 1 1 () ~ Il.-l S C (lor J (' 11 :1 J;I s dc' {( r r (' n 0 ('1"'''1 d o ! ~ 
C:Jlllrulc- ( l'rrv~. ut' ~ a:' l"C'lr os, c()llfur.' ,c · ,l L .. J!, (.J:,) 

p.f.siou'JS RESULTANTES COM A ESTI~,IATIVA 1,~it~I!WS OUt.DflAllOS 

DE TCr.R[tJO [I' .:Ur.OS coonO£1: t.c:..s 0'" f :'IXA (:J "~ILil.'['Tr.:)5. 

COO RD( H.l.Ol. Y I COQR:;)['I:'~L , PO ~Il 0 ",It I COOR:l[IUD,I. X I COO"D[ IiJ. Q.I, , i C((I~O("J.OA 1 

_D,S!t. _D,01 t. 100 19 f o,ell I -0 ,O~~ 1 - O.;1JO 

1,1.01 O,CL2 10017 I -O,OS) I D,OIl. I .0,('131 
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EXE}~LO N9 6: Erro grosseiro nas coordenadas de terreno de um ponto de 
controle (erro · de 2 metros, conforme a tabela) 
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EXEHPLO N? S: Erros grosseiros nas coordenadas de terreno de tres pontos de 
trole (erros de 2 a 3 metros conforme a tabela) 
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