APLICACOES MATRICIAIS EM OPTICA GEOMETRICA

O estudo da dptica geométrica para sistemas Opticos
simples, tais como os de lentes delgadas e Unicas, nédo apre-
sentam grandes dificuldades. Quando se parte para a analise
de um sistema mais complexo, como, por exemplo, a objetiva
de uma maquina fotografica moderna, métrica ou néo, torna-
se quase impraticavel seguir o comportamento das imagens
e respectivos objetos, que, sucessivamente, sdo formados, lente
por lente, através da objetiva, principalmente, no que diz res-
peito a equacdes detalhadas, o que faz com que aparegam va-
rias equagdes com vérias incognitas.

A aplicacdo de matrizes simplifica sobremaneira o ras-
treamento do raio luminoso pela objetiva, ou em qualquer
outro sistema Optico, sendo, praticamente, uma técnica do ti-
po ‘‘Ray Tracyng’’, sendc que ainda tem a vantagem do uso
de técnicas computacionais. ’

A proposta deste material é informar sobre mais uma
ferramenta de trabalho para os estudiosos do assunto e, em
particular, para os fotogrametristas, visando, quem sabe, ser-
vir de base para futuros trabalhos na area.

1. AS MATRIZES DE APLICACAO
1.1. Matriz de Transmissdo

A matriz de transmissdo € aquela que caracteriza a pas-
sagem do raio luminoso por um meio homogéneo [2].

Na fig. 1.1 tém-se que e ¢ a expessura do meio de pro-
pagacdo. O eixo x caracteriza o eixo optico do sistema, consi-
derando que o sistema ndo tem distor¢do discentrada. A cota
do raio luminoso ao penetrar no meio ¢ dada por y € ao sair
por y’. A diregdo* do raio luminoso é 6 ao penetrar no meio
e § ao sair.

Fig 1.1

* Direcdo é o dngulo que a reta suporte, do raio lumi-
noso forma com a horizontal (6).
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A cota y’, com que 0 raio luminoso sai do meio de
propagagdo, difere da cota de entrada y de um valor Ay fig
1.1, de onde se tira que

y + dy =y’ (11)
sendo que a extensido de 4y é dada por
y =e.tgh. (1.2
Para situacdes em que 6 ¢ pequeno, tém-se
= tgh, entdo:
y = e. 0 eaequagdo 1.1 transforma-se em
y+el=y (13) .
A observagdo da fig. 1.1 leva & igualdade
6 =6 14
Monta-se o sistema ;abaixo

y+el=y
8=4.

A expressao matricial do sistema é,

1.2. Matriz de Refracéo

A refragdo ocorre quando um raio de luz muda de um
meio de propagacdo A para um meio B. Na fig. 1.2.1, S é
a superficie de separac@o dos dois meios, € o didptro. O pon-
to de incidéncia, no meio A, e o ponto de refracdo, no meio B
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[3], sdo coincidentes, logo as suas respectivas cotas s@o iguais.
y=y (15
As direcbes dos raios incidente e refratado sdo dadas
por 6 e &; respectivamente.

Fig 1.2 g
R € o raio da superficie esférica S, cuja extremidade
coincide com o ponto de incidéncia. A reta suporte de R é
a normal a superficie, n. f8 e [3’ sdo, respectivamente, 0s an-
gulos de incidéncia e refracdo e « é um angulo auxiliar.

Da fig. 1.2.1; pode-se tirar as igualdades

B=6 + a (6
B= 6 + a (1.7); mas,

Il

sen @ =Y =Y e para a pequeno,
TR ,

sen a = & , entdo

a=Y=Y (18
R R

Aplicando-se a lei de Snell-Descartes [3], resulta:

J
np.sen 8 = np.sen B e, para B pequeno,
9
na. B = ng. B(19)

Substituindo-se as egs. 1.7 em 1.9

npa( 0 + @) = ng( 6+ a ), e as egs. 1.8 le-
vam a:
HA-(0+1)$HB.(0+£),onde
R R

np. 0 +ny. Y = npg. 0 + nB.l,,‘chegando-
se em: . R R

T.A py+ "A 6= ¢ 10
R np np

Com as equagdes 1.5 e 1.10, monta-se o sistema, apds fazer
. JEOY V0
np

2

Jy =X

1 -y +k 6=06
R

Para simplificar a expressdo, toma-se
Tw-p=r an
R .

A expressao matricial do sistema, anteriormente, des-
crito é

1 0
R = 1)
g k|
e as matrizes ¥ y
M & M =
] 0

A aplicagdo das matrizes de transmissdo e de refragdo
seriam expressas da forma

™ = M’
RM = M’

Para melhor acompanhamento do trajeto do raio lu-
minoso pelo sistema Optico, acresce-se a matriz T € ao seu
elemento e, um indice, que indica o meio de propagagdo por
onde o raio de luz passa. Ex.:

1 | 1 €
Tl = ) T2 =
0 1] 0 1

Procedimento andlogo ¢ feito com a matriz de refra-
¢do, sendo o primeiro indice a referéncia ao primeiro meio
de propagacao, antes da refracdo. Como o elemento r, da ma-
triz R, é uma fungao de k, somente coloca-se o indice indica-
tivo da superficie a qual ele esta associado (eq. 1.11.)

10
Rpp = , onde kapg = 1A

1l kAB nB

2. 0S SISTEMAS OPTICOS
2.1. Sistema de uma Unica Leni_e

Quando um raio luminoso atravessa um sistema opt -
co qualquer, ele sofre refragdes e transmissoes sucessivas. Por’
se rastrear o raio de luz pela aplicacdo das matrizes de tr:
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missao e refracdo, onde couber. Tomemos, por exemplo, o sis-
lema Optico que segue, que € uma objetiva simples [4].

Fig. 2.1 .
Inicialmente, dispdem-se de um raio luminoso que par-
i¢ de uma cota y, segundo um angulo O. Este raio transmite-
s¢ no meio 1, cujo indice de refracao absoluto é nj. Sabe-se
.Jue 0 ponte de chegada, para a formagao final da imagem,
. 0 ponto de cota y’ ¢ direcdo O’, no meio de propagacao 3.

0 1 7

Ap6s a transmissdao no meio 1, ocorre refracio do meio

para o meio 2. Pré multiplica-se a matriz de transmissao,

1) caso anterior, pela matriz de refragdo de I para 2, caracte-
-‘ando o rastreamento do raio luminoso.

=Rp T M

Agora ocorre a transmissao da luz no interior da lente
le espessura e.

I e 1 0 I % y
= TZRIZT]M
0 1 I']klz 0 1 ﬁ

Quando da ocorréncia de uma nova refracéo, desta vez
entre os meios Z € 3,

I O ] & 1 O‘I I % y
_ ; :R]2T]2R12T1N1
ry ka3l 10 1 ry kIZJ 0 1 iﬁ@_l

Por fim, hd a propagacdo da luz até o ponto onde se

forma a imagem. Este ultimo meio de propagacdo tem a es-
’ . " . . 4 ’ -~

pessura x’, que € a distdncia da imagem até a lente, entdo:

0 1 r2k23 0 1 r]kJZ 0 1 9

=T3Ry;3 TR Ty M

A anilise do problema nos fornece a informacdo que
os sucessivos produtos matriciais levam a imagem, a qual é
determinada pela matriz M’, logo
T3Ry3 TH)R;p Ty M = M’ 2.1
que € a expressdo matricial final.

2.2. Sistemas com vérias lentes
2.2.0. Sistema com duas lentes

Na pratica, o elemento de maior interesse é, justamente,
a tltima expressdo matricial escrita, como na pagina anterior.
Agora sera feita a andlise em um sistema Optico constituido
por duas lentes coladas. Um calculo prévio seria necessario
para a determinacdo dos elementos das matrizes constituin-
tes do sistema. Nessa parte, o interesse €, apenas, o de deter-
minar a seqiiencia correta dos produtos matriciais.

Fig. 2.2

TyR34 T3 Rp3 )R Ty M =M™

2.2.b. Sistemas com vdrias lentes.

Com a figura do sistema éptico, segue a expressao ma-
tricial .correspondente.

Tg R7g T7 Rg7 Tg Rsg Ts Rys T4 R34 T3 Rp3 T2 Ry
;M =M
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2.2.c. Matrizes do sistema éptico

A expressdo matricial entre as matrizes de transm{s-
sdo mais extremas, carregam informagdes somente do siste-
ma Optico, e por isso sdo chamadas de matrizes do sistema
optico. Nos casos anteriormente citados elas seriam expres-
sas por:

I) Lente simples
S; =Ry3 TRy

1I) Sistema de duas lentes
Sz = R34 T3 Rp3 TH Ry

I1I) Sistema de varias lentes
S3 =Ry T7R67 T6Rsg T5Ry5 Ty R34 T3Rp3 To R

Para os trés casos acima, as equacgdes matriciais po-
deriam ter sido escritas, simplificadamente, por

385 T1M =M,
T4S; Ty M =M,
TgS3 Ty M = M’ , respectivamente.

Il

As matrizes acima descritas sempre serdo da forma [4]
S = 2.2)

Em um sistema genérico, a aplicacdo das matrizes se-
nmaTySTyM = M, ou

1 xp a b 1 xq y y’
=) , logo
0 1| {c d| |0 1 ol |&
a+cxy, b+dxp| |v+6.x; y’
i = , ou
c d 0 6’

ay+axjy. 0 +cxpy+cxp.xy. 0+b. 0 +dx,.0 &

cy+cxp. 0+d.6 i}

Por igualdade entre as matrizes, apds as devidas evi-
denciagdes, tira-se

(atcxp)y + (axp+cxpxp+b+dxy). 0 =y (2.3)

A equagdo 2.3 informa que, dos infinitos raios lumi-
nosos que partem da extremidade do objeto, com cota y, que
atingem o sistema optico, todos éhegam na extremidade da
imagem, a qual possui cota y’. Isto informa que, independe,
da orientagao dos raios luminosos que paftem do objeto, da-
da por @ , caracterizando uma independéncia de & , logo o

. seu coeficiente deve ser nulo, entdo

axy + cxpxp + b + dx; = 0, que leva &

ax; + b .
= - 2.4), ond
*a cxXy + (24}, onds

Xy € a distdncia da lente at€’ a imagem;
X € a distancia do objeto até a lente;
a, b, ¢ e d sdo os elementos da matriz do sistema.

Observa-se a simplicidadé dos calculos com sistemas
oOpticos complexos, pois basta conhecer a matriz do sistema
e a distancia do objeto até o sistema, que € possivel determi-
nar a posicdo da imagem.

Outro elemento de fundamental importancia é obtido
a partir da equagdo 2.3, sem o termo em @ , por ser o seu
coeficiente nulo:

@+ cxpy =y, ou

a+cxp =y (25
'y
‘A equagdo 2.5 fornece a razdo entre a cota do objeto
e a cota da imagem [5], que € a ampliacdo, escala da foto em
relacdo ao objeto, ou, ainda, o aumento linear transversal [5].

3. CONCLUSAO

A aplica¢do de matrizes em Optica geométrica corres-
ponderia a se ter uma matriz de transformagéo que relaciona
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pontos do terreno com pontos da foto, a exemplo do que é
feito em Fotogrametria.

A determinagao da posi¢do dos pontos nodais, distan-
cia focal equivalente e andlise geral de um sistema Gptico, é
possivel, a partir das matrizes dos sistemas Opticos, 0 que nao
« muito explorado em Fotogrametria. Tém-se em mao uma
ferramenta de trabalho muito poderosa e que merece muita
aten¢do, visando, inclusive, descobrir outras. aplicacdes den-
tro de toda a sua potencialidade.

Prof. Wilson Alcantara Soares

CEFET - Pr. Av. Sete de Setembro, 3165
Departamento de Fisica — 80.000 Curitiba Pr.
UFPr - Centro Politécnico - Dep. de Fisica
Jardim das Américas — 80.000 Curitiba Pr.
Setor de Ciéncias Exatas.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

1. COX, A., OPTICA FOTOGRAFICA. BARCELONA;
Traduzido do Inglés por DURAN, R.S., 304p.

2 EISBERG, RM. LERNER, L.S.,, FISICA FUNDA-
MENTOS E APLICACOES, vol. IV, Sio Paulo, Editora
McGraw-Hill, 1983, 414p.

3 FERENCE JR, M., CURSO DE FfSICA - ONDAS (SOM
E LUZ). Sdo Paulo, Editora Edgard Bliicher Ltda; 224p.

4 HERZBERGER, M., MODERN GEOMETRICAL OP-
TICS. New York, Interscience Publishers, Inc., 1958, 504p.

5 SEARS, FW. ZEMANSKY, MW, FISICA - CALOR
- ONDAS - OPTICA. Vol II, Ao Livro Técnico, Rio de Ja-
neiro, 1973, 440p.

RBC - 41




