
o estudo da optica geometrica para sistemas opticos 

simples, tais como os de lentes delgadas e unicas, nao apre

sentam grandes dificuldades. Quando se parte par~ a analise 

de urn sistema mais complexo, como, por exemplo, a objetiva 

de uma maquina fotogrMica modema, metrica ou nao, torna

se quase impraticavel seguir 0 comportamento das imagens 

e respectivos objetos, que, sucessivamente, sao [ormados, lente 

por lente, atraves da objetiva, principalmente, no que diz res

peito a equa~6es detalhadas, 0 que faz com que aparec;am va

rias equac;6es com varias incognitas. 

A aplicac;ao de matrizes simplifica sobremaneira 0 ras

treamento do raio luminoso pela objetiva, ou em qualquer 

outro sistema optico, sendo, praticamente, uma tecnica do ti

po "Ray Tracyng", sendo que ainda tern a vantagem do usa 

de tecnicas computacionais. 

. A proposta deste material e informar sobre mais uma 

ferramenta de trabalho para os estudiosos do assunto e, em 

particular, para os fotogrametristas, visando, quem sabe? ser

vir de base para futuros trabalhos na area. 

1. AS MATRIZIES DIE APLlCA~AO 
1.1. Matriz de Tronsmissao 

A matriz de transrnissao e aquela que caracteriza a pas

sagem do raio luminoso por urn meio homogeneo (2) . 

Na fig. 1.1 tem-se que e e a expessura do meio de pro

pagaC;ao. 0 eixo x caracteriza 0 eixo optico do sistema, consi

derando que 0 sistema nao tern diston;:ao discentrada. A cota: 

do raio luminoso ao penetrar no meio e dada por y e ao sair 

por y'. A direc;ao* do raio luminoso e e ao penetrar no meio 
e (j' ao sair. 

Fig 1.1 

,~ Dire~ao e 0 angulo que a reta suparte, do raio lumi

nose forma com a horizontal ( e). 
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A cota y', com que 0 raia luminoso sai do meio de 

propagaC;ao, difere da cota de entra~a y de urn valor LI y fig 

1.1, de onde se tira que 

y + Lly = y' (1.1) 

sendo que a extensao de 11 y e dada par 

y = e . tg e. (1.2) 

Para situac;6es em que e e pequeno, tem-se 

e = tg e, entao: 

y = e . e e a equac;ao 1.1 .transforma-se em 

y + e. e = y' (1.3) _ 

A observac;ao da fig. 1.1 leva it igualdade 

e = e' (1.4) 

Monta-se 0 sistema abaixo 

y + e. () = y' 

e = e'. 

A expressao matricial do sistema e, 

Define-se a matriz de transrriissao T 

1.2. Matriz de RefrQ~ao 

A refrac;ao ocorre quando urn raio de luz muda de urn 

meio de propagaC;ao A para urn meio B. Na fig. 1.2.1, S e 

a superficie de separa~ao dos dois meios, e 0 dioptro. 0 pon
to de incidencia, no meio A, e 0 ponto de refra<;ao, no meio B 



[3], sao coincidentes, logo as suas respectivas cotas sao iguais. 

y = y' (1.5) 
As direc;oes dos raios incidente e refratado sao dadas 

pOT (j eli'; respectivamente. 

~'--:---

me io A 
n A \ 

me i o S 

nS 

Fig 1.2 

R e· 0 raio da superficie esferica S, cuja extremidade 

coincide com 0 ponto de incidencia. Areta suporte de R e 
a normal a superficie, n. f3 e f3' sao, respectivamente, os an

gulos de incidencia e refrac;:ao e a e urn angulo auxiliar. 

Da fig. 1.2.1; pode-se tirar as igualdades 

f3 = 
~'= 

sen 

sen 

(j + a (1.6) 

0' + ex (1.7); mas, 

a = y = y' -e, para 
If If 

ex -= ex , entao 

ex = ~ = y' (1.8) 
R R 

ex pequeno, 

Aplicando-se a lei de Snell-Descartes [3], resulta: 

n A . sen f3 = n B·sen f3' e, para f3 pequeno, 

llA· f3 =nB· ,8' (1.9) 

Substituindo-se as eqs. 1.7 em 1.9 

nA-( e + ex) = llB.( (j'+ ex), e as eqs. 1.8 le-
yam a: 

nA-( (j + ~) ~ nB.( (j + y'), onde 
R R 

IlA- e + nA·~ = nB. e' + nB. y' ,chegando-
R R se em: 

1 (n A _ 1) n A e _ e' _ . - .y + _. - (1.10) 
R nB llB 

Com as equac;oes 1.5 e 1.10, monta-se 0 sistema, apos fazer 

k: . 

y = y' 

1 (k - ]j.y + k. (j = e'. 
l[ 
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. Para simplificar a expressao, toma-se 

~ (k - 1) = r. (1.11) 
R . 

A, expressao matricial do sistema, anteriormente, des· 

crito e 

t :] [:] leJ 
Defini-se a matriz de refraC;ao por 2,1 

e as matrizes 
M e 

A aplicac;ao das matrizes de transmissao e de refrac;ao 

seriam expressas da forma 

TM = M' 
RM = M' 

Para melhor acompanhamento do trajeto do raio lu

minoso pelo sistema optico, acresce-se a matriz T e ao seu 

elemento e, urn indice, que indica 0 meio de propagac;:ao por 
onde 0 raio de luz passa. Ex.: 

[

I _ e~ 
TI = 

o 1 

Procedimento amilogo e feito com a matriz de refra

((aO, sendo 0 primeiro indice a referencia ao pr·imeiro meio 

de propagaC;ao, antes da refrac;ao. Como 0 elemento r, da rna· 

triz R, e uma fun9ao de k, somente coloca-se 0 indice indica· 

tivo da superficiea qual ele esta associado (eq. 1.11 .) 

2. OS SISTIEMAS OPTICOS 
2.1 . Sistema de uma Unica Lenre 

Quando urn raio luminoso atravessa urn sistema opt -

co qualquer, ele sofre refrac;:oes e transmissoes sucessivas. Po': 
se rastrear 0 raio de luz pela aplicac;:ao das matrizes de tr; 



Illissao e refrac;ao, onde couber. Tomemos, par exemplo, 0 sis
!l'ma optico que segue, que e uma objetiva simple,s [4]. 

Fig. 2.1 
Inicialmente, disp6em-se de urn raio luminoso que par

Il' de uma cola y, segundo urn angulo O. Este raio transmite
' C no meio 1, cujo indice de refrac;ao absoluto e n l' Sabe-se 
,Iue 0 pont(l) de chegada, para a forma~ao final da imagem, 
" 0 ponto de cota y ' e dire<;:ao 0 ' , no meio de propaga<;:ao 3. 

T1 . M. 

Apos a transnllssao no mejo 1, ocorre refra<;:ao do meio 
para 0 meio 2. Pre multijJlica-se a matriz de transmissao, 

~ . ) caso anterior, pela matriz de refra<;:ao de 1 para 2, caracte
'ando 0 rastreamento do raio luminoso. 

Agora ocorre a transmissao da luz no interior da lente 
je espessura e. 

Quando da ocorrencia de uma nova refra<;:ao, desta vez 
ent re os meios 2 e 3, 
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Por fim, ha a propaga<;:ao da luz ate 0 ponto onde se 
forma a imagem. Este ultimo meio de propagayao tern a es
pessura x' , que e a distancia da image~ ate a lente, entao: 

fl x '-I r 1 01 f 1 
eJ [1 a 1 [1 xl [y 1 

lo lJ J2 k23 l0 1 J1 kJ2J 0 lJ eJ= 

A analise do problema nos fornece a informa<;:ao que 
as sucessivos produtos matriciais levam a imagem, a qual e 
determinada pela matriz M', logo 

T3 R23 T2 RJ2 T1 M = M' (2.1 ) 
que e a expressao matricial final. 

2.2. Sistemas com v.rnrios ler.~e:s 

2.2.a. Sistema com duos lel'ltes 

Na pnitica, ° elemento de maior interesse e, justarnente, 
a ultima expressao matricial escrita, como na pagina anterior. 
Agora sera feita a analise em um sistema optico constituido 
por duas lentes coladas. Urn ca.lculo previo seria necessario 
para a determina<;:ao dos elementos das matrizes constituin
tes do sistema. Nessa parte, 0 interesse 'e, apenas, 0 de deter
minar a sequencia correta dos produtos matriciais. 

~" . Y-- .-- . . . __ . . 
1 2 3 4 

x :!{, 

Fig. 2.2 

2.:2.b. Sis~emas corn '1cries lera·~es. 

Com a Figura do sistema optico, segue a expressao ma
tricial .correspondente. 

TS R78 T7 R67 T6 R56 T5 R45 T4 R34 T3 R23 T2 R12 
T1 M = M ' 



Fig: 2.3 . 

2.2.c. Motrizes do sis~emo optico 

• 
A expressao matricial entre as matrizes de transtnis-

sao mais extremas, carregam informa(':ges so"mente do siste

ma optico, e par isso sao chamadas de matrizes do sistema 

optico. Nos casos anteriormente citados elas seriam expres

sas por: 

I) Lente simples 

S1 = R23 T2 R12 

II) Sistema de duas lentes 

S2 = R34 T3 R23 T2 R12 

III) Sistema de varias lentes 

S3 = R78 T7 R67 T6 R56 T5 R45 T4 R34 T3 R23 T2R12 

Para os tres casos acima, as equa<;:5es matriciais po

deriam ter sido escritas, simplificadamente, por 

T3 S1 T1 M = M' , 
T4 S2 T1 M = M' , 
T8 S3 T1 M = M' , respectivamente. 

As matrizes acima descritas sempre serao da forma [4] 

(2.2) 

Em um sistema generico, a apiica{:ao das matrizes se
lia Tn S T1 M = M ' , au 

, logo 
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[

ay+a'X1' 8 + c.xn·Y+ c.xn·X j. B+b. 8 +d.Xn.8] 

c.y+c.x j.8+d.B 

Por igualdade entre as matrizes, apos as devidas evi

dencia(,:oes, tira-se 

(a+c.xnJ·y + (a.xr !- c.Xj ,xn +b+d.xnJ. e, = y' (2.3) 

A equa~ao 2.3 informa que, dos infinitos raios lumi

nosos que partem da extremidade do objeto, com cota y, que 

atingem 0 sistema optico, todos chegam mi extremidade da 
imagem, a qual possui cota y' . Isto informa que, independe, 

da orie~ta(,:ao dos raios luminosos que partem do objeto, da

da por 8 , caracterizando uma independencia de e , logo 0 

. seu coeficiente deve ser nulo, entao 

a.x1 + b 

c.x1 + d 

0, que leva a 

(2.4), onde 

Xn e a dis tan cia da iente ate' a imagem; 
x 1 e a distiincia do objeto ate a lente; 

a, b, c e d sao os elementos da matriz do sistema. 

Observa-se a simplicidade dos calculos com sistemas 

opticos complexos, pois basta conhecer a matriz do sistema 

e a distiincia do objeto ate 0 sistema, que e possivel determi

nar a posi(,:ao da imagem. 

Outre elemento de fundamental impartiincia e obtido 

a partir da equa~ao 2.3, sem 0 termo em e , por ser 0 seu 

coeficiente nulo: 

(a + c.Xn).y y', ou 

a. + c.xn = y' (2.5) 

Y 
'A equa(,:ao 2.5 fomece a razao entre a cota do objeto 

e a cota da imagem [5], que e a amplia(,:ao, escala da foto em 

rela~ao ao objeto, ou, ainda, 0 aumento linear transversal [5]. 

3. CONC!..!,)SAO 

A aplica(,:ao de matrizes em optica geometric a corres
ponderia a se ter uma matriz de transformac,:ao que relaciona 



pontos do terreno com pontos da foto, a exemplo do que e 
feito em Fotogrametria. 

A determina~ao da posi~ao dos pontos nodais, distan
cia focal equivalente e amllise geral de urn sistema optico, e 
possivel, it partir das matrizes dos sistemas opticos, 0 que nao 
, muito explorado em Fotogrametria. Tem-se em mao uma 

ferramenta de trabalho muito poderosa e que merece muita 

aten~ao, visando, inclusive, descobrir outras. aplica~6es den

tro de toda a sua potencialidade. 
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