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1. Introdugéo

Este trabalho tem como objetivo apresentar o procedimento
do cileulo de ajustamento em fases de uma rede altimetrica de
precisdo através do método das equagGes de observagdo (método
dos pardmetros) e do método das equagdes de condigdo (método
dos correlatos). Sio apresentados também os resultados destes
ajustamentos obtidos de duas redes de nivelamento de pequeno
porte, assim como os resultados destas mesmas redes ajustadas
simultaneamente,

O ajustumento de observagdes pode ser classificado ¢m
duas categorias principais, segundo o niimero de observagaes evol-
vidin o cileulo; ajustamento simultaneo ¢ ajustamento pisso
LU0 (pOr PassOsT ou por estdgios). ¢ 7/

No caso do ajustamento de observagdes provenientes do
nivelamento geométrico, onde hd um nimero muito grande de
observagdes, recomenda-se 0 ajustamento passo a passo. Quan-
do, neste tipo de ajustamento, ha poucos elementos desconheci-
dos por estdgio, trata-se do ajustomento em fase, ¢ quando exis-
tem poucas vbservagdes envolvidas no processamento, trata-se do
ajustamento sequencial. Em resumo, tem-se:

SIMULTANEO
AJUSTAMENTO
DE
ONSERVAGOES ENI FASES
PASSO A PASYO)
SEQUENCIAL
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De acordo com J. M. Tienstra no livio ““Theory of the
Adjustment of Normally Distributed Observations™, o principio
do ajustamento em fases é /4/

Any problem of adjustment may be divided into an
arbitrary number of ph:ses, provided that, in each following phase,
cofactors resulting from preceding phase(s) are used!’

A importancia do ajustamento em fases estd diretamente
associada ao grande nimero de observagGes encontradas em re-
des a serem ajustadas a nivel continental. No Brasil, por exem-
plo, com certeza, ¢ impraticdvel a aplicacao do ajustamento si-
multdneo de toda a rede altimétrica de precisdo, devido as limita-
yoes de alocagdo de memoria computacional para tais observacdes.

Neste trabalho foram elaborados programas em linguagem
FORTRAN IV para o calculo dos ajustamentos e foram proces-
sados no sistema IBM 308! instalado na Fundacdo Instituto Bra-
sileiro de Geografia e Estatistica, na cidade do Rio de Janeiro.

Como ainda ndo foi feita uma otimizacdo de tais progra-
mas, a fim de uma melhor estruturacdo do [luxo do célculo, ndo
sdo apresentadas listagens destes programas neste trabalho,

Além disso, foram consideradas as covariincias das ob-
servagdes nulas & os pesos das observaydes inversamente propor-
cionais as distancias entre as referéncias de nivel que limiram uma
linha de nivelamento. /3/

A varidncia da unidade de peso a priori foi considerada
unitdria, isto &

2
g =1

2. Corregoes a serem aplicadas as Observogdes de Nivelamento
Geométrico de Precisao

Neste trabalho, nos exemplos apresentados, as diferengas
de nivel (desniveis) ‘‘observadas’ apresentadas nas tabelas [ e II
na verdade sdo consideradas como produto final de aplicacdo de
algumas correcdes a priori aos desniveis observados propriamen-
te ditos. Estas correcdes sdo: /1/

a) Corregdo de relragdo atmosférica
b) Correcdo astrondmica
¢) Corregdo ortomérrica

Além destas corregdes foram também consideradas as se-

suintes correcdes instrumentais:
a) Corregio de escala da mira
b) Corre¢io de remperatura da mira
¢) Currecio de colimacdo do nivel

As diferencas de nivel, que sdo utilizadas no ajustamento
das pequenas redes de nivelamento dos exemplos, foram, supos-
tamente, aplicadas as trés primeiras corregdes acima menciona-
das a fim de minimizar os efeitos dos erros sistematicos que ocor-
rem durante a execucdo do nivelamento.

A gualidade dos resultados finais de um ajustamento, in-
dependente do procedimento (nétodo) adotado, esta dirstamen-
te relacionada com a gualidade dos dados (diterenga de nivel, por
exemplo) utilizados no seu cileulo. Desta forma, pode-se alirmar
yue, se os dudos lorem tratados com a devida atenydo e cautela,
no que diz respeito Qs suas corregdes, os resultados podem ser
abtidos com mals seauranga,

3. Ajustamento Altimétrico através do Método das Equagées
de Observacao ’
3.1 Ajustomento Simultdneo
3.1.1. Meodelo Matemdtico
O modelo matematico deste método & /57, /2/ e /10/
L, = PiK)
[sto €, equacdes onde os valores observados ajustados sejam fun-
¢do dos pardmetros ajustados.
3.1.2. Caleulo
Os valores dos pardmetros ajustados sdo dados pelo seguinte vetor:
X, =X +%
Onde:
X, + vetor dos valores aproximados dos pardmetros
X : vetor das correcdes aos parimetros
Os valores observados ajustados sdo dados pelo veror:
Ly = Ly + ¥
Onde:
Ly : vetor dos valores observados

V 1 vetor dos residuos

O modelo matemdtico linearizado é dado por:

L+ V=FX)=FX, +X =F(X)+ X
Xﬂ
XQ
L, = F(X)
aw BF
2 X,
X

Vl = NAuuxl + Ll

n ]

Onde:
n o :onumero de equagdes de vbservagoes
oz ontmero de pardmetros incdégnitos
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A matriz dos coeficientes de peso das observacdes é dada por:

2 -1
P = o Lh

Onde:
2

O . varidncia a priori
o

& L : matriz varidncia-covaridncia dos valores observados
bl ™ »

O vetor das corregdes aos pardmetros é dado por:

X = (N1U
Onde:
N =ATPA
U=ATPL

Equagdes Normais:
NX+U=0

A maltriz varidncia-covaridncia das corregdes € dada por:

por:

A matriz varidncia-covaridncia dos valores observados ajustados
¢ dada por:

3 = oo ANIAT

A matriz varidncia-covaridncia dos residuos ¢ dada por:

Z2y=0, (ANTAT-PY

.A varidncia da observagdo de peso unitirio a posteriori € dada por:
2 Tpy
g 0 = V
S

(Onde:
S = u: nimero de graus de liberdade

3.2, Ajustamento em Fases
3.2.1, Conceituagao

O problema de observagdes indiretas pode também ser re-
solvido pelo ajustamento em fases. As equacdes de observagdo
sdo dadas por:
V=AX+1L com P’ : matriz dos coef. de peso

Entdo, dividindo o ajustamento em duas fases, as equa-
¢des tomam 0 seguinte aspecto:

Vi=A X+1  com P, : matriz dos coef. de peso
V,=A, X+ L, com P,:matriz dos coef. de peso

Onde os sub-indices das matrizes indicam a que fase do
ajustamento se referem.

Frimeira fose do ajustomento

As equagdes normais, para os dois conjuntos de equagdes
de observagdo, sdo as seguintes:

NX+U =0 (H
(N, + N)X + (U, +Uy) =0

Onde:

N, = A]

AIPIAI com Pile

=z
[
I

= A P L,

S
[

Fazendo X ser o vetor dos valores das correcdes a0s pa-
rimetros na primeira fase do ajustamento, logo, a partir da equa-
¢do (1), tém-se as equacgdes normais para esta fase:

Ny Xy +U =0

O vetor X, explicitado

o

A matriz dos coeficientes de peso dos pardmetros incognitos ¢
dada por: g
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O vetor dos valores ajustados dos pardmetros € dado por:

Xa = X + xl

O vetor dos residuos é dado por:

O vetor dos valcres observados ajustados ¢ dado por:

Segunda fase do ajustamento

Para a segunda fase do ajustamento, os valores encontra-
dos (calculados) para os pardmetros incognitos na primeira fase
sdo utilizados como valores observados, isto &

Lb = F (xal}

Fazendo X.ser o vetor dos valores das correcdes encon-
trados na sezunda fase, que é o vetor final dos valores das corre-
¢Oes no ajustamento, tem-se;

X, = X, + V3

Vi =X + N U,

As equagoes de observagdo para esta fase tém a ferma:

A, L] V‘

- - -

X, + = ou

| AX,+L=V

Ou ainda:

.'\: .‘(: T Ll = Vz

X, + N} U, = V3

com a seguinte mwiriz de coeficientes de peso:
P, 0 I

P o= onde: Py = Ny = 3
0 N, "

As equacGes normais sdo equivalentes as apresentadas
anteriormente:

A partir do que foi descrito acima, as seguintes conclu-
s0es podem ser escritas. Com respeito ao ajustamento em fases
de observagdes indiretas, as equagdes normaissao formadas usan-
do os valores dos pardmetros incognitos encontrados na primei-
ra fase do ajustamento. Os valores dos coeficientes de peso obti-
dos a partir da primeira fase (matriz varidncia-covaridncia dos
valores dos parametros ajustados) sdo utilizados na segunda fase.

Para ajustar estas equacdes de observagdo, juntamente com
as equagdes de observagdo do segundo conjunto, os valores dos
pardmetros incégnitos encontrados sdo equivalentes aqueles ob-
tidos quando so dois conjuntos de equagdes de observagdo s
ajustados simultaneamente.

A matriz dos coeficientes de peso dos pardmetros incog-
nitos P' = 3 \] , depois da segunda fase do ajustamento, equi-
vale aquela obrida através da solugdo combinada dos dois con-
juntos de equacoes de observagdo.

O valor minimo de VT P V pode ser obtido pela substi-
tuicdo dos valores desconhecidos encontrados através da segun-
da fase do ajustamento, nas equagdes de observagdo Ve V,, ou
pela equagio:

VIRV =B B, + 3P L+ U3 %

3.2.2. Exemplos

~ Sdo apresentados dois exemplos de redes altimétricas de
precisio. O primeiro exemplo (Figura A) tem as seguintes
caracteristicas:

nimero de equagdes de observagdo (n) = 14
nimero de parametros incognitos (u) = 6 -
nimero de graus de liberdade (n-u) = 8

O segundo esemplo (Figura B) tem as seguintes caracteristicas:

numero de equagdes de observagdo (n) = 9
ntimero de parametros incognitos (u) = S =
nimero de graus de liberdade (n - u) = 4

Nos anexos deste trabalho, podem ser encontrados os re-
sultados do ajustamento destes exemplos através do método das
equagdes de observagdo, simultaneamente e em duas fases.

O exemplo da figura A /8/ foi dividido em duas partes
também, A primeira fuse envolve os cireuitos | ¢ 2, ¢ a segunda
fase, 0§ circuitos 3 ¢ 4 (Figura Bl),
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Vale lembrar que o numero de circuitos (ou linhas) identi-
ficados nos ‘‘croquis’’, independentes entre si, estd relacionado
ao numero de referéncias de nivel fixas (injunges) consideradas
no ajustamento.

Nas tabelas [ e 11, sdo apresentados os valores observados
das diferengas de nivel, respectivamente, dos exemplos A & B.

Nas tabelas [l e |V, sdo apresentados os valores ajusta-
dos das diferencas de nivel, assim como os residuos encontrados
apds o ajustamento.

Nas tabelas V e VI, sdo apresentados os valores das alti-
tudes fixas e das ajustadas apds o ajustamento.”

Observou-se que os resultados dos ajustamentos, segun-
do o método ds equagdes de observacdo e o método das equa-
¢oes de condi¢do, foram idénticos.

Figura A

T

e

Legenda:

3%
g4
@ Referéncia de nivel com aititude fixa \'\. 12

© Referéncia de nivel com altitude desconhecida

Observagdo: As setas indicam o sentido em que o terreno se eleva,

Figura Al ae

T

Legenda:

'
i
"

F
O Circuito ou linha fechada da primeira l\h

= Circuito ou linha techada da segunda fase
Linha fechada ndo considerada no ajustamento

o om

Legenda: %
© Referéncia de nivel com altitude fixa
O Referéncia de nivel com altitude desconhecida
Observagdo: As setas indicam o sentido pelo qual foi feito o
nivelamento.

Figura Bl

Legenda:

O Circuito da primeira fase
7 Circuito da segunda fase

Tabela | -
LINHA  REFERENCIA DE NIVEL D:::‘f:fr DISTAMCIA
DE PARA o CTVADA » (km)

| T N20 12,3434 20,00
2 N30 Al 10,0410 25,00
3 Al6 Q17 15,9121 31,00
4 SN Q7 18128 28,00
5 N20 §22 22,1284 37,00
6 F25 s» 10,3317 32,00
7 N20 Fas 11,8103 41,00
8 Q7 ZI0 17,4588 37,00
Y Z10 Ti0 218147 39,00
1 Chk] T 24,0654 4100
1 F25 T30 344136 52,00
12 X3 T 15,4827 48,00
1 F15 X3 18,9476 45,00
4 TIa X3 42,3215 17,00

[OTAL 493,00
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30MATORIO DOS QUADRADOS DOS RESIDUOS

LINHA

H odm e feak

N
D]

SOMATORIO DOS QUADRADOS DOS RESIDULOS

REFERENCIA DE MIVEL

mommw2P > N o P

Tabela 1l

PARA

OmmmmOCQnNw

DIFERENCA
DE NIYEL
OBSERVADA (m)

124,632
217,168

- 92,791
248,754
S11,418

- 135,876

- 161,107

. -513,895
421,234
TOTAL

Tabela Il

REFERENCIA DE NIVEL DIFERENGA DE

DE

TIl
N20
Al6
s
N20
F25
20
Qi7
rall
512
+25
X32
F25

T2

PARA

N0
Al6
Q17
Q7
S22
522
F25
ZI0
T30
T30
T30
T30
X2
X312

NIYEL (m)

12,3500
10,0433
15,9081

38114
22,1399
10,3324
11,8075
17,4521

28175
24,0811
34,4135
154635
18,9479
42,3153

Tabela IV

REFERENCIA DE NIVEL DIFERENCA DE

DE

PARA

monE S M) E

m m

(]

MIVEL (m)

124,5307
217,1082
- 92,7941
248,848
- 11,3451
1358738
- 1ALUOSY
- P00

4211959

125,94
74,08
103,71,

316,69
140,75
7,78
194,46
122,23
148,16
1303,80

RESIDUO
(m)

0,0066
0,0023
- 0,0040
- 0,0014
0,0115
0,0007
- 0,0028
- 0,0067
0,0028
0,0157
- 0,0051
- 0,0172
0,0003
- 0,0062
0,0000

RESIDUO
{m)

-0.1013
- 0,0598
- 0.0031
00,0908
10,0729
00002
0,101
- B9
- 10,0381
0,003

Tabela V

REFERENCIA DE NIVEL ALTITUDE FIXA (m) ALTITUDE AJUSTADA (m)

T 1,3752 =3
Al6 23,7685 =
N20 — 13,7552
Ql7 - 39,6766
S22 = 35,8652
Z10 57,1287 —
F2s = 25,5327
T30 _ 59,9462
X32 = 44,4807
T2 2,1654 =
Tabela Vi

REFERENCIA DE NIYEL ALTITUDE FIXA (m) ALTITUDE AJUSTADA (m)

1679,4320 -
— 1803,9627
- 2021,0709
- 1928,2768
— 1507,0809
— 1668,0869

mTmoO®E

4. Ajustamento Altimétrico através do Método das Equagdes
de Condigao
4.1. Ajustamento Simultdneo
4.1.1. Modelo Matematico

O meodelo matematico deste mérodo & /37, /2/ e /10/
F(L) =0
Isto é, equagGes unde ha fungdes nulas que envolvam os
valores observados ajustados.
No caso do nivelamento geométrico ao longo de linhas
formando um circulo fechado, por exemplo, a soma algébrica de

todas as diferencas de nivel deveria ser nula, mas isto na prdtica
nio acontece devido aos erros de fechamento do prdprio circuito.

4.1.2. Caleulo
Os walores das obsersaydes ajustadas sio dados por:

by, =l ¥
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O modelo matematico linearizado é dado por:

F(l) = Fly + V) =F@Ly + 2F [ (@, -L) =0
J L,
Ly
F(ly) =W
B = 8 F :
d La P
Ly

0,

r

Ban Vl + W =
Onde:

r : niimero de equagdes de condicdo
n : numero de incognitas

A matriz dos coeficientes de peso das observagdes é dada por:
: ? |
P=0 i
o) i
Onde:

3 .
o, : varidncia a priori

> Ly matriz varidncia-covaridncia dos valores observados

O vetor dos residuos:
V =PI BTK
Onde:

K=-BPIBHW

A matriz varidncia-covariincia dos valores ajustados ¢ dada por:

= : -l 4 RpT -l -l
ELu_a,, [P -p1 BT M BP]

Ou ainda por:

2 '=af, [I-P" BT M' B] P

Onde:
M =28 pl gl

-

O, vandneia a priori

I matriz identidade de ordem n

i

P - matriz dos coeficientes de peso das observagdes

A matriz varaidncia- covaridncia dos valores observados:

z Lb = E Ln * E ¥
A varidncia da observagio Je peso unirario a posteriori € dada por:

2

Vipyv

r

a ._ondevTPv-_--KTw

(=1

4.2, Ajustamento em Fases
4.2.1. Conceituagao

O principio apreseniado na introdugdo deste trabalho po-
de ser aplicado ao ajustamento em fases arravés dus observacGes
condicionadas, assim como através das observacdes indiretas.

Assim, nas 2quacdes de condigao:

BV+W=20

Os pesos das observagoes sdo apresentados por uma ma-
triz diagonal P onde as covaridncias entre as observacges sao con-
sideradas nulas.

Para este tipo de ajustamento, considerando duas fases as-
sim como o caso anterior, as equagdes de condigdo de cada fase
53o:

Il
(=]
-~

(9]
=

BV + W,

It
(=}

B,V + W, 3)

Onde os sub-indices das matrizes indicam a que fase do

ajuitamento se referem.
O vetor dos residuos é o seguinte:

V=V +V, (4

Primeira fase do ajustamento

Seja V, o vetor dos residuos obtidos através da primeira
fase, usando o primeiro conjunto de equagdes de condigdo. Lo-
g0, 2 equagdo (2) toma a forma:

BV, +W, =0

com o mesmo procedimento do ajustamento simultdneo,
lem-ve:

. r 4
VI = l)l Bl l\’
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Oy
- K,

]

. )
K Wy

N

I

= B P! B

As equacdes normais desta fase 1ém a formax
. f .. :

By P! B K, + W, =0

NI Kl + “'I =. 0

A matriz dos coeficientes de peso para os correlatos € a inversa
da matriz N|, isto &

A matriz dos coeficientes de peso dos residuos € dada por:
P P y
\, = P! B/ N B, P!

A matriz dos coeficientes de peso dos valores observados ajusta-
dos ¢ entdo:

3.,

pl - 2

y V'

L}

2y

L= pt BN NP
i

Para esta primeira fase os valores ajustados sao dados por:.

L,I =1, +V

Segunda fase do ajustamento
O principio bdsico para o ajustamento de fases é a aplica-

¢do da marriz varidncia-covariancia dos valores observados ajus-
tados da primeira fase ( 3 ) no calculo da segunda fase.
a
|

Desta forma, entdo:

1 T
I\zzBJEL.lBE P, = EL'I

Sejam V, e K, os vetores dos residuos e dos correlatos obtidos
atraves da segunda fase.
Logo, o vetor dos correlatos é dado por:

K, } K, + K3

K, K3

A equagito (4) nas equagdes (2) e (3) dio como resultado:

By (V, 4+ Vo) + W, =0

B,(Vy + V) + W, = 0
Bl \'l + B| \": + “I; =0 d [51
B,V , + B,V + Wy =0 . (6)

Substituindo V|, como-obtido através da primeira fase do ajus-
tamento, nas equagdes (5) e (6), tem-se:
(B, V; + W,)+B, V; =0

Como B, V, + W, =0 ,logo:

B, V;=0 7
B, V, + (W, +.B, \,)=0

Fazendo B, V|, + W; = W) , tem-se:

B, V, + Wy=0 (8)

Usando o método dos minimos quadrados, tem-se, a partir de
(7) e (8) as seguintes equagdes correlatas:

v, =P B Ky + P4 B} K} ©
E as equagles normais:

N, Ky + B, P By K3 =0

Fazendo algumas 1ra.nsf6rmar;6cs lem-se:

Ky =-N; B, P! B; K} (0

Ky =Ny Wi
Substituindo a equacdo (10) na equacio (9), tem-se:
T
L -— "
o> ELIll B, K3 ()]
As equagdes normais para a segunda fase sao dadas por:

B, 21 By Kj+ Ky=0 | (12)
e ’l ’




As equagdes (11) e (12) sdo, respectivamente, as equacdes
correlatas e as normais que satisfazem as equagdes de condigio
para a segunda fase do ajustamento. Em outras palavras, as equa-
cdes (7) e (8) sdo formadas usando os vdlores ajustados obtidos
através da primeira fase do ajustamento como as quantidades ob-
servadas, e os coeficientes de peso das quantidades ajustadas
( E La|) sdo usados como pesos das quantidades observadas na

segunda fase do ajustamento para formar as equacdes normais
e as equagdes correlatas. Entdo, os residuos obtidos a partir da
segunda fase do ajustamento (V,) mais os residuos obtidos atra-
vés da primeira fase do ajustamento (V) serdo iguais aqueles ob-
tidos através do ajustamento simltdneo.

O valor minimo de VT P V pode ser obtido separadamen-
te para cada fase:

K] W, = K| N} K (13)

[

i ‘
V| PV,

VIPV,=-Ky W, = K Ny K, (14)

O valor final do somatdrio dos quadrados dos residuos é dado
pela adigdo das equacdes (13) e (14):

VIPV =K N K + Ki Ny K,

4.2.2, Exemplos

Os mesmos exemplos apresentados no item 3.2.2, foram
utilizados para o ajustamento pelo método das equagdes de con-
dicdo. O exemplo da figura A tem as seguintes caracteristicas;

numero de equagdes de condigdo (r) = 8
nimero de graus de liberdade =3
nimero de incognitas = 14

O exemplo da figura B tem as seguintes caracteristicas:
nimero de equagdes de condigdo (r) = 4
nimero de graus de liberdade 4
nimero de incognitas =9
iNas tabelas deste trabalho, sdo encontrados os resultados
do ajustamento destes exemplos através do método das 2quagdes
de condigdo, simultuneamente e em duas fases.
Para o ujustamento em fases, a rede foi dividida da mes-
ma forma que no caso anterior para os dois exemplos.
As altitudes ajustadas e os residuos apresentados nas ta-
belas sdo 05 mesmos obtidos, quando aplicade o outro método
de ajustamento nas redes altimétricas.

Il

5. Conclusao

i

Através dos dois casos analisados de redes altimétricas de

precisdo, vé-se a prande aplicabilidade do ajustamento em fases.
Quando se traa de redes de grande porte, com um nimero aran-
de de observayoes, aconseltha-se este procedimento no vileulo do
djusiamento,

A adocio do metodo de ajustamento (paramétrico ou Jdos

correlatos) estd associada ao armazenamento, na memoria <lo com-
putador, das varidveis (matrizes e vetores). Notou-se que u:ilizando
o método dos pardmetros, foi necessario inverter uma matriz de
ordem 6, enquanto que, utilizando o outro métode (dos correla-
tos), a matriz a ser invertida é de ordem 8. Este pode ser um pon-
to a favor do método dos pardmetros, no caso do ajustamento
simultdneo, para o exemplo da figura A. Jd no outro exemplo,
foi preciso inverter uma matriz de ordem 3, utilizando o método
dos parametros, enquanto que, utilizando o outro mérodo, a ma-
triz a ser invertida foi de ordem 4, no ajustamento simultdnev.

A viabilidade do emprego do ajustamento em fases relati-
vo a redes altimétricas de precisdo, pode ser encontrada, por exem-
plo, no ajustamento da Rede de Nivelamento Australiana »9/. Na-
quele pais, houve uma divisdo da rede em cinco partes, gerando,
entdo, cinco fases de ajustamento.

No caso do nosso pais, mesmo tratando-se de uma drea
maior que a da Australia, é possivel a adegio de uma metodolo-
gia para um ajustamento altimétrico em fases. Deve-se, portanio,
dar uma arenydo especial a propagagio de erros 20 longo dos cir-
cuitos e linhas a serem inseridos no ajustamento.

Sabe-se, portanto, que o ajustamento de redes de nivela-
mento ¢ 0 ajustamento de redes gravimérricas irabalham com mo-
delos matemdticos lineares, logo quando adota-se © meétodo das
equacdes de observagdo no processo do ajustamento, o caleulo
deve ser ndo interativo, isto &, o cilculo deve se processar direta-
mente. As expressdes, para este ¢aso, para se obter as observa-
¢des ajustadas (desniveis) e parametros também ajustados (alti-
tudes) sdo, respectivamenta:

L,=V+AX,+C

X,=~(ATP AY ATP (C-Ly)
Onde C é o vetor de constantes contendo valores de alti-

tudes [ixas para o ajustamento.
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