PROJECAO DE MERCATOR: RESOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO USANDC O METODO D
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SUMARIO

Este artigo descreve como sofucionar o probiety
inverso da proje¢ao de Merestor (dadas as coordenaius
de um ponto na superiicie de represcnlagao, obler as
correspondentes courtcnadas na superficie de referdn
cia) utilizando o metodo de Newron-Raphson para de-
terminagdo das raizzss reais de uma cquagdo.
Adicionalmentc sdo apresentados programas pura cal-
culadoras de 1dgica RPN ygue solucionam os problemas
direto e inverso nessa projegfo cartografica.

INTRODUCAO

Como se sabe, a projegio cilindrica de Mcercator
¢ usada na produgdo das cartas nauticas da Dirctoria de
Hidrogralia ¢ Naveg . 3o (DHN). A resolugio do pro-
biema direto nessa projegdo (i.€., conhecidas as coor-
denadas de um nonto na superficie de referéncia,
calcular as coordenadas do mesmo ponto na superficie
de representagdao) € tratada rotineiramente na Divisdo
de Cartografia da DHN, nada havendo a acrescentar. A
resclugdo do problema inver<o (i.é., conhecidas as
coordenadas (X,Y) de um ponto na superficie de repre-
sentagdo, calcular as coordenadas (g,A) do mesmo
poato na superficie de referéncia), no entanto, ndo ¢ 140
trivial, devido a impossibilidade de cxplicitar o clati-
tude geodésica) na expressdo de y (latitude isometrica)
(1). O problema, naturaimente comporta varias alier-
nativas de solugdo. O artigo a seguir descreve como a
questdo foi resolvida, atendendo as especificagoes de
precisdo ¢ tempo de resposta estabelecidos, em-
pregando-se o métodn de Newton - Raphson para de-
terminagdo das raizes reais de uma cquagio.

Cabe observar gue essa solugdo foi concebhidu
inicialmente ha poueco menos e dez anos, wo sc trelar
da questdo da digitalizagdo das Folhas de Bordo (FB)
no sistema de Cartografia Apoiada por Computador
(CAC) da DHN. No entanto, dificuldades adicionars
surgidas devido ao reccio de ocorréncia de defor-
mag0es no suporte (papel ou plastico) que contem o
mapa ou carta a ser digitalizado Izcram com que essa
solugdo fosse abandonadzs em tavor de uma cenversio
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de coordenudas via (ransforriagdo geometrica (trans-
formagdo alim geral), aprovertando-se a existencia, no
pregado pela DHN,

npreg de pontos

sistetna convenciona! ¢

de controle situados nas pro amidades dos canlos do

mapa a ser digitaiizado. Esses pontos de controle for-
neceln 0 conjunco de pontos omuns wos dois espagos
envolvidos no probicma (sistema de coordenadas da
mese de digitalizag¢do ¢ 5 stema de coordenadas
geodesicas) com um grauw de liberdade que permite
“absorver” 0 Ttrabalho” do plustico ou pupei. E verdade
que se poderia tentar iastsur ra solugdo pelo metodo de
Newton - Raphson, usando os pontos de cuntrole ¢
realizando um gjustamenio peio metodo dos miniros
quadrados (MMQ): para is wiccunstdneias cdesoriias,

entretanto, o encaminhament du questdo i iranstor-

magdon geometrica pareccy oum mals simples, nidm de
ndo impactar de forma tdo signilicativa o tempo de
processumerito. O surgimenic de circunsténcias distin-
las das citadas, ligadas ao esyuema de cartas eletréni-
cas, velo resgatac a solugao via Newton - Raphson de
umdnierecido esquecimento.

A PROJECAO DE MERCATOR

No sistema citindriee de Mercator, caso tan-
sente, shoas seguinics us o ndigoes imnictais (ver figu-

ra |):

- as transformadas dos meridianos sio obtidas
pulas projegoes desses meridianos sobre o ci-
lindro tangente a suoerficie de referéneia, no
Equador. Dessa fonna as trans{ormadas dos
mertdianos serdo rouas pespemdicufares ao
Equador ¢ igualmente espagadas:

pa superlicic dic reterénzia us paraleles sdo

circunferéncias paraiclas ao Equador. Dessa
forma, as transformadas Jdos paraleios serde
representadas como cias paraielas ao Equador
2 COM U MESMO com riinento que este:

o centro da represcontagdo € tomado como

semdu 2iotersegat do Eduador cotn o meridia-

no centrai. A truos o mada do Logwador contem



o cixo X e a transformada do meridiano central
conté¢m o ¢ixo Y.

O desenvolvimento, no plano, do cilindro tan-
i ¢

gente wo Equador ¢ mostrado na figura 2.
A partir das condigdcs iniciais estabelecidas per-
cebe-se que:

- X ¢ uma fungdo lincar da longitude:
X=ClA*CZ;

- Y ¢ fungdo apenas da latitude: Y = [ (@).

A projegdo de Mercalor € uma projegdo con-
forme. Conformidade significa preservagio de angulos,
0 que scrd obtido se o fawor de escala independer da
orientagao de um arco elementar. Analiticamente, a
condigdo de conformidade podc ser cxpressa como a
seguir (2):

N

m°=

~
= |Q

&
7
i = fator de cscala
¢, i, g = quantidudes fundamentais de Gauss
relativas a superficie de referéncia,
E, F, G = quantidadcs fundamentais de Gauss re-
lativas a superficie de representagdo.

sendo

A vista das condigdes inicinis estabeledidas e
considerando que, para o caso prescente, a superlicie de
referéncia ¢ um elipsoide, tem-se:

e = M?

f=F=0

g = Nzcoscp

dY .2

E=(="-)" )

do

- 3X2 -
F=(p) @

sendo: M = pequenc normal
N = grande normal

Substituindo, na condigdo analitica de conformi-
dade, ¢5 quantidades tsncaincutais de Gausy por suas
expressoes, veni:

dY.,

(dg) "

M Ncove

Extraindo as raizes e separando as variaveis ...

i T
Ncosp

M - 2 5

Ocorre que — =dy (latitude isométricu);
Neosp

assim, subslituindo dy por scu valor ¢ intcgrando a

cquagido difcicncial, vem ..
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L—-c.yeng ..

_— g
Y=Cl.in|[ig(45 +E.cp)].( | #E3

1+e.seng
na expressio anterior e ¢ a exceatricidade do
elipsoide utilizado.

A determinagio das constantes de integragio,
para o caso comuni, com o cilindro tangeate a0 Equa-
“or, fornece (2):

- Cl = a, sendo a o semi - cixo mator do elip-

soide empregado;

- C2=-ua.Ao,sendo Ao a longitude do meridiano

de refleréncia. Se¢ esse meridiano for o de
Grecnwich, como ocorre normalimente, C2 =0;

- €3 =0,

Quando se convenciona que a superiicie de pro-
jegao ¢ um cilindro secante - como vcorre na DHN -,
com dois paralelos - padrdo, tem- se:

-Cl = Nmcospm, sendo pm a latitude do
paralelo padrio ou de referéneia: gm = (@l +
®2)/2,sendo @l e @2 os paralelos de secdncia;

- C2 = - Nmcosgpm.lo. Quando o meridiano de
referéncia for o de Greenwich, como ocorre
normalmente, C2 = 0,

-C3 =0.

Dessa forma, para o caso em que a latitude de
referéncia € o proprio Equador (4), as expressoes que
permilem a resolugdao do problema direto, possibili-
tando a construgdo do reticulado da carta de mercalor,
sao:

X=a.A(5)

_ 1 -e.sen

Y=a.ln f [45°+ . @)].(——‘p) l=a.y
2 | +e.seng -
sendo: (X,Y) = coordenadas na superlicie de repre-

senlagdo (coordenadas planas);
= courdenadas na stiperlicie de referco-
cia (coordenadas geodcsicas no elip-

soide);

(. A

¢ = excentricidade do elipsoide;
a = scmi - eixo maior do elipsoide;
w = latitude isométrica (1)
Observar que a unidade em que estardo expres-

sos X ¢ Y serd a mesma usada para a, desde que A ey
cstejam expressos em radianos.

PROBLEMA INVERSO

O problema inverso, na projegao de Mercator,
terd de serresolvido por umn processo iteralivo, uma vee



que ndo existe possibilidade de colocar @ como tungdo

explicita de w. Os passos & seguir sdo:

- calcular a longitude \:
=26
a

A expressdo acima fornece A erm radianos.

- calcular a latitude isometrica:
Y
=—(7
L a( )

A expressao acima fornece w em radianos.

- calcular a latitude geodésica ¢ correspondente
a latitude isométrica y por um processo itera-
tivo. No casao presente empregou-se o metodo
de Newton - Raphson (Menezes, 1981,
Mirshawka, 1987).

METODO DE NEWTON - RAPHSON

Seja a fung@o nao linear f(x) = 0; os passos a
seguir para sua solugdo, segundo o método de Newton
- Raphson, sao:

- estimar um valor inicial xo para a solugdo;

- calcular aproximagGes sucessivas da solugdo
de forma iterativa (xn), segundo a [érmula das
tangentes ou de Newton - Raphson:

f(xn-1)

X0 = kel o=

f(xn-1)

- interromper as iteragdes quando |xn - xn-
1|< e, sendo ¢ a tolerdncia fixada. A solugdo
para f(x) = Oserd X = xn ¢ a incerteza estard no
entorno de *+ €.

Aplicando o m<todo ao caso presente, conside-
rando que

1~ &.8¢e
w=|nlg(45'+l.<p)+—l.c.ln_‘w
2 2 | +e.seng

¢ que a fungdo ndo linear cuja solugdo &
procurada & [(¢) = 0, i.é.,

f(p) = % {In(1+sen@) - In(1-seng) +

+e.In(l-eseng)-e. In(l +e.sen@) | -y =0

segue-se que:

- & estimativa inicial da solu¢do pode ser obtida
admitindo-se a Terra esférica ¢, como con-
seqiiéncia, ¢ = 0. Nesse caso,

w=1In[ 1g( 45" + 22y
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donde...

T

[N =

po=2tg ' (eV)-

Observar que, na expressao acima, e ¢ a base dos

logaritmos naturais (e = 2, 718281828).

- as solugdes subseqgdentes sio obtidas em-
pregando-se a expressdao

Mepn-1)

- = .
Pn = en [(en-1)

sendo
f(pn-1) = %[ln(l*fscrxpn—i) —In(l-scnopn—1)+
re. In{l-esenpn—1) —e.In(l+esenpn-1)| ~y =0

(1-¢%

(1= czscnchn—l) .cospn—|

f(pn-1)=

- aconvergéncia serda obtida quando | A | S 10°¢
(i.é, ao centésimo de segundos, com @ ex-
presso na forma GG.MMSS notagdo da calcu-
ladora HP - 41CV).

PROGRAMAS DE PROCESSAMENTO

Em anexo sdo apreseatados programas de pro-
cessamento para a caiculudora HP - 41CV para
resolug¢ao do problema direto (programe MERPD) ¢
inverso (programa MERPI) da projegio de Mercator.,
Os programas utilizam o clinsoide de Hayterd, de uso
corrente na DHN, como supcrficie de referdénceia (a =
6.378.388,0 m; ¢ = 0,081991890); no entanto, caso seja
de interesse do utilizado- alterar os valores dos’
pardmetros definidores do ¢lipsdides, ndo existern difi-
culdades maiores para [az¢ -lo. Os programas empre-
gam s expressaes e a logica apresentadas neste artigo,
devendo ser observado que as expressoes correspon-
dem a0 caso do cilindro tangeante.

Programa MERPD:

- resolve o problema direto da proje¢do da Mer-
cator, caso cilindro tangente, utilizando o elip-
soide de Hayford,

- 0 programa solicita os valores da latitude
(LAT?) e longitude (LON?), os quais devem
ser fornecidos na forma GG.MMSSdd; imedia-
tamente antes de cada solicitagdo de dados o
programa alerts o utilizador, por meio de um
sinal sonoro;

- o programa exibe no visor os valores de Xe Y,
em melros, a0 milimetro;

apos uma conversdo (@,A) — (X,Y) o programa
volla a solicitar novos valores para conversio.



Programa MERPH:

- resolve o problema inverso da projegdao de
Mercator, caso do cilindro tangeate, utilizando
o clipsoide de Haylord;

o programa solicita os valores de X (X7) e Y
(Y, os quais devem ser fornecidos ¢m me-
tros, com 8 precisao disponivel; imediatamente
antes de cada solicitagdo de dados o programa
alerta o utilicador, por meio de um sinal so-
noro;

0 programa cxibe nu visor o valor da longitude

(LON=GG.MMSSdd);

- 0 programa cxibe no visor o valor inicial; da
latitude ( LATo = GG.MMSSdd);

- 0 prograima cxibe no visor o numero da ite-

ragio (NR ITER=1 ou 2 ou 3). Observar que

nio-sc espera ler de iterar mais de (rés veses;

H

o programa calcula ¢ exibe no visor o valor da
latitude correspondente a cada iteragdo
(LAT=GG.MMSSdd):

- quando ocorre comvergéncia, i€,
| Ap [= | ¢pn - pn-1 | < 0,0000001, adinite=se
obtido o valor lina: da latitude, o qual € ¢xi-
bido no visor (LATr=GG.MMSSdd); nido
sendo 0 cus0 O programa volla a iterar;

quando

- apos utna conversio (X,Y) — (@,A) o prograina
volta a solicitar novos valores pura conversio.

DADOS DE TESTE

Os valores apresentados a sceguir foram obtidos
com os programas MERPD ¢ MERPI. Obscrvar que
conferem com os valores caiculados mediante o uso do
formuldrio DHN - 5102 (cm anexo), com um detalhe:
aqui sc trabalhou com o cilindro tangente no Equador.
No Equador, portanto, a delurmagio ¢ nula; dessa
forma, ao usar o lormuldrio DHN - 5102, considerou-
se 0 valor de u (unjdade da carta) sobre o Equador. A
DHN, normalmente, emprepa a opgao cilindro secante
¢ no cileulo do reticulado usa um valor da unidade da
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carta relativo a lutitude media entre os dois paralelos
de sceancia. devido a questio da superposigio entre
carlas nduticas consceutivas. A resolugdo das cquagoes
dilcrenciais furnece a iesma solugdo, mas os valores
das constantes de inlegragao siao dilerentes nos dois
casos, conforme se viu, ji que as condicdes iniciais sdo
diferentes.

: |
| LONG |

LAT | Y (in) X (m)

0 0,0 0’ 0,0
s° | 553.589,906 5° | 556.619,358
10° § L111.487,506 | 107 | 1.113.238.716
15° |1.678.166,840 | 15° | 1.669.858,074

20° 2.258.45v,780 20° 2.226.477,431

25° 2.857.728,749 - &

300 1 3.482.235,799 - -

OBSERVACOES

(1) Ou latitude crescida.

(2) Para detalhes complementares deve ser consultada
a bibliogrulia relacionada ao (inal do artigo.

(3) A expressido ¢ oblida por meio da matriz de trans-
fortnagdo que liga a superticie de reieréneia 4 su-
perlicie de representagao.

(4) Essa situagao pode ser vista como um caso limite
do cilindro sceante, sendo Nm = a ¢ cosgpm = [, O
estabeleciinento das expressces gue resolvem o
problema direto, para o cilindro secante, ¢ inteira-
mentc sinular & mostrada no lexto principal, i. ¢.,

X = Nm.cosepm. A
]~ c.scng)

Y = Nm. cosqpu. In ([tg (457 + -l- )] (
2 L + eseng

= Nm cos pim.y

(5) X = a.(A - Av), para 0 cas0 em que 0 merdiano de
referinceia nao lor o de Greenwich.
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Figura 1
ANY
Meridiano Central ou de Origem
(Transtormada )
i1 > X
0 |
E€quador ( Traonstor nadu )
Figura 2
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01 LBL "MERPD”
02 FIX 9

03 6378388
04 STO 0C
05 8199189 E-§
06 STO 01
07 STO 02
08 BEEP

09 “LAT 7~
10 PROMPT
11 HR

12 STO 02
13 RBEEP

(4 ~LON 2™
IS PROMET
{6 HR

17 STO 03
18 D-R

19 ENTER
20 RCL 00
21 *

22 FIX 3

23 "X =

24 ARCL X
25 AVIEW
26 STOP

27 FIX 9

28 RCL 02
29 ENTER
30 2

31/

32 @S

33 +

34 TAN

35 STO 04
36 |

37 ENTER
38 RCL 01
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PROGRAMA MERPD

39 ENTER
40 RCL 02
41 SIN

42 *

43 -

44 STO 05
45 |

46 ENTER
47 RCL 0]
48 ENTER
49 RCL 02
50 SIN

= s

52+

53 §T |05
54 RCL 0!
55 ENTER
502

8% 1

58 STO 06
59 RCL 05
60 ENTER
61 RCL 06
62 Y X

63 ENTER
64 RCL 04
65 %

66 LN

67 ENTER
68 RCL 00
69 *

70 FIX 3
717Y =
72 ARCL X
73 AVIEW
74 STOP
75 GTO 02




0! LBL *MERPI"

02 FIX 9
03 6378388
04 STO I

05 8199189 E-8§

06 STO 01
07 LBL 01
08 BEEP
09 “X 7

10 PROMPT
11 STO 02
12 BEEP
13-y 7~
14 PROMPT
15 STC 03
16 RCL 02
17 ENTER
18 RCL 11
19/

20 R-D

21 HMS

22 FIX 6
23 "LON =
24 ARCL X
25 AVIEW
26 STOP
27 FIX 9
28 RCL 03
29 ENTER
30 RCL 11
31/

32 STO 04
330

34 STO 05
35 RCL 04
36 ENTER
37 E X

38 ATAN
392

40>

41 90

42 -

43 STO 06
44 HMS
45 FIX 5
46 “LATO =
47 ARCL X

PROGRAMA MERPI

81

48 AVIEW
49 STOP
50 LBL. 03
51 FIX 9
52 1

53 51 + 05
54 RCL 05
35 FiX 0
50 “NR ITER
ST ARCL X
S8 AVIEW
59 STOP
60 FIX 9
61 RCL 06
62 SIN

63 STO 07
6+ ENTER
65 RCL 01
66 *

67 STO 08
68 1

59 ENTER
70 RCL 07
71+

72 LN

73 STO 09
74 1

75 ENTER
76 RCL 07
77 -

78 LN

79 ST - 09
80 1

81 ENTER
82 RCL 08
83 -

34 LN

85 ENTER
86 RCL 01
g7 *

88 ST + 09
39 1

90 ENTER
91 RCL 08
92 +

93 LN

94 ENTER



95 RCL 01
96 *

97 ST - 09
98 RCL 09
99 ENTER
100 2

ot/

102 RCL 04
103 -

104 STO 09
105 1

106 ENTER
107 RCL 01
108 X 2
109 -

110 STO 00

114 X 2
115 ENTER
116 RCL 07
117X 2
118 *

119 -

120 ENTER
121 RCL 06
122 COS
123 *

124 ST/ 00
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125 RCL OU
126 ST/ 09
127 RCL 09
128 CHS
129 R-D
[30 ENTER
131 RCL 06
132 +

133 STO 06
134 HMS
135 FIX S
136 "LAT =
137 ARCL X
138 AVIEW
139 STOP
140 FIX 9
141 1E-7
{42 ENTER
143 RCL 09
144 ABS
145 X>Y"
146 GTO 03
147 RCL 06
148 HMS
149 FiX 6
15¢ "LATF =
51 ARCL X
152 AVIEW
153 STOP
154 GTO 01
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