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RESUMO.

As normas mais recentes da Organizagdo Hidrografica Internacional (1995)
estabelecem padrdes minimos para os levantamentos hidrograficos (LH), com o
proposito de garantir sua confiabilidade, e determinam que a incerteza espacial
relativa aos dados obtidos no levantamento seja adequadamente quantificada.
Com essa finalidade - quantificar adequadamente a incerteza espacial associada
as coordenadas determinadas no LH - este artigo desenvolve exemplos de
propagacao de variancias e covariancias a partir de situagdes reais relativas aos
métodos topo - geodésicos convencionais mais empregados pela Diretoria de
Hidrografia e Navegacao (DHN).

INTRODUCAO.

Todas as medidas (ou observagdes, neste contexto) realizadas em qualquer
ciéncia experimental estdao sujeitas as chamadas “flutuagdes probabilisticas” (ou
‘erros de observacao”, no jargao dos autores classicos), uma vez que uma medida
(observagdo) se comporta como uma variavel aleatoria, podendo assumir
qualquer valor do espagco amostral, com uma certa probabilidade. E necessario,
contudo, estabelecer um valor Unico para a grandeza medida, trabalho que fica
por conta do assim denominado “Ajustamento de Observagoes”. Quando se
trabalha com observagoes diretas de mesmo grau de confidnga, p. e., tal valor
Unico - dito valor mais provavel da grandeza - é fornecido pela média aritmética
simples dos valores obtidos pela observagdo. Dessa forma, todos estdo
habituados a adotar como valor angular de uma certa direcao a média aritmética
simples das vdrias reiteragdes realizadas. Isso, no entanto, ndo é ainda o
suficiente: no mesmo tipo-de-calculo DHN-5308 (Valor Médio de Diregdo) em que
sao registrados os valores das reiteragdes e sua média (que sera o valor adotado
para a direcdo) é calculado e registrado o valor do erro médio quadratico (m)
relativo ao valor adotado. O erro médio quadratico (emq) constitui um estimador
da exatidao da medida e informa sobre o afastamento do valor adotado em
relacdo ao verdadeiro valor da grandeza. Em outras palavras: o emq informa
sobre o erro associado ao valor adotado para a grandeza. Naturalmente esse erro
se propagara a qualquer outro valor que seja calculado (coordenadas, p. e.)
usando o valor original. O conhecimento das exatiddes associadas aos varios
valores utilizados nas diversas operagdes topo-geodésicas € que possibilitara
manter redes geodésicas geométricas e homogéneas, cadastros de coordenadas
confiaveis, além de permitir estimar o nivel de confidnga da posicado de uma
sondagem batimétrica. O ramo da Teoria dos Erros que permite avaliar a exatidao
do resultado de uma operagao topografica, geodésica ou hidrografica em fungéo
das exatidées dos valores utilizados para chegar a esse resultado denomina-se
Teoria da Propagacao dos Erros. Essa Teoria permite, p. e., que se conheca a
exatidao das coordenadas dos vértices de uma poligonal, permitindo também a
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simulacado da poligonal, em gabinete, e a escolha da melhor alternativa ou melhor
ante-projeto, antes mesmo de sua concretizagéo, no campo. O prego a pagar pela
nao utilizacao dessa ferramenta é a realizacao de trabalhos cujo valor real
ninguém conhece e a geracéao de produtos cartograficos cujos inevitaveis conflitos
terao de ser resolvidos por processos intuitivos e cuja confiabilidade nao é
possivel estimar.

EXATIDAO. ERRO MEDIO QUADRATICO (emq).
Seja uma sequéncia finita L de observagdes da mesma quantidade fisica:

L = ( |1, |2: |3’ sy In)

Como se sabe, o erro médio quadratico (emq) foi estabelecido por Gauss
como estimador da exatidao (acuracia, nos textos produzidos pela DHN) com que
foi realizada uma observacdo. O emq (m) de uma observagédo isolada
corresponde a raiz quadrada da média dos quadrados dos erros; como O erro
conhecido é o erro aparente (afastamento em relacdo a média M das
observagoes), vem
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O emq constitui um padrao de comparagao entre duas séries de medidas:
para duas séries contendo o mesmo numero de observagdes, é mais exata
(acurada) a que apresentar o menor valor do emq.

Cabe notar que a exatidao (estimada pelo emq) pretende medir o
afastamento em relagdo ao verdadeiro valor da grandeza, enquanto a precisao
(medida pelo desvio padrao) mede o afastamento em relagdao a média. Dessa
forma, o conceito de precisao inclui os erros acidentais e o conceito de exatidao
inclui os erros acidentais e sistematicos. Precisdo e exatidao sdo calculadas
usando-se as mesmas expressoes.

Erro relativo é a relagédo entre o erro cometido ao se determinar o valor de
uma grandeza e o valor dessa grandeza. P. e., se uma poligonal possui um
comprimento de 12.000 metros e apresentou um erro de fechamento linear de 0,5
metro, seu erro relativo foi de 1:24.000. O erro relativo também pode ser estimado
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usando-se o valor mais provavel da grandeza e seu erro médio quadratico.
Convencionalmente, o valor do erro relativo € apresentado sob a forma de fragao,
com numerador igual a um, embora possa ser expresso também sob a forma de
ppm (partes por milhdo). Dessa forma, quando se fala em 6 ppm, p. e., isto
significa 6 mm/km ou 6 x 10° ou 1:166.667 (arredondando). O erro relativo é
muito usado para expressar tolerancias.

PROPAGACAO DE ERROS.

O enfoque classico da Teoria dos Erros estabelece a chamada lei de propagacgéao
dos erros (vide Santos Franco, 195C; Palumbo Brandao, 1963; Castello Branco,
1968):

n oy
m2y = 3 (- )2.m% (3)
i=1 aXi
sendo y = f (xi), i=1,2,3,...,n, em que os xi sdo valores obtidos em observagdes
independentes, possuindo emq mx1, Mxg, Mxa, ... , Mxn, respectivamente. A lei de
propagacgao dos erros permite calcular a exatidao de uma grandeza y (expressa
por my) a partir das exatidées das medidas xi, i = 1,2,3,...,n (expressas por my;, i =

1,2,3,...,n).
Cabe notar que a lei de propagacédo dos erros pode ser escrita usando-se
notagao matricial:

dy dy oy dy
[M2y] = [ === = e ====] [Py =]

dXqy X Xn X4

m2x2 -----

Um exemplo simples permite visualizar melhor a lei de propagacao dos erros:
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Seja uma intersecdo a vante em que foram medidos os angulos A = 45° 27’ 22" ¢
B = 62° 33" 27", sendo ma = + 3" e mg = + 4”. Calcular a exatiddo do angulo
deduzido P.

O modelo matematico (y=f (X)) queligaPaAeBé: P= 180° - (A+B).
Dessa forma...

9(180° - (A+B) 9(180° - (A+B) 9(180° - (A+B)
18 T — el | 115 T 1
oA oB oA
9(180° - (A+B)
Lo m2|3 ] e ]
oB

~mp=[-1-11T9 0l -17=25(%?
Lo 16]L-1]

e, portanto, mp = = 5”. O valor do angulo P é 071°59’ 11” + 5”. Os 5” representam
a incerteza relativa ao valor adotado.

E possivel notar que a lei de propagacéo dos erros propaga variancias (m2);
isto ocorre porque se admitiu que no modelo y = f (xi) os xi eram independentes
e, portanto, nao correlacionados, possuindo em consequéncia covariancias nulas.
Esse fato particulariza a lei de propagacao dos erros: no caso geral € necessario
admitir que os xi podem estar correlacionados e, como decorréncia, € necessario
propagar varidncias e covariancias. Isto é feito pela lei de propagacdo de
variancias e covariancias ( vide Camil Gemael, 1994):

= DZxDT (4)
sendo:
Y = f (X). Y tem dimensoes (s x 1) e X tem dimensdes (n x 1);

Sy = matriz variancia - covaridncia (mvc) de Y = m%;  myiyz ... My1ys |
My2y1 M y2 ... Myoys

D = matriz das derivadas de Y = f (X) em relacdo a X, tomada no ponto X, (vetor
dos valores iniciais, situado nas vizinhancas de X), de dimensodes (s x n).
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2x

A expressao (4) foi obtida pelo desenvolvimento da Y = f(X) usando a série
de Taylor; X, € o ponto de expansao do desenvolvimento em série.

oY dy1  Ovy dy1
[ e s I preuea—— 1
X Xo I Ox dxn
ayg a\{z aY2
ax1 axz aXn
aYS aYs aYS
| e 1 Xo
ax1 axz aXn (S X n)

= matriz variancia - covariancia (mvc) de X =[ m%4 Myixe ... Myixn |

2
Myox1 M x2 ... Myoxn

I_ Myxnx1 Mxnx2 - .- m2an (n X n)

A seguir serao estudadas, por meio de exemplos, as propagacoes de erro
que ocorrem nas operagoes topo - geodésicas mais comumente utilizadas pela

DHN.

PROPAGACAO DE ERROS NA MEDIDA DE DIRECOES.

Uma equipe do CAHO guarneceu a estagao Farolete Ponta da Armacgao e
observou dire¢cées de acordo com um programa de observagdes angulares (vide

esquema), obtendo os seguintes resultados:

d1
d2
d3
d4

Estacao Direcao Distancias

Visada (valor adotado) emq (m) Zenitais emq (m)
Fte. Laje 000-00-00,0 2,0" 089-54-54,0 1.8
Fte.Villegagnon  024-10-32,5 2.5” 089-55-26,0 1,5"
Torredo |.Fiscal  053-06-45,0 2,5” 089-22-11,0 2,0"
Fte.Feiticeiras 081-12-00,5 1.5 089-52-03,5 2,5
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- esquema da situacgao:

d4
a3 Fte. Ponta da
Armacio
d3 a2
al
d2 ~
dl

Calcular a exatidao dos &ngulos horizontais a1, a2 e a3, os quais serao utilizados
posteriormente em operagoes topo-geodésicas.

O modelo matematico Y = f(X) que liga as observacoes (direcoes - d) a
resultados (dngulos - a) é [angulos = f(dire¢des]:

fl:al=-d1 +d2
f2: a2 = -d2 +d3
f3a3= -d3 + d4

A propagacdo de varidncias e covariancias se faz de acordo com a
respectiva lei:

Sv= DD’

No caso, X, = DEgD', sendo =4 de dimensdes (4 x 4), D (3 x 4) e Z, (3 x 3).
A mvc das diregdes sera:
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o= mMg® Marge Maras Maras | =l (2,02 0 0 0
Mazd1 Mz’ Mazdg Mazds 0 (25" 0 g 0
Mdsdt Mdade Mda~ Mgags 0 0 (57 0

| Maadi Magge Masgzs Mas® | L O 0 0o (1,57

Notar que, como as medidas das diregbes sédo independentes umas das
outras, suas covaridncias sao nulas.

A matriz D sera

| JEp— | S R — 1= -1 10 01

dd1  9d2 9d3 Jd4

of3 9f3  9f3 af3
| - ~J L6 o1 1]
od1  ad2 9d3 9d4 Xo

1-1 0
01 -1
Ll oo 1]
e, portanto,

Ya=DXD" =] Mar® Mataz Matas | = [ 10,25 -625 0 |
Magat Mer-  Mezas 6,25 12,50 -6,25 (9°

|l Magat Magaz masz_l Ll 0 -625 8,50
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Dessa forma, os angulos horizontais observados e seus emq sdo:

Estacao Guarnecida Estacoes Visadas Angulo Horizontal m

Fte.Ponta da Armacgao Fte. Laje 024-10-32,5 3,20”
Fte. Villegagnon
Fte. Ponta da Armacéao Fte. Villegagnon 028-56-12,5 3,54”

Torredo llha Fiscal
Fte.Ponta da Armacédo Torreao liha Fiscal

}/ 028-05-15,5 2,92”
Fte.das Feiticeiras

Q

E possivel depreender-se, da mvc dos angulos, que os angulos al e a3 néo
sao correlacionados estatisticamente (as covariancias Ma1az € Maza1 S0 nulas); no
entanto, os angulos al e a2, bem como a2 e a3, sdo correlacionados
estatisticamente (e variam em sentidos opostos). E claro que os erros que afetam
os angulos serao propagados a todas as operacoes que deles se valerem.

PROPAGACAO DE ERROS EM UMA IRRADIACAO.

Uma equipe do CAHO guarneceu as estacdes Farolete Ponta da Armacéo e
Torreao da llha Fiscal, com o propésito de determinar as coordenadas UTM dessa
ultima estacao, por irradiacdo. Foi medida a distancia entre as duas estagoes
utilizando-se um distanciémetro Telurébmetro MRA 5, obtendo-se o valor (apds as
redugoes cabiveis) de 3.563,55 m. Dispde-se, ainda, dos seguintes elementos:

- coordenadas UTM da estagao Farolete Ponta da Armacéo:

N =7.468.179,34 m
E= 691.351,683m

Nao estao disponiveis informacdes sobre a exatidao dessas coordenadas;

- azimute Farolete Ponta da Armacéo - Farolete Villegagnon (determinado pelo
processo das distancias zenitais absolutas): o = 216-42-39,40 + 1,5

- angulo horizontal Farolete Villegagnon - Farolete Ponta da Armacéao - Torredo da
llha Fiscal : a2 = 028-56-12,5 + 3,54"(vide exemplo anterior);

- exatidao das distancias medidas com o Telurdbmetro MRA 5 (obtida do manual

do equipamento):
+1,5cm + 5 ppm
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- esquema da situagao:

Torredo

llha (2]

Fiscal

Fte.¥illegagnon [0]

Calcular a exatidao das coordenadas do Torredao da llha Fiscal.
A funcao Y = f(X), no caso presente, é:

f1: Np = NA + |AP.COSOL1
f2: Ep = EA + IAp.senoc1

e, portanto, (Np, Ep) = f(Na, Ea, lap, 01), 0 que significa que a exatidao das
coordenadas do Torredo da llha Fiscal depende das exatiddes das coordenadas
do Farolete da Ponta da Armacdo, da distdncia medida Farolete Ponta da
Armacao - Torredo da llha Fiscal e do azimute Farolete Ponta da Armacéao -
Torreado da llha Fiscal.

- exatidao das coordenadas (Na, Ea):

a exatiddo das coordenadas do Farolete da Ponta da Armacdo deveria ser
conhecida; entretanto, de fato, ndo é. Dessa maneira, a exatidao das
coordenadas do Torredo da llha Fiscal tera de ser calculada sem que se conhega
a exatidao das coordenadas que lhe deram origem; o valor encontrado, portanto,
estara super avaliando essas coordenadas, uma vez que a propagacao de erros
levada em conta considera apenas os erros em distancia e azimute, i. €.,

Z(NP, EP) e DZ(OL1,|AP)DT

- exatidao da distancia Iap:
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m? = (15 mm + 3,56 km x 5 mm/km)?
~mf = (32,82mm)? ~.mf =0,00108 m?
Assim, lap = 3.563,55 m £ 0,033 m

- exatidao do azimute oy (Aap):
a exatidao do azimute oy depende das exatiddes do azimute o e do dngulo a2:

04 = Olp + 82,

de modo que o4 = f(ao, @2). A lei de propagagao de variancias e covariancias
aplicada ao caso fica:

(o) = DX(0t,22)D"

sendo

X Ixo_ [ doo 922 1Xo
e
Mogad)=[ My mgs | =226 8 | »
[ Mo m?2 ]l L O 12,50 | ¢
Em consequéncia...
Sfoa)=[ ms 1= [ 14,75 ] (*°
e, portanto, a4 = 245-38-51,90 =+ 3,84".

Estamos em condi¢des, agora, de realizar a propagacao de variancias e
covariancias as coordenadas de P:

Y(Np, Ep) = DX(01,lap)D"

sendo
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Y(oular) =l m?; mu 1 =T 14,75 (4 0 1=

lmys m3 ] L 0 0,00108 m? ]
=[ 3,46690 x 10 (rad)? 0 1
L ® 0,00108 m* |
e
of df1 of1
D = e =[ 1
X | Xo oo dlap
df2 of2
L - 1 Xo
3(11 alAP
Determinando o valor das derivadas no ponto de expansao Xo ...

df1
--------- = - lap.senoy = 3.246,49 m

aOh

af1
--------- =coso = - 0,41235

dlap

of2
--------- = |lap.cOSOQL = -1.469,41 m

8061

df2
--------- =senoy =-0,91103

dlap
Assim...

D=[ 3.246,49m -0,41235 ]|

| -1.469,41m -0,91103 |
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D'=[ 3.246,49m -1.469,41m |

|l -0,41235 -0,91103

de modo que
Y(Np, Ep) = mP\, mypep, |= [ 3,837644 x 10° -1,24814 x 107 12
(m®)
| mepnp M | L -1,24814 x10° 1,644935 x 10° |

Assim...

Np = 7.466.709,927 m = 0,062 m
Ep= 688.105,138 m+ 0,041 m

E possivel notar que as coordenadas N e E sdo correlacionadas. O fato era
esperado uma vez que ambas as coordenadas sdo fungdes das mesmas
variaveis.

PROPAGACAO DE ERROS NA INTERSECAO A VANTE.

Uma equipe do CAHO guarneceu as estagbes Farolete Ponta da Armacgéo e
Torredo da llha Fiscal e, de cada uma dessas estagdes, fazendo origem na outra,
visou o Farolete das Feiticeiras, com a finalidade de determinar as coordenadas
UTM dessa ultima estagdo por intersecdo a vante. Dispde-se dos seguintes
elementos:

- coordenadas UTM da estagao Farolete Ponta da Armagao (B):
Ng = 7.468.179,34 m
Ee= 691.351,63m
Nao estao disponiveis informagdes sobre a exatidao dessas coordenadas.

- coordenadas UTM da estacdo Torredo da llha Fiscal (A):

Na = 7.466.709,927 m = 0,062 m
Ea= 688.105,138 m £ 0,041 m

(vide exemplo anterior).

- disténcia Farolete Ponta da Armagao - Torredo da llha Fiscal:
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lag = 3.563,55 m = 0,033 m
(vide exemplo anterior).

- angulos horizontais:

Estacéo Estacdes Angulo
Guarnecida Visadas Horizontal
Torreao llha Fiscal (A) Farolete Feiticeiras (P) 069-08-23,50

Farolete Pta.Armacao (B)

Farolete Pta. Armacéao (B)  Torreédo llha Fiscal (A) 028-05-15,50
Farolete Feiticeiras (P)

- azimute Farolete Ponta da Armacao - Torredo da llha Fiscal:
Aga = 245-38-51,90 + 3,84”
(vide exemplo anterior).

- esquema da situagao:

Farolete das
Feiticeiras [P]

Fte.Pta. da
Armacio [B]

Torredo da
llha Fiscal [4&])

Calcular a exatidao das coordenadas do Farolete das Feiticeiras.
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O modelo matematico [ Y = f (X) ] para a interseg¢éo a vante é:

f1: Np = Na + lap.cosAap
f2: Ep = Ea + lap.senApp

ou, a partir da estacao B:

Np = NB + |Bp.COSABp
Ep = EB + |Bp.SenABp

Assim, (Np, Ep) = f (Na, Ea, lap, Aap), a partir da estagcao A. Montagem

similar poderia ser feita a partir da estacao B. A lei de propagacéao de variéncias e
covariancias aplicada ao caso presente fica:

3(Np, Ep) = DX(Na, En, lap, Aap)D’
- exatidao das coordenadas (Na, Ea):

Na = 7.466.709,927 m = 0,062 m
Ea= 688.105,138 m £ 0,041 m

(vide exemplo anterior).

- exatidao da distancia Torredo da llha Fiscal - Farolete Feiticeiras (Iap): esse valor
nao esta disponivel, sendo necessario calcula-lo.

O modelo matemético que fornece Iap é:
laB

f: lap = ===mmmmn .senB
senP

Assim, lap = f (lag, B, P). A lei de propagacgao de variancias e covariancias
aplicada ao caso fica:

3(lap) = DX(las, B, P)D"

2
onde Y(las, B, P) =] m%ap Miabs  Migbp |
2
Mplab mpe Mpp

l_mPIab Mpp m2P J
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- - exatidao da disténcia lg:
lag = 3.563,55 m £ 0,033 m
(vide exemplo anterior).
- - exatiddo do &ngulo B:
B = 028-05-15,50 + 2,92”
(vide exemplo sobre propagacéao de erros na medida de diregoes).

- - exatidao do angulo deduzido P: esse valor ndo esta disponivel, sendo
necessario calcula-lo. O modelo matematico que fornece P é:

f: P=180°- (A +B)

sendo A = 069-08-23,50 + 2,50”
B = 028-05-15,50 £ 2,92"

A lei de propagacao de varidncias e covariéncias aplicada ao caso fica:
Yp=DXapD’
of of df
onde D =--—--- =[ mmmem cmmene | =[-1-1]
X | Xo A 9B  Xo
Sag= | m’a mas 1=[250° 0 ]
L mea ms ] L O 292° ]
de modo que
P = 082-46-21,00 £ 3,84"
Dispde-se, agora, dos elementos para obter a exatidao de lap:
modelo matematico:
Ias

f: lap = =m==nm- .senB
senP
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lei de propagacao de varidncias e covaridncias para o caso:

Ylap = DX(Ias, B, P)D'

of dof df  df
------- = - ]
oX | Xo dag 0B P X

Determinando o valor das derivadas no ponto de expanséo X ...

of senB
------- = =mmmmmee = 0,47459
dlag senP

of IAB

Bl — .cosB = 3.169,04510 m

oB senP

af |AB.COSP

------ = - eeeeeeeeeee- 5€NB = - 214,47728 m
oP sen®P

Dessa forma,

of
D= --eu-- =[0,47459 3.169,04510m -214,47728 m ]
X | %o
S(lag, B, P) =] Mm% M Mae |= [ (0,033m)° 0 0

Maao M’ Map 0 (2,92 0

L mpiap Meg m% 1 | 0 0 (3,84”)2 ]
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=[0,00108 m* 0 0 1=1T10,00108m*> 0 0 1
0 . 850 0 0 1,99788 x 107 rad? 0

y s X ra
| 0 0 1475¢(% 1 L o0 0 3,46690 x 10"° rad® |

~mPap = [ 2,265643 x 10° ] (m)?
De forma que lap = 1.691,234 m £ 0,0476 m
Notar que, se tivessemos considerado

laB

f12 |AP 5 e m————— .senB
senP
lAB
f2: lgp = =====neu- senA
senP

i. €., (lap, Isp) = f (las, A, B, P), teriamos obtido a mvc das distancias AP e BP (e,
portanto, suas exatidoes). Poderiamos, entdo, fazer a propagacao de erros as
coordenadas de P tanto a partir da estagao A como a partir da estacao B.

- exatidao do azimute Aap: esse valor ndo estéa disponivel, devendo ser calculado.
O modelo matematico que fornece App é:

frAap=Ans-A
A lei de propagacgéao de variancias e covariancias aplicada ao caso fica:
Y(Aap) = DX(Ans,A)D’

onde

(W)
Il
Il
S

S(Ans, A) = Maap  Mama 1 =1 1475 0 1
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| maass Mm% 1 L O 6,25 (“)° |
De forma que Aap = 356-30-28,40 + 4,58".

Estamos, agora, finalmente, em condicdes de efetuar a propagagao de
erros as coordenadas do Farolete Feiticeiras...

>(Np, Ep) = DX(Na, Ea, lap, Aap)D"
of aft art aft aft

onde D = ------- =[ -
X |Xo ONa OJEa Odlap OJAap

0f2 df2 dJf2 df2
aNA aEA a|Ap aAAp Xo
Determinando o valor das derivadas no ponto X, correspondente a
situagao real...

f1: Np = NA + IAp.COSAAp
f2: Ep = EA + |Ap.SenAAp

of1
-------- = COSAAP — 0,9981432
dlap

of1
-------- =- SenAAp.IAp = 103,0149377 m
JAap

af2
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32
-------- = senAaxp = - 0,0609111
dlap

-------- = IAP.COSAAP = 1.688,093708 m

e, portanto,

D=[ 1 0 09981432 103,0149377 m |
L0 1 -0,0609111 1.688,093708 m |

e

2(Na, En, lap, Aap) =

= [ 3,837644x10°m? -1,24814 x 10° m® 0 0
-1,24814 x 10° m®  1,644935 x 10° m? 0 0
0 0 2,265643 x 10° m? 0
L 0 0 0  4,935930 x10 (rad)® |

de modo que
S(Np, Ep) = m®\p,  minpep | =1 6,100119 x 10° -1,30005 x 10° T

(m)?
| mepnp M, | L -1,30005 x 10° 3,059914 x 10° |
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e, portanto,

Np = 7.468.398,021 m = 0,078 m
Erp= 688.002,123 m + 0,055 m

PROPAGACAO DE ERROS NA POLIGONAL.

Uma equipe da DHN realizou uma poligonal secundaria entre os vértices Farol
llha do Medo e Alumar, passando pelos vértices Silo e T-07. Dispde-se dos
seguintes elementos:

- Coordenadas UTM do Farol llha do Medo:

N =9.721.183,730 m
E= 570.581,480 m

A exatidao dessas coordenadas nao é conhecida.
- azimute Farol llha do Medo - Farolete Ponta da Madeira:
oo = 193-57-32,232 + 3,47”
- angulos horizontais

Estacéo Estacdes Angulo
Guarnecida Visadas Horizontal emq

Farol llha do Medo Farolete Pta. da Madeira a1 = 348-51-44,580 2,70”

Silo

Silo Farol llha do Medo a, = 166-13-06,375 2,507
T-07

T-07 Silo az = 195-00-45,250 2,75”
Alumar

- distancias horizontais (efetuadas as redugdes):
Farol llha do Medo - Silo - |1 =5.903,013 m

Silo - T-07 -1, =6.289,283 m
T-07 - Alumar -l3=5.157,267 m
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As distancias foram medidas com o Telurébmetro MRA 5.

- esquema da situagao:

i
Fte.l.da Madeira

Calcular a exatidao das coordenadas do vértice Alumar.

O modelo matematico das coordenadas de um vértice qualquer da
poligonal é:
n
Nn = No + X l.cosa
i=1

n
E.=Ey+ X li.senq;
i=1

no caso do vértice Alumar, n=3, ou seja,

f1: N3 = No + |1.COSO(1 + |2.COSO(.2 + |3.COSO(3
f2: Ez=Eo + l1.senoy + lo.senap + lz.senois

Assim, (N3, E3) = f(No, Eo, 1, I, I3, ai1, 02, a3). A lei de propagacgdo de variancias e
covariancias aplicada ao caso fica
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Y. (N3, E3) = DX(No, Eo, I, o)D"

A exatiddao das coordenadas de Alumar depende das exatidoes das
coordenadas do vértice Farol llha do Medo, das distancias entre os vértices da
poligonal e dos azimutes dos lados da poligonal.

- exatidao das coordenadas do Farol liha do Medo:

No =9.721.183,730 m
Eo= 570.581,480 m

A exatidao dessas coordenadas deveria ser conhecida. Nao o é€,
entretanto.

- exatidao das distancias |y, I> e I3: 0 manual do Telurébmetro MRBA 5 fornece a
exatiddo das distancias medidas com esse equipamento ( + 1,5 cm + 5 ppm).
Assim,

I =5.903,013 m = 0,045 m

lo = 6.289,283 m + 0,046 m

ls=5.157,267 m = 0,041 m

Nao existe correlagao entre as distancias (suas covariancias sédo nulas).

Assim,
=0 m% mye mys 1 = 0,00198 0 o
Mizit M2 Mizia 0 0,00216 0 (m)?
L Mgy mige m%a] L 0 0 0,00166

- exatidao dos azimutes: as exatidoes dos azimutes nao estdo disponiveis,
devendo ser calculadas. O modelo matematico que fornece os azimutes é:

n
On =0+ a-(n-1).180°
i=1

Assim,
fl: 04 =0+ a4
f2:0p=00p+as + ax -180°

f3:oz3=oco+a1+a2+a3-360°
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No ponto Xo: o = 182-49-16,812
o = 169-02-23,187
og = 184-03-08,437

As exatidoes dos azimutes dependem das exatiddes do azimute inicial
(0p) e dos angulos poligonais (a1, az, as). Assim...

Yo = DY (cig,a)D"
d =[ m? 1
sendo  X(op,a) = m 0 Mooal M ea2 M 0a3
2
Mat,0 M at Mata2 Maia3
2
Ma2,0 Ma2at M a2 Ma2a3
L s
Ma3,0 Ma3al Maza2 M a3

como tanto o azimute inicial e os angulos poligonais e esses entre si sao
independentes estatisticamente...

>(00,a) =[ (3,47 0O 0 o ]
0 @70 0 0
0 0 (2,50 0

L o 0 0 (2,75") |

aft 9f1  oft  off
eD=/[- - 1=1 1 0 0]

aOCo aa1 aaz aa3

df2  df2 df2 9df2

[ - FE1 14 % 1]
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Assim, Yo = DY(c0,a)D"
So=[ m?s ma2 mas |=[ 19,3309 19,3309 19,3309 |
M M2, M3 19,3309 25,5809 25,5809 )
| ma1 maem’sl | 19,3309 255809 33,1434 |

de modo que ¥(No, Eo, I, o)) = X(I, o) =

=[0,00198 0 0 0 0 0 |
0 000216 0 0 0 0 (m)?
0 0 0,00166 0 0 0
0 0 0 19,3309 19,3309 19,3309
0 0 0 19,3309 25,5809 25,5809  (%?
L o 0 0 19,3309 25,5809 33,1434 |
=[0,00198 0 0 0 0 0 1
0 0,00216 0 0 0 0 (m)?
0 0 0,00166 0 0 0
0 0 0  4,54362x 10" 4,54362 x 107'° 4,54362 x 10°7'°
0 0 0 4,54362x 10" 6,01264 x 107"° 6,01264 x 107"°
L o0 0 0 454362 x 10" 6,01264 x 10" 7,79017 x 107° |

(rad)?
Como (Na, Egz) = £(ly, I, I3, ai1, 0p, 0ta),
of1 of1 of1 of1 of1 of1

D=l woee ooeee- -]
8I1 a|2 a|3 8061 aOLz aOLs
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a|1 a|2 8I3 aOL1 8062 8063 Xo

Calculando o valor das derivadas no ponto Xy, correspondente ao ponto
de expansao...

of1
........ = coso,y = - 0,9987879
dl4
of1
........ = coso = - 0,9817594
dlo
of1
........ = cosog = - 0,9974999
dlz
af1
........ = - |ly.senoy = 290,5564382 m
a()h
of1
........ =-lh.senop=-1.195,765735 m
8062
df 1
........ = - lz.senoz = 364,4526472 m
8063
of2
________ =senoy = - 0,0492217
dl4
af2
........ = senoy = 0,1901275
dlo
of2
........ = senog = - 0,0706678
dlz
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f2
-------- = l;.cosay - - 5.895,857820 m

aOL1

92

........ = l.cosop = - 6.174,562735 m
8062
of2

........ = ls.cosos = - 5.144,373351 m
o3

e, portanto, a matrizD é ...
[-0,9987879 -0,9817594 -0,9974999 290,5564382 -1.195,765735 364,4526472 |

|-0,0492217 0,1901275 -0,0706678 -5.895,857820 -6.174,562735 -5.144,373351
|

Dessa forma,
>(Np, Ep) = DY(I, 0)D" =
=[ m?np mypep =1 5,966828 x 10° 5,089855 x 10° ]

| mepnp M%p | L 5,089855 x 10° 158,2659 x 107° |

e, portanto, N = 9.703.968,936 m = 0,077 m
E= 571.122,237 m + 0,398 m.

Notar que:
- as coordenadas sao correlacionadas, como era de se esperar;
- é possivel calcular a propagagao de varidncias e covariancias no gabinete, antes
da execucgao da poligonal, no campo, usando valores aproximados para angulos e
distdncias e os emq constantes dos manuais do equipamento ou tipicos da
operacdo. Dessa forma, é possivel simular alternativas ainda na fase de
planejamento da poligonal e optar pela que apresente melhores condi¢des;
- a propagacao de varidncias e covariancias foi feita no plano, considerando
apenas as coordenadas planimétricas; no entanto, seria possivel considerar
também a altitude: nesse caso, a matriz D deixa de ter as dimensdes (2 x 2n) para
ter dimensdes (3 x 3n) e a matriz X, (Np, Ep) passa a ser Y, (Np, Ep, h), deixando
de ter dimensodes (2 x 2) para ter dimensées (3 x 3).
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PROPAGACAO DE ERROS NO NIVELAMENTO TRIGONOMETRICO.

Uma equipe do CAHO guarneceu a estagcdo Farolete Ponta da Armacgado e
observou dire¢des e distancias zenitais como a seguir (vide propagagao de erros
na medida de diregdes):

Estacao Direcao Distancias

Visada (valor adotado) emq (m) Zenitais emq (m)
d1 Fte. Laje 000-00-00,0 2,0” 089-54-54,0 1,5
d2 Fte.Villegagnon  024-10-32,5 2.5 089-55-26,0 15"
d3 Torreao l.Fiscal 053-06-45,0 2.5 089-22-11,0 2,0”
d4  Fte.Feiticeiras 081-12-00,5 1.5 089-52-03,5 2.5"

Dispde-se, ainda, dos seguintes elementos:

- disténcia Farolete Ponta da Armagéao - Torredo da llha Fiscal:
lap = 3.563,55 m £ 0,033 m
(vide propagacéo de erros em uma irradiagao).

- altura instrumental do teodolito = 1,60 m + 2,5 cm

- altura do sinal visado (Torreéo da llha Fiscal) =0 m

Calcular a exatidao da altitude do Torredo da llha Fiscal, sabendo-se que
a altitude da estacao Farolete Ponta da Armacgéo é de 1,751 m.

O modelo matematico do nivelamento trigonométrico é:
Ah = 1ap.tg(90° - 2) + a; - as

Assim, Ah = f(lap, 2z, @, as). A lei de propagacao de variancias e
covariancias aplicada ao caso resulta:

Z(Ah) = DZ('AP; Z, ais aS)DT
No caso,

>(lap, 2, @, as) =[ (0,033 m)®> 0 0 0]

0 (2,00 0 0
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0 0 (0,025m)*> 0

) 0 0 0 |
=[ 0,00109 m? 0 0 0
0 9,401722 x 10" rad? 0 0
0 0 0,000625 m* 0
L o 0 0 om® |

Calculando as derivadas no ponto de expansao X, da fungéo...

of
------- =1g(90° - z) = 0,011001
dlap

of
....... = Iap.sec?(90° - z) = 3.563,98126 m
0z

Assim,
D=[ 0,011001 3.563,98126m 1 -1 ]eD'=[  0,011001 |

3.563,98126 m

1
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e, portanto, 3(Ah) = m%, = 1,819342 x 10° m?.
Assim, h (Torredo da llha Fiscal) = 42,553m + 0,043 m.

CONCLUSAO.

As normas mais recentes da Organizagdo Hidrografica Internacional (1995)
estabelecem padrées minimos para os levantamentos hidrograficos, com o
propdsito de garantir sua confiabilidade e determinam que a incerteza espacial
relativa aos dados obtidos no levantamento seja adequadamente quantificada,
abandonando-se definitivamente avaliagbes com base em elementos subjetivos.
Esse fato torna necessario o conhecimento da exatidao dos pontos das rede
principal e secundaria, determinados ou utilizados no levantamento ou, como
alternativa, o uso exclusivo do GPS para posicionamento, em terra e no mar,
aceitando sem questionamento os valores de exatidao fornecidos pelos
programas de processamento comercializados pelo fabricante ou distribuidor do
equipamento. Esse procedimento, além de limitar extraordinariamente os
trabalhos, parece chocar-se com as severas normas de contencédo de despesas
que tem regido alguns setores do Servico Publico brasileiro, ai incluidos os
servicos cartograficos. O presente artigo mostra, com exemplos concretos,
extraidos do dia-a-dia do CAHO, como efetuar a propagacao de erros e calcular
exatidoes para-os métodos topo - geodésicos convencionais mais empregados
pela DHN, mesmo quando nao se dispde de qualquer dado anterior a respeito do
assunto. Deixou-se de abordar aqui apenas o processo da intersegdo a ré (
problema de Pothenot) para que o artigo nao se tornasse exageradamente longo
e exaustivo.
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