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Resumo: A orientação direta de imagens é uma tarefa essencial para a extração de produtos fotogramétricos com alto 

grau de confiabilidade. Contudo, para se obter produtos cartográficos com acurácia e precisão posicional desejados é 

necessário realizar a calibração completa do sistema de mapeamento que envolve a determinação dos parâmetros de 

orientação interior da câmera e a estimativa dos parâmetros de montagem do sistema. Os parâmetros de montagem 

são representados pelo braço do sistema, que corresponde ao deslocamento linear entre a origem do sistema referencial 

INS e o centro perspectivo da câmera, e os parâmetros de orientação relativa, que representam o desalinhamento 

angular entre o sistema referencial do INS e o sistema referencial fotogramétrico. Este artigo apresenta um método 

para estimativa dos parâmetros de desalinhamento angular do sistema usando uma abordagem ponto-a-plano e apoio 

de campo extraído de dados LiDAR. O método proposto foi testado em um sub-bloco composto de seis imagens 

aéreas, sendo três na direção nordeste, e três na direção sudoeste. Os resultados obtidos mostraram que a abordagem 

desenvolvida estima, efetivamente, os parâmetros de desalinhamento angular propiciando acurácia posicional na 

determinação de pontos no espaço objeto. 

Palavras-chave: Orientação Direta de Imagens. Abordagem Ponto-a-Plano. Parâmetros de Montagem do Sistema. 

 

Abstract: The direct orientation of images is an essential task for the extraction of photogrammetric products with a 

high degree of reliability. However, in order to obtain cartographic products with desired positional accuracy, it is 

necessary to carry out the calibration of the mapping system, which involves the determination of the camera's internal 

orientation parameters and the estimation of the system's mounting parameters. The geometric relationship between 

the sensors (mounting parameters) that are the lever-arm offset between the sensors, and the misalignment (boresight 

angles) between the INS referential system and the photogrammetric reference system. This work presents a method 

for estimating the boresight angles of the system using a point-to-plane approach and reference ground control 

extracted from LiDAR data. The proposed method was tested in a sub-block of images (six images from two opposite 

flight strips). The obtained results showed that the developed approach effectively estimates misalignment angles, 

providing positional accuracy in the determination of points in the object space. 

Keywords: Direct Georeferencing. Point-to-Plane Approach. Boresight Angles. 

 

 

 
 

1 INTRODUÇÃO 
 

O problema de calibração dos parâmetros de montagem de sistema fotogramétricos aerotransportados 

é tema central em aplicações fotogramétricas. Tradicionalmente, o georreferenciamento de imagens é feito de 

forma indireta utilizando como solução medidas observadas em imagens digitais, pontos de controle 

correspondentes e técnicas de ajustamento simultâneo de feixes de raios de luz perspectivos. Segundo Habib 

e Kersting (2010), a partir do advento do GNSS (Global Navigation Sattelite System) integrado ao INS (Inertial 

Navigation System), a orientação de imagens passou a ser feita de forma direta, onde as informações de posição 

e atitude da plataforma, fornecidas pela integração GNSS/INS, são utilizadas com maior peso no processo de 
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fototriangulação de imagens, juntamente com os pontos de ligação. Com a técnica de georreferenciamento 

direto de imagens, a reconstrução do espaço objeto é obtida por processo de intersecção fotogramétrica usando 

os parâmetros de orientação exterior (POEs), fornecidos diretamente pela integração GNSS/INS, os parâmetros 

de orientação interior (POIs), determinados por um processo de calibração de câmeras, e os parâmetros de 

montagem do sistema, os quais são o desalinhamento entre o referencial do INS e o referencial da câmera 

(Boresight) e o deslocamento linear entre estes dois sensores (lever-arm), os quais podem ser obtidos por 

método de calibração. 

Contudo, para se obter produtos cartográficos com acurácia e precisão posicional desejados é 

necessário realizar a calibração completa do sistema de mapeamento que envolve a determinação dos POIs, 

bem como a estimativa dos parâmetros de montagem do sistema. Os parâmetros de montagem do sistema 

fotogramétrico são o braço do sistema (lever-arm offset), que corresponde ao deslocamento linear entre a 

origem do sistema referencial INS e o centro perspectivo (CP) da câmera, e os parâmetros de orientação relativa 

(boresight angles), que representam o desalinhamento angular entre o sistema referencial do INS e o sistema 

referencial fotogramétrico. 

As primeiras pesquisas envolvendo métodos de calibração de parâmetros de montagem de sistemas 

fotogramétricos aerotransportados passaram a ser efetivamente realizadas a partir da década de 1990 com a 

OEEPE (European Organization for Experimental Photogrammetric Research), a atual EuroSDR (European 

Spatial Data Research). Segundo Heipke e Jacobsen (2002), a EuroSDR passou a promover experimentos com 

sensores diretamente orientados utilizando a técnica de georreferenciamento direto e orientação integrada de 

sensores (ISO), uma vez que a calibração do sistema passou a ser um pré-requisito para se obter informações 

precisas de posição e orientação a partir de informações oriundas da integração GNSS/INS. 

Basicamente, duas abordagens de determinação dos parâmetros de montagem do sistema são 

encontradas na literatura, isto é, o método por etapas e o método simultâneo. O método por etapas consiste em 

determinar os parâmetros de montagem do sistema a partir das diferenças existentes entre as informações de 

posição e orientação do CP da câmera determinados diretamente pela solução GNSS/INS, e os POEs 

determinados indiretamente por fototriangulação de imagens (KERSTING, 2011). Já no método simultâneo, 

os parâmetros de montagem do sistema são estimados no ajustamento de bloco através da orientação integrada 

de sensores (ISO), utilizando os dados derivados da integração GNSS/INS e apoio de campo (HEIPKE et al., 

2002; CRAMER; STALLMANN, 2002; HONKAVAARA et al., 2003; SMITH et al., 2006; YUAN, 2008). 

Para ambos os métodos expostos, o modelo de correspondência utilizado na estimativa dos parâmetros 

de montagem do sistema é baseado na abordagem ponto-a-ponto. Esta estratégia exige a correspondência exata 

entre pontos conjugados, tornando o processo complexo, uma vez que a coleta dos pontos deve ser feita 

minuciosamente, porém, nas abordagens em que os pontos de apoio são extraídos da nuvem LiDAR não se 

pode garantir o estabelecimento de correspondências exatas, devido à natureza irregular e discreta dos dados 

LiDAR. Por outro lado, quando o ponto de apoio LiDAR é extraído pela interseção de no mínimo três planos 

de telhados adjacentes é necessário acrescentar as tarefas de segmentação e intersecção de planos. Neste artigo, 

a estratégia utilizada na correspondência entre o espaço-imagem e o espaço-objeto é ponto-a-plano, ou seja, 

um ponto na imagem e seu respectivo plano no terreno. Para isso, foram extraídos da nuvem LiDAR planos 

de telhados, e estes utilizados como apoio de campo. Para testar a precisão deste método, foi feita a interseção 

fotogramétrica com georreferenciamento direto, e calculado o Erro Médio Quadrático (EMQ) para quinze 

pontos de verificação.  

 

2 METODOLOGIA 
 

Nesta seção, apresenta-se as etapas do método proposto, assim como o modelo matemático utilizado 

e seu uso para estimar os ângulos de desalinhamento dos parâmetros de montagem do sistema fotogramétrico. 

O modelo matemático proposto é baseado em uma abordagem ponto-a-plano usando como apoio de campo 

planos de telhados derivados do sistema LiDAR. Esta modelagem evita correspondência ponto-a-ponto e não 

exige pontaria na coleta de pontos correspondentes na imagem digital. A Figura 1 mostra as principais etapas 

do método proposto. 
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Figura 1 – Etapas do Método Proposto. 

 

Fonte: Os autores (2020). 

 

Como pode ser observado na Figura 1, os valores dos POIs são obtidos pelo processo de calibração de 

câmeras in situ, conforme o método de Costa et al.(2017), a nuvem de pontos LiDAR e as fotocoordenadas 

coletadas no sub-bloco fotogramétrico são usados como dados de entrada no método proposto. Os pontos de 

elevação são separados dos pontos de terreno e os planos de telhados são extraídos e segmentados. Com isto, 

os vetores normais dos planos de telhado são estimados e os pontos de controle LiDAR são determinados via 

intersecção de três planos adjacentes. Finalmente, os parâmetros de desalinhamento angular são estimados 

usando a abordagem ponto-a-plano proposto neste trabalho e uma avaliação da acurácia posicional é realizado 

para validação do modelo matemático desenvolvido. A seguir será descrito cada uma das etapas apresentada 

na Figura 1. 

  

2.1 Extração automática de planos de telhados na nuvem de pontos LiDAR 

 

Esta etapa do método consiste em extrair automaticamente planos de telhados e pontos LiDAR 

presentes na nuvem de pontos. Esta tarefa é dividida em três partes. Primeiro, o Filtro Morfológico Progressivo 

é executado para separar as elevações (edificações e vegetação) dos pontos de terreno. Em seguida, o algoritmo 

RANSAC é empregado para extrair superfícies planas na nuvem de pontos LiDAR. Nesta parte do 

processamento, os pontos que pertencem aos objetos de vegetação são eliminados do processamento uma vez 

que as seguintes condições para cada ponto da nuvem são estabelecidas como segue: 

 

a) são selecionados os K vizinhos mais próximos do ponto і e aplicado o algoritmo RANSAC. Então, 

os planos são extraídos com tolerância Ɛ e número t de conjuntos mínimos. O RANSAC extrai o 

plano que apresenta maior número de pontos; 

b) para o ponto і não ser descartado, ele deve atender as seguintes condições: o plano extraído deve 

possuir um número mínimo de pontos; o ponto і deve pertencer ao plano, ou seja, sua distância em 

relação ao plano deve ser inferior ao valor da tolerância Ɛ; o ângulo de inclinação do plano em 

relação à horizontal deve ser superior a α° e inferior a β°. Se o ponto і atende essas condições, suas 

coordenadas são armazenadas, e os parâmetros dos planos são calculados. 

 

Desta forma, os parâmetros do plano (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) são estimados usando o método de Pathak et al. (2010). 
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Sabendo que a equação geral do plano é definida como Eq. (1) (STEINBRUCH; WINTERLE, 2006): 

 

 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 (1) 

                                                                          

sendo 𝑎, 𝑏, 𝑐 e 𝑑 os parâmetros do plano, 𝑥, 𝑦 e 𝑧 as coordenadas 3D de um ponto pertencente a superfície 

plana. A Eq. (1) pode ser reescrita pela multiplicação de duas matrizes, como segue na Eq. (2): 

 

 

[𝑥 𝑦 𝑧 1] [

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

] = 0 

(2) 

  

Considera-se que os parâmetros de um plano, extraído na nuvem de pontos LiDAR, são tais que a 

soma dos quadrados dos resíduos de cada ponto contido neste plano seja minimizada pela Eq. (3). 

 

 
∑

𝑟𝑖
2

𝜎̂𝑖
2

𝑛

𝑖=1

= 𝑚𝑖𝑛 
(3) 

                                                                                                

 

sendo 𝑟𝑖 o resíduo do plano em relação ao ponto 𝑝𝑖 = [𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖]𝑇 com 𝑖 = 1, 2, …, 𝑛, isto é, 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏𝑦𝑖 +

𝑐𝑧𝑖 + 𝑑 = 𝑟𝑖, 𝑛 é o número de pontos pertencentes ao plano, 𝜎̂𝑖
2 um valor de peso para cada ponto 𝑝𝑖 dado em 

função do valor da variância da distância do ponto 𝑝𝑖 à origem do sistema.  

 

O somatório na Eq. (3) pode ser reescrito como o somatório de uma multiplicação de matrizes, como 

segue na Eq. (4): 

 

 

∑𝑟𝑖
2

𝑛

𝑖=1

= ∑(
1

𝜎̂𝑖
2 ([𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖 1] [

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

])

𝑇

[𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖 1] [

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

])

𝑛

𝑖=1

= 𝑚𝑖𝑛 

(4) 

 

             

Utilizando as propriedades de multiplicação de matrizes tem-se a representação matricial mostrada na 

Eq. (5): 

 

 

[𝑎 𝑏 𝑐 𝑑](∑
1

𝜎̂𝑖
2 ([

𝑥𝑖

𝑦𝑖
𝑧𝑖

1

] [𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖 1])

𝑛

𝑖=1

)[

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

] = [𝑎 𝑏 𝑐 𝑑]𝐵 [

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

] = 𝑚𝑖𝑛 

 

(5) 

 

                                                                                                                           

Como a matriz 𝐵 = ∑ ([𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖 1]𝑇[𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖 1])𝑛
𝑖=1  é uma matriz 4 × 4 simétrica, logo essa 

matriz tem os autovalores reais, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4 sendo 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ 𝜆3 ≥ 𝜆4 com os correspondentes autovetores 

𝒗1, 𝒗2, 𝒗3, 𝒗4 unitários e ortogonais entre eles. Desta forma, pode-se aplicar o seguinte teorema apresentado 

por Anton e Rorres (2001), a saber:  

 

Teorema: Seja 𝐵 uma matriz 𝑛 × 𝑛 simétrica, cujos autovalores em ordem decrescente de tamanho são 𝜆1 ≥

𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛 e seja o vetor 𝒗 restrito a ‖𝒗‖ = 1, relativamente ao produto interno euclidiano de ℝ𝑛, então: 

a) 𝜆1 ≥ 𝒗𝑇𝑨𝒗 ≥ 𝜆𝑛; 

b) 𝒗𝑇𝐴𝒗 = 𝜆𝑛 se 𝒗 é um autovetor de 𝐴 associado a 𝜆𝑛;  

c) 𝒗𝑇𝐴𝒗 = 𝜆1 se 𝒗 é um autovetor de 𝐴 associado a 𝜆1. 
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Deste modo, os parâmetros do plano são obtidos por meio das componentes do autovetor 𝒗4, que 

corresponde ao menor autovalor 𝜆4 da matriz 𝐵. Depois desse processo, os parâmetros supracitados precisam 

ser normalizados de forma que o vetor normal ao plano seja unitário, como segue na Eq. (6): 

 

 

[

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

] =
1

√1 − 𝑣4𝑤
2

[

𝑣4𝑥

𝑣4𝑦

𝑣4𝑧

𝑣4𝑤

] 

(6) 

 

sendo 𝑣4𝑥
, 𝑣4𝑦

 e 𝑣4𝑧
 as coordenadas do autovetor 𝒗4, e  𝑣4𝑤

 o termo independente. 

 

Por fim, é obtido um arquivo em formato texto com os parâmetros dos planos numerados, conforme o 

número de planos extraídos da nuvem LiDAR, as coordenadas do centroide de cada plano e o número de 

pontos de cada plano extraído. Após esta etapa, são determinados os Pontos de Controle LiDAR (LCPs) através 

da intersecção de planos de telhados adjacentes. Vale salientar que esta tarefa é feita de forma manual. 

 

2.2 Estratégia de correspondência ponto-a-plano 

 

Para cada imagem digital é selecionado, manualmente, pontos imagem correspondentes aos planos de 

telhados, automaticamente extraídos na nuvem de pontos LiDAR. Em outras palavras, o operador identifica 

os planos de telhados extraídos na nuvem LiDAR e coleta o ponto imagem no telhado correspondente na 

imagem digital, como mostra a Figura 2. 

 

Figura 2 – (a) Planos de telhados extraídos da nuvem lidar, (b) Ponto imagem correspondente. 

 
Fonte: Os autores (2020). 

 

Como pode ser visto na Figura 2a, cada plano de telhado extraído é representado por números. Os 

planos de telhados são reprojetados para a imagem digital usando os valores dos POIs calibrados, e dos POEs, 

derivados do INS, apenas para facilitar a identificação do telhado correspondente na imagem digital. 

 

2.3 Determinação dos parâmetros de desalinhamento angular 

 

A formulação do modelo matemático proposto neste trabalho é baseada em uma abordagem ponto-a-
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plano. O modelo proposto parte de duas premissas básicas. Primeiro, em situações de georreferenciamento 

direto de imagens, as coordenadas de um ponto no espaço objeto (𝑟𝐼
𝑚) são determinadas pela soma de três 

vetores, como segue na Eq. (7): 

 

 𝑟𝐼
𝑚 = 𝑟𝑏

𝑚(𝑡)  + 𝑅𝑚
𝑏 (𝑡)𝑟𝑐

𝑏 + 𝜆𝑖𝑅𝑚
𝑏 (𝑡)𝑅𝑐

𝑏𝑟𝑖
𝐶 (7) 

 

sendo 𝑟𝑏
𝑚(𝑡) o vetor das coordenadas 3D da origem do sistema de coordenadas do INS, derivada do processo 

de integração GNSS/INS levando em consideração a transformação entre a origem do sistema de coordenadas 

do INS e o centro de fase da antena GNSS, 𝑅𝑚
𝑏  a matriz de rotação que relaciona o sistema de coordenadas 

terrestre com o sistema de coordenadas do INS (𝑦𝑎𝑤, 𝑝𝑖𝑡𝑐ℎ, 𝑟𝑜𝑙𝑙), 𝑟𝑐
𝑏 e 𝑅𝑐

𝑏 os parâmetros de montagem do 

sistema que compreendem o deslocamento linear e o desalinhamento angular, respectivamente, entre a 

origem do sistema de coordenadas do INS e o CP da câmera, 𝜆𝑖 é o fator de escala, 𝑡 corresponde ao tempo 

de aquisição de cada um dos dados e 𝑟𝑖
𝐶 é o vetor das fotocoordenadas no sistema referencial fotogramétrico 

já corrigidas das distorções das lentes. 

Um ponto qualquer 𝑝 = [𝑥 𝑦 𝑧]𝑇, pertencente a um plano extraído da nuvem de pontos LiDAR 

(ℵ), pode ser representado matematicamente como o produto interno entre dois vetores, conforme equação do 

plano Eq. (8): 

 

 𝑛𝑝 + 𝑑 = 0 (8) 

 

sendo, 𝑛 = [𝑎, 𝑏, 𝑐] 

 

Considerando que 𝑟𝐼
𝑚 = 𝑝, e utilizando as equações de colinearidade modificada na forma inversa 

tem-se as Eq. (9), Eq. (10) e Eq. (11), a saber: 

 

 𝑥 − 𝑋0 − (𝑟11𝐿𝑥 + 𝑟12𝐿𝑦 + 𝑟13𝐿𝑧) =  𝜆𝑖 (𝑚11𝑥𝑐
′ + 𝑚21𝑦𝑐

′ − 𝑚31𝑓 ) (9)   

 𝑦 − 𝑌0 − (𝑟21𝐿𝑥 + 𝑟22𝐿𝑦 + 𝑟23𝐿𝑧) =   𝜆𝑖 (𝑚12𝑥𝑐
′ + 𝑚22𝑦𝑐

′ − 𝑚32𝑓 ) (10) 

 𝑧 − 𝑍0 − (𝑟31𝐿𝑥 + 𝑟32𝐿𝑦 + 𝑟33𝐿𝑧) =   𝜆𝑖 (𝑚13𝑥𝑐
′ + 𝑚23𝑦𝑐

′ − 𝑚33𝑓 ) (11) 

 

sendo 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 as coordenadas de um ponto extraído da nuvem LiDAR,  𝐿𝑥, 𝐿𝑦, 𝐿𝑧 os valores de deslocamento 

linear entre INS e CP da câmera, 𝑋0, 𝑌0, 𝑍0 a posição do inercial, obtido pelo georreferenciamento direto do 

GNSS/INS, 𝑚𝑖,𝑗 =  𝑅𝑚
𝑏 (𝑡) ∗ 𝑅𝐶

𝑏 corresponde aos elementos da matriz de rotação resultante da multiplicação 

entre as matrizes de rotação do INS e do desalinhamento angular (boresight), 𝜆 é o fator de escala, 𝑥𝑐
′  e 𝑦𝑐

′ as 

fotocoordenadas no sistema referencial fotogramétrico corrigidas das distorções das lentes e 𝑓 a distância focal 

calibrada da câmera.   

 

Dividindo as Eq. (9) e Eq. (10) pela Eq. (11) é eliminado o fator de escala 𝜆𝑖, como segue: 

 

 
𝑥 =  𝑋0 + ( 𝑧 − 𝑍0) (

𝑚11(𝑥𝑐
′ + 𝐿𝐴1) + 𝑚21(𝑦𝑐

′ + 𝐿𝐴2) − 𝑚31(𝑓 + 𝐿𝐴3)

𝑚13(𝑥𝑐
′ + 𝐿𝐴1) + 𝑚23(𝑦𝑐

′ + 𝐿𝐴2) − 𝑚33(𝑓 + 𝐿𝐴3)
) 

(12) 

 
𝑦 =  𝑌0 + ( 𝑧 − 𝑍0) (

𝑚12(𝑥𝑐
′ + 𝐿𝐴1) + 𝑚22(𝑦𝑐

′ + 𝐿𝐴2) − 𝑚32(𝑓 + 𝐿𝐴3)

𝑚13(𝑥𝑐
′ + 𝐿𝐴1) + 𝑚23(𝑦𝑐

′ + 𝐿𝐴2) − 𝑚33(𝑓 + 𝐿𝐴3)
) 

(13) 

                                     

                                     

sendo 𝐿𝐴1, 𝐿𝐴2, 𝐿𝐴3, é o deslocamento linear (lever-arm) multiplicado pela matriz de rotação do INS 𝑅𝑚
𝑏 (𝑡). 

 

Substituindo as Eq. (12) e Eq. (13) na Eq. (8) tem-se: 
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[𝑎 𝑏 𝑐]

[
 
 
 
 𝑋0 + (𝑧 − 𝑍0) 

𝑁𝑥

𝐷𝑛

𝑌0 + (𝑧 − 𝑍0) 
𝑁𝑦

𝐷𝑛
𝑧 ]

 
 
 
 

 + 𝑑 = 0 

(14) 

 

sendo, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑  os parâmetros do plano, 𝑋0, 𝑌0, 𝑍0 a posição fornecida pelo GNSS/INS, 𝑧  a coordenada obtida 

da nuvem de pontos LiDAR, 𝑁𝑥 = 𝑚11(𝑥𝑐
′ + 𝐿𝐴1) + 𝑚21(𝑦𝑐

′ + 𝐿𝐴2) − 𝑚31(𝑓 + 𝐿𝐴3), 𝑁𝑦 = 𝑚12(𝑥𝑐
′ +

𝐿𝐴1) + 𝑚22(𝑦𝑐
′ + 𝐿𝐴2) − 𝑚32(𝑓 + 𝐿𝐴3), 𝐷𝑛 = 𝑚13(𝑥𝑐

′ + 𝐿𝐴1) + 𝑚23(𝑦𝑐
′ + 𝐿𝐴2) − 𝑚33(𝑓 + 𝐿𝐴3), 

𝑥𝑐
′  𝑒  𝑦𝑐

′   são as fotocoordenadas corrigidas das distorções das lentes, 𝑓 é a distância focal calibrada 𝐿𝐴1 =

 𝐿𝑥𝑟11 + 𝐿𝑦𝑟21 + 𝐿𝑧𝑟31 , 𝐿𝐴2 = 𝐿𝑥𝑟12 + 𝐿𝑦𝑟22 + 𝐿𝑧𝑟32  , 𝐿𝐴3 = 𝐿𝑥𝑟13 + 𝐿𝑦𝑟23 + 𝐿𝑧𝑟33, com 𝐿𝑥 , 𝐿𝑦 , 𝐿𝑧 as 

componentes em 𝑥, 𝑦 𝑒 𝑧 do lever-arm e 𝑟𝑖𝑗 os elementos da matriz de rotação do INS. Os  𝑚𝑖𝑗  correspondem 

aos elementos da matriz de rotação resultante da multiplicação entre as matrizes de rotação do INS e do 

boresight angles 𝑚11 = 𝑟11 + 𝑟12(−Δ𝜅) + 𝑟13Δ𝜑, 𝑚12 = 𝑟11Δ𝜅 + 𝑟12 + 𝑟13(−Δ𝜔), 𝑚13 = 𝑟11(−Δ𝜑) +

𝑟12Δ𝜔 + 𝑟13, 𝑚21 = 𝑟21 + 𝑟22(−Δ𝜅) + 𝑟23Δ𝜑, 𝑚22 = 𝑟21Δ𝜅 + 𝑟22 + 𝑟23(−Δ𝜔), 𝑚23 = 𝑟21(−Δ𝜑) +

𝑟22Δ𝜔 + 𝑟23, 𝑚31 = 𝑟31 + 𝑟32(−Δ𝜅) + 𝑟33Δ𝜑, 𝑚32 = 𝑟31Δ𝜅 + 𝑟32 + 𝑟33(−Δ𝜔), 𝑚33 = 𝑟31(−Δ𝜑) +

𝑟32Δ𝜔 + 𝑟33 . 

 

A Eq. (14) pode ser reescrita na forma da Eq. (15), a saber:  

 

 
𝑎 (𝑋0 + (𝑧 − 𝑍0) 

𝑁𝑥

𝐷𝑛
) + 𝑏 (𝑌0 + (𝑧 − 𝑍0) 

𝑁𝑦

𝐷𝑛
) + 𝑐𝑧 =  −𝑑 

(15) 

 

 

A Eq. (15) é o modelo matemático proposto neste trabalho para estimativa dos parâmetros de 

desalinhamento angular. Neste modelo, os parâmetros de desalinhamento angular, 𝛥𝜔, 𝛥𝜑, 𝛥𝑘, estão inseridos 

nos termos 𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 𝑒 𝐷𝑛 , conforme apresentado na Eq. (14). Admitindo que um conjunto finito de pontos foi 

coletado no espaço imagem que mapeia seu plano correspondente no espaço objeto, extraído na nuvem de 

pontos LiDAR, o modelo matemático proposto atende a condição 𝐿𝑎 =  𝐹(𝑋𝑎) devendo os ângulos de 

desalinhamento do sistema (𝑅𝑐
𝑏) serem estimados pelo Método dos Mínimos Quadrados (MMQ), conforme 

Eq. (16): 

 

 𝑋 = −(𝐴𝑇𝑃𝐴)−1 (𝐴𝑇𝑃𝐿) (16) 

 

sendo 𝑋 o vetor das correções dos parâmetros (𝛥𝜔, 𝛥𝜑, 𝛥𝑘), 𝐴 representa a matriz das derivadas parciais em 

relação aos parâmetros (boresight angles), inseridos nos termos 𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 𝑒 𝐷𝑛 , conforme apresentado na Eq. 

(14), 𝐿 é calculado em função de 𝐿𝑜 (vetor das observações aproximadas) e 𝐿𝑏 (vetor das observações) e 𝑃 é 

a matriz dos pesos das observações. 

 

Na Eq. (17) a distância da origem do sistema ao plano (𝑑) é considerado como valor de observação. 

Os valores do desvio-padrão de 𝑑 é obtido através da propagação de variância covariância da equação 𝑎𝑥 +

𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 =  𝑑, como segue (KHOSHELHAM, 2016):  

 

 
𝜎𝑑 = √𝐶𝑥

2 + 𝐶𝑦
2 + 𝐶𝑧

2 + (
𝜎2

𝑛𝑝𝑙𝑎𝑛
) 

(17) 

 

sendo, 𝐶𝑥 , 𝐶𝑦 , 𝐶𝑧 as coordenadas do centroide do plano, 𝜎2 a variância nominal das coordenadas dos 

pontos na nuvem LiDAR e 𝑛𝑝𝑙𝑎𝑛 é o número de pontos contido em cada plano. 
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3 RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

Neste experimento foi testado o potencial do modelo matemático proposto para estimar os parâmetros 

de boresight angles. Para avaliar a qualidade da estimativa foram usadas imagens aéreas da cidade de Pouso 

Alegre – MG/Brasil, adquiridas em maio de 2015, com altura de voo aproximada de 1600m, sobreposição 

lateral de 30%, e sobreposição longitudinal de 60%. O sub-bloco fotogramétrico é composto de 6 (seis) 

imagens, sendo 3 (três) imagens obtidas na direção sudoeste e 3 (três) imagens tomadas na direção nordeste. 

As imagens foram adquiridas utilizando a câmera digital UltraCam XP (S/N UC-SXp-1-40813045), que é 

montada com LinosVexcel Apo-Sironar Digital HR 5.6/100mm. A imagem sintética gerada possui cerca de 

195,7 Mpx (11310 x 17310) pixels, com o tamanho do pixel pancromático de 6.0 μm, e um ground sample 

distance (GSD) próximo a 0,10m. A aeronave também está embarcada com um INS da Applanix, modelo POS 

AV 310, que apresenta as seguintes precisões absolutas pós-processadas (RMS): Posição horizontal de 0,02m 

e posição vertical de 0,05m, velocidade 0,01
𝑚

𝑠
, 𝑟𝑜𝑙𝑙 e 𝑝𝑖𝑡𝑐ℎ< 0,015º e ℎ𝑒𝑎𝑑𝑖𝑛𝑔< 0,035º e um sensor LiDAR 

aerotransportado da marca Leica ALS60, modelo CUS6 IMU, que possui as seguintes precisões absolutas: 

Posicional, entre 5 e 30 cm, 𝑟𝑜𝑙𝑙 e 𝑝𝑖𝑡𝑐ℎ < 0,0025º, ℎ𝑒𝑎𝑑𝑖𝑛𝑔< 0,005º. A nuvem de pontos possui densidade 

aproximada de 5 pontos/m2.  

Como descrito anteriormente, os POIs foram obtidos por Costa et al. (2017). Os autores empregaram 

o método in situ usando 6 imagens aéreas, sendo 3 na direção de voo nordeste e 3 na direção de voo sudoeste 

em cada direção de voo, e três pontos LiDAR de controle. A Figura 3 mostra a configuração do bloco e do 

sub-bloco fotogramétrico usado no processo de calibração da câmera UltraCam XP, os pontos de controle 

coletados no sub-bloco fotogramétrico (representados na cor verde) e a distribuição dos pontos de verificação, 

também extraídos da nuvem LiDAR. 

 

Figura 3 – Configuração do sub-bloco e pontos de verificação coletados na área de estudo.  

 

Fonte: Os autores (2020). 

 

Na primeira etapa do método proposto a nuvem de pontos LiDAR é filtrada separando os pontos que 

estão no nível de solo, dos pontos pertencentes a árvores e edificações. Isto é feito pelo Filtro Morfológico 

Progressivo. Em seguida, o algoritmo RANSAC é usado para extrair os planos de telhados na nuvem de pontos 

LiDAR filtrada. Este procedimento está implementado na biblioteca point cloud (PCL), como pode ser 

verificado em Rusu e Cousins (2011). A Figura 4 mostra a nuvem de pontos LiDAR original, a nuvem filtrada 

pelo Filtro Morfológico Progressivo e os planos de telhados extraídos com o RANSAC. 
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Figura 4 - Resultados da filtragem da nuvem de pontos LiDAR. (a) Nuvem de pontos LiDAR original, (b) 

Resultado obtido com o filtro morfológico progressivo, (c) Planos de telhados extraídos com o algoritmo RANSAC, (d) 

Imagem aproximada dos planos extraídos. 

 

Fonte: Os autores (2020). 

 

Após aplicar o algoritmo RANSAC, os parâmetros dos planos de telhado são estimados usando o 

método de Pathak et al. (2010). Para cada plano de telhado extraído na nuvem de pontos LiDAR foi 

manualmente coletado um ponto qualquer do telhado correspondente na imagem digital. Nesta etapa, foram 

extraídos 76 (setenta e seis) planos e 15 (quinze) LCPs.  

Neste trabalho, o ajustamento por feixes de raios de luz perspectivo é realizado usando 6 imagens do 

sub-bloco fotogramétrico separados pelas faixas de voo, sendo 3 imagens na direção nordeste do alinhamento 

de voo e 3 imagens aéreas tomadas na direção sudoeste da trajetória de voo, baseado na pesquisa de Costa 

(2017). A Figura 5 mostra o sub-bloco fotogramétrico, bem como a distribuição dos pontos de verificação e 

dos planos de telhados usados como controle de campo. 

 

Figura 5 - Sub-bloco fotogramétrico usado no experimento. (a) configuração dos LCPs no sub-blocos nos 

sentidos sudoeste e nordeste, (b) distribuição dos planos de telhado. 

  

(a)                                                        (b) 

Fonte: Os autores (2020). 

 

Note que, neste trabalho para cada sentido de voo é determinado um conjunto de parâmetros de 

boresight angles, ou seja, há 6 parâmetros de desalinhamento a serem determinados, sendo três parâmetros no 

sentido sudoeste (𝛥𝜔𝑆𝑂  , ∆𝜑𝑆𝑂 , ∆𝜅𝑆𝑂) e três parâmetros no sentido nordeste (𝛥𝜔𝑁𝐸  , ∆𝜑𝑁𝐸 , ∆𝜅𝑁𝐸). A Tabela 1 

apresenta os valores de boresight angles e seus desvios-padrão estimados para cada sentido de voo. 

 

 

 

 

 

Tabela 1 – Resultados obtidos com o método proposto. 

Δ do desalinhamento Direção Nordeste Desvios-padrão Direção Sudoeste Desvios-padrão 
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Δω 4’ 26,43’’ 1’ 24,98’’ 17’ 18,12’’ 1’ 12,39’’ 

Δφ 7’ 5,88’’ 1’ 13,84’’ - 7’ 48,51’’ 1’ 18,17’’ 

Δκ 17,98’’ 5’ 36,83’’ - 4’ 40,96’’ 1’ 18,17’’ 

Fonte: Os autores (2020). 

 

Para integração de dados ópticos e LiDAR é preciso avaliar a qualidade dos valores de boresight 

angles estimados com o modelo proposto. Neste trabalho, foram extraídos 15 pontos de verificação no 

referencial de mapeamento usando intersecção de três planos na nuvem de pontos LiDAR. Como a precisão 

posicional planimétrica dos pontos de verificação pode variar de 0,1 a 1,0 m (VOSSELMAN; MAAS, 2010) 

será adotado o valor da precisão posicional do EMQ das discrepâncias (𝑥, 𝑦) igual a 0,40 m (duas vezes o 

desvio-padrão do equipamento LiDAR), e para a precisão altimétrica será adotado o EMQ das discrepâncias 

(𝑧) igual a 0,48 m, conforme Alamús e Wolfgang (2008): 

 

 
𝑑𝑍 = √2 .

𝐻2

𝐵. 𝑓
 . 𝜎𝑝𝑖𝑥 

(18) 

 

sendo H o valor médio da altura de voo, B o valor médio da aerobase, f a distância focal e 𝜎𝑝𝑖𝑥 o tamanho do 

pixel. A Tabela 2 mostra os valores adotados para as variáveis supracitadas. 

 

Tabela 2 – Valores adotados para H, B, f e 𝜎𝑝𝑖𝑥. 

𝑯 (m) 𝑩 (m) 𝒇 (mm) 𝝈𝒑𝒊𝒙 (μm) 

1600 452 100,4 6 

Fonte: Os autores (2020). 

 

Para a avaliação estatística das discrepâncias das componentes 𝑥, 𝑦 e 𝑧 resultantes dos pontos de 

verificação é usado o teste de normalidade de Shapiro-Wilk (σ = 0,05) e para verificar a existência de tendência 

nas discrepâncias é empregado o teste t de Student (σ = 0,05). Os valores de EMQ da discrepância dos pontos 

de verificação foram de 0,274 m para planimetria e 0,335 m para a altimetria, considerando a direção nordeste 

do alinhamento da faixa de voo. Já para o alinhamento da faixa na direção sudoeste obteve-se um EMQ da 

discrepância dos pontos de 0,340 m para planimetria e 0,331 m para a altimetria. Como pode ser observado, 

os valores obtidos estão dentro do limiar adotado de precisão para as discrepâncias planimétricas e altimétricas. 

Pode-se observar que o desvio-padrão calculado para o ângulo de desalinhamento Δκ para o sentido nordeste 

é maior do que o valor do desalinhamento. A Tabela 3 apresenta os resultados do teste de normalidade de 

Shapiro-Wilk (S-W), com valores retirados da tabela S-W para o sentido de voo nordeste, utilizando oito LCPs, 

e α com valor de 0,05, 𝑊(8;0,05) = 0,818, e para o sentido de voo sudoeste, com sete LCPs, e α com valor de 

0,05, 𝑊(7;0,05) = 0,803 . Como pode ser observado, 𝑊𝑐𝑎𝑙𝑐. > 𝑊𝑡𝑎𝑏𝑒𝑙𝑎  para as três componentes analisadas, 

com isso, conclui-se que as discrepâncias para as componentes X, Y e Z possuem uma distribuição normal. 

 

 

Tabela 3 - Resultados do teste de normalidade shapiro-wilk para o experimento b para a direção nordeste (NE) e 

sudoeste (SO). 

NORDESTE 

𝑥 𝑦 𝑧 

𝑊𝑐𝑎𝑙𝑐. p-valor 𝑊𝑐𝑎𝑙𝑐. p-valor 𝑊𝑐𝑎𝑙𝑐. p-valor 

0,961 0,820 0,942 0,641 0,904 0,819 

SUDOESTE 

𝑥 𝑦 𝑧 

𝑊𝑐𝑎𝑙𝑐. p-valor 𝑊𝑐𝑎𝑙𝑐. p-valor 𝑊𝑐𝑎𝑙𝑐. p-valor 

0,866 0,179 0,869 0,188 0,867 0,183 

Fonte: Os autores (2020). 

 

A Figura 6(a) apresenta a discrepância planimétrica e altimétrica dos oito pontos de verificação 
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utilizados para a análise estatística para a faixa de voo no sentido nordeste. Nota-se que apenas uma 

discrepância ultrapassou o limiar de precisão adotado para planimetria, que foi de 0,53 m. Já para a altimetria 

foi obtido um valor de 0,50 m, ultrapassando o limiar de precisão adotado para discrepância altimétrica. A 

Figura 6(b) apresenta as discrepâncias planimétrica e altimétrica dos sete pontos LCPs de verificação utilizados 

para a análise estatística para a faixa de voo no sentido sudoeste. Nota-se que dois pontos ultrapassaram o 

limiar de precisão adotado para discrepância planimétrica, que foram de 0,56 m e 0,49 m, enquanto para a 

altimetria todos os pontos permaneceram dentro do limiar de precisão adotado para discrepância. 

 

Figura 6 - discrepância (a) sentido nordeste e (b) sentido sudoeste. 

 
Fonte: Os autores (2020). 

 

A Tabela 4 apresenta os resultados do teste de tendência 𝑡 de Student com nível de significância (α) 

de 5% para avaliação estatística das discrepâncias da planimetria e da altimetria dos pontos de verificação para 

as direções de voo nordeste e sudoeste, respectivamente. 

 

Tabela 4 - Resultados do teste estatístico 𝑡 de Student. 

NORDESTE 

𝑥 𝑦 𝑧 

p-valor 𝑡𝑐𝑎𝑙𝑐 𝑡𝛼
2
,𝑛−1

 p-valor 𝑡𝑐𝑎𝑙𝑐 𝑡𝛼
2
,𝑛−1

 p-valor 𝑡𝑐𝑎𝑙𝑐 𝑡𝛼
2
,𝑛−1

 

0,401 -0,892 2,145 0,954 -0,058 2,145 0,345 1,010 2,145 

SUDOESTE 

𝑥 𝑦 𝑧 

p-valor 𝑡𝑐𝑎𝑙𝑐 𝑡𝛼
2
,𝑛−1

 p-valor 𝑡𝑐𝑎𝑙𝑐 𝑡𝛼
2
,𝑛−1

 p-valor 𝑡𝑐𝑎𝑙𝑐 𝑡𝛼
2
,𝑛−1

 

0,543 -0,643 2,145 0,385 0,935 2,145 0,611 -0,535 2,145 

Fonte: Os autores (2020). 

 

Como pode ser observado na Tabela 4, tanto na planimetria quanto na altimetria foi obtido o p-valor 

maior que 0,05 e valores absolutos de 𝑡𝑐𝑎𝑙𝑐 menores que 𝑡𝛼

2
,𝑛−1. Desta forma, pode-se dizer que os pontos não 

possuem tendência, o que valida os resultados obtidos do EMQ dentro do limiar de precisão adotado. A Tabela 

5 apresenta uma síntese dos resultados das discrepâncias dos pontos de verificação obtidos nos experimentos 

A e B. 

 

Tabela 5 – Síntese dos resultados. 

EXPERIMENTO Planimetria (m) Altimetria (m) 

Resultados para o sentido 

nordeste de voo 

Valor Mínimo 0,125 0,062 

EMQ 0,274 0,335 

Valor Máximo 0,531 0,504 

Resultados para o sentido 

sudoeste de voo 

Valor Mínimo 0,036 0,154 

EMQ 0,340 0,331 

Valor Máximo 0,560 0,440 

Fonte: Os autores (2020). 
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Como pode ser observado na Tabela 5, o EMQ planimétrico foi de 0,274 m para a faixa de voo no 

sentido nordeste e o EMQ altimétrico foi de 0,335 m, enquanto para a faixa de voo no sentido sudoeste, o 

resultado do EMQ planimétrico foi de 0,340 m e altimétrico de 0,331 m. Com os resultados obtidos, nota-se a 

foi possível encontrar melhor grau de confiabilidade planialtimétrica utilizando um sub-bloco separado por 

faixas de voo. 

 

4 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

 

Um dos desafios em sistemas modernos de mapeamento móvel é o fluxo de trabalho na integração de 

dados fotogramétricos e LiDAR. Nas últimas décadas, a orientação direta de sensores tem ganhado espaço na 

comunidade fotogramétrica devido sua eficiência e simplicidade operacional. Métodos capazes de determinar 

os parâmetros de montagem de sistemas aerotransportados é uma área ativa de pesquisa e desenvolvimento. 

Neste trabalho foi proposto um método apropriado para estimativa dos parâmetros de boresight angles de 

montagem de um sistema fotogramétrico aerotransportado. A principal característica do método proposto é o 

desenvolvimento de um modelo matemático baseado em uma abordagem ponto-a-plano que mapeia um ponto 

na imagem digital em seu plano de telhado correspondente na nuvem de pontos LiDAR aerotransportado. O 

desenvolvimento de tal modelo foi motivado pela alta demanda por dados fotogramétricos e LiDAR integrados 

com acurácia que pode ser empregado em diversas aplicações em geociências. O modelo proposto foi testado 

em um sub-bloco de imagens aéreas digitais e os resultados obtidos mostraram que planos de telhados podem 

servir como apoio de campo no processo de estimativa dos parâmetros de boresight angles. O modelo 

desenvolvido é pela primeira vez aplicado para estimativa dos parâmetros de boresight angles em sistemas 

aerotransportados. Sua geometria não exige correspondência exata entre as primitivas, descartando 

necessidade de pontaria na coleta dos pontos no espaço imagem, resultando em um mais flexível método. 

Superfícies planas são robustas à outliers presentes na nuvem de pontos, além de ser menos influenciadas pela 

baixa amostragem de pontos e não dependem de pré-sinalização de alvos ou intersecção de planos adjacentes 

para extração de pontos LiDAR. Como trabalhos futuros é recomentado a utilização deste método aplicado em 

outro bloco fotogramétrico, assim como a automatização da coleta do ponto na imagem e seu respectivo plano 

extraído da nuvem LiDAR. 
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