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RESUMO

Este trabalho apresenta uma metodologia para ajustamento de redes geodésicas GPS de densificacdo ou extenséo, a qual
substitui com vantagem o tratamento classico que utiliza um ajustamento livre seguido por uma “transformacéo de
Helmert”. A caracteristica deste método é introduzir um procedimento estatisticamente 6timo, baseado no principio dos
minimos quadrados, que permita ajustar a nova rede vinculando-a a pontos fiduciais e conectando-a a pontos de ligagédo
com redes vizinhas de mesmo nivel, considerados “hierarquicamente superiores”. A técnica da “propriedade
reprodutora” permite que esses pontos sejam ponderados em fungéo das varidncias decorrentes de suas determinacées,
mas tenham suas coordenadas preservadas. O procedimento adotado consiste em fazer com que as variancias dos
pontos de injuncdo sejam introduzidas na nova rede, e que as coordenadas desses pontos, modificadas pelo ajustamento,
sejam recuperadas.

Palavras chaves: ajustamento de redes geodésicas, Geodésia.

ABSTRACT

This work presents a methodology for the adjustment of GPS geodetic networks of densification or extension, which
substitutes with advantage the classic treatment that uses a free net adjustment followed by a “Helmert transformation”.
The feature of this method is to introduce a statistically optimal procedure, based on least squares principle, that allows
adjust the new network linking it to fiducial points and connecting it to tie-points with same level neighbor networks, all
them considered “hierarchically superior”. The “reproducing property” technique allows that these points were
weighted up in function of the variances gone of its determinations, but they have its coordinates preserved. The
adopted procedure consists in make that the constraint point variances were introduced in the new network, and that the
coordinates of these points, changed by the adjustment, were retrieved.

Keywords: geodetic networls adjustment, Geodesy

ser realizado utilizando o modelo paramétrico do

1 INTRODUCAO

1.1 Redes geodésicas GPS

Existem diversos métodos de utilizagdo do
Sistema de Posicionamento Global, tendo por principio
a medida das observaveis pseudodistancia ou fase da
onda portadora, seguida do ajustamento dessas
observaveis.

Apls esse tratamento realizado com as
observaveis, ha necessidade de ajustar vetorialmente a
rede, caso se deseje homogeneiza-la e vinculd-la a uma
rede fiducial ativa ou passiva. Esse ajustamento pode

método dos minimos quadrados aplicado a uma
formulacdo matematica que proporcione um tratamento
vetorial a pares de pontos da rede, observados, néo
necessariamente numa Unica sessao de levantamento.

A medida que novas redes forem sendo
implantadas, faz-se necessario sua vinculagao aquelas ja
disponiveis, de modo que cada nova rede deva ser
considerada uma “extensdo” ou “densificacdo” das
anteriores. Para tanto, por ocasido de seu planejamento,
devem ser ocupados pontos das redes contiguas de
modo a gerar uma vinculacao entre elas.
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Um dos procedimentos classicos para tratar da
densificacdo de redes geodésicas consiste num
ajustamento livre seguido por uma “transformacdo de
Helmert” com respeito aos pontos fiduciais utilizados
como injuncdo, os quais devem ter suas coordenadas
preservadas (Oliveira et al., 1998).

Schaffrin  (2001) considera esse tratamento
“ndo Otimo” porque ndo introduz na nova rede as
varidncias desses pontos fiduciais, e apresenta como
alternativa um procedimento “6timo”, baseado no
principio dos minimos quadrados, de modo que as
coordenadas desses pontos permanegcam invariaveis,
embora suas variancias fagam parte do ajustamento.

1.2 Proposta

O presente trabalho propde:
1°) desenvolver uma metodologia que realize o
ajustamento vetorial de redes geodésicas GPS de
densificacdo e extensdo, utilizando o método dos
minimos quadrados, de maneira que as variancias dos
pontos de injuncdo fagam parte do ajustamento, sem
alterar suas coordenadas;
2°) aplicar essa metodologia a uma rede geodésica ja
implantada, de modo a permitir a comparacdo de
resultados.

O estudo dessa metodologia carreou para o

desenvolvimento de um algoritmo que empregasse esse
procedimento, seguido de um programa de computador,
0 qual teve os seguintes passos:
1°) nesse programa, em linguagem FORTRAN, foram
considerados, além dos principios fundamentais do
ajustamento, 0s conceitos que devem nortear a
elaboracédo do projeto de construgdo da rede, tais como:
o tipo de rede, a subdivisdo dessa rede em figuras
geométricas, vetores independentes e triviais,
confiabilidade, tipo de processamento e injuncdes;
2°) realizar o procedimento estatisticamente 6timo
apresentado por Schaffrin (2001), de modo a permitir o
ajustamento da nova rede de densificagdo ou extenséo,
vinculando-a a pontos fiduciais e conectando-a a redes
contiguas ja ajustadas, pela ligagdo vetorial de alguns de
seus pontos com os fiduciais e com 0s mais proximos
dessas redes vizinhas, preservando as coordenadas
desses pontos (aqui considerados hierarquicamente
superiores);
39 dota-lo de recursos tais que possibilitem a execucio
de ajustamentos livres e injuncionados, permitindo uma
analise estatistica de qualidade através da realizacdo do
teste de hip6tese conhecido como “Teste do Qui-
quadrado”, e também a deteccdo, investigacdo e
adaptacdo de possiveis erros encontrados, através do
“Teste dos Residuos Padronizados” (“data snooping”™).

2 MODELO MATEMATICO

O modelo matematico adotado para o
ajustamento vetorial da rede propiciou a adogdo do
modelo paramétrico linear do MMQ. Do conjunto de
vetores, destacando-se um i-ésimo vetor de origem “I” e
extremidade “F”, o modelo € o seguinte:

dx, =X — X,
dy; =Ye -y, .
dz, =z -z,

2.1 O modelo de densificacdo e tratamento 6timo

Segundo Schaffrin (2001) o processo esta
apenas no tratamento, pois o modelo matematico, ja em
sua forma linearizada, é amplamente conhecido e dado
pelas equacdes:

(L) =0 (A (dX) +, (A)™ 1y (dX,) =+, (V)
D
e
|()Z)1:| (dX1)1+| (Vlo)l:| (K)m m(x)1+l (Vlo)l
)

onde: né o numero de observacdes,
m é o0 nimero de parametros, e
| é 0 nimero de pontos de injuncéo,

sendo:  (K)=[l, 0];

e
Vv 0 P 0
~N . 2 ’
M M’“{ 0 Qf} N

cuja definigdo dos parametros é a seguinte:

rk(A,) = rank da matriz A,, de valor igual a (m-I);

rk(A,) = rank da matriz A4, de valor igual a g;

g = numero de graus de liberdade (n-m), devendo ser
(m-) <q;

L é o vetor (Ly — Lp) (nx1), acrescido das coordenadas
dos pontos de injungéo;

L, é o vetor das observagdes brutas (nx1), acrescido das
coordenadas dos pontos de injuncéo;

dX; € o vetor que incorpora as coordenadas dos pontos
de injuncéo (Ix1);

dX, € o vetor que incorpora as coordenadas dos pontos
da rede (m-Ix21);

A =[A, A,] é amatriz dos coeficientes (nxm);

V € o vetor dos residuos das observacdes (nx1);

X, é o vetor (dado) das informagdes dos pontos de
injuncéo (Ix1);

Vl0 € o vetor dos residuos das coordenadas dos pontos
de injuncéo (Ix1);

ag é o fator de variancia arbitrado a priori (escalar);

P é a matriz dos pesos das observagdes (nxn);

Ql0 é a matriz cofatora dos pontos de injuncao (Ixl), e

X,
Qf=z

2

Oy

Assume-se que as coordenadas dos pontos de

injuncdo e suas respectivas variancias-covariancias

sejam as mesmas em ambos os tratamentos: seja como
pardmetros ou como observacoes.

igual a:
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A BLUUE (Best Linear Uniformly Unbiased
Estimate — melhor estimativa linear uniformemente

imparcial) de [X ]1 no modelo anterior pode ser
obtida pelo processo que se segue (Schaffrin, 2001).
Nas Equaces 1, 2 e 3, a BLUUE ¢ dada por:
X, =(N+KTPK) (C+KTRX, ). )
que, desenvolvendo, resulta em:
X, =N7C+N'KT(Q®+KNK™)*(x, -KNC)
()

sendo C o vetor (m x 1) dado por:
"=[0..100..0],
N = ATPA (matriz normal),
e K uma matriz (I x m), devendo possuir trés linhas de
zeros para cada ponto de injuncdo e, no cruzamento
dessas linhas com as trés colunas referentes ao ponto de
injuncdo  correspondente, contendo uma matriz

identidade de dimenséo (3 x 3).
A solucdo é obtida atraves das “equacgdes

normais”:
N K" [X,| [C ©
K _Qlo j’\a )21

onde o vetor A, (Ix1) corresponde as coordenadas dos

pontos de injuncdo, modificadas pela consideragdo de
suas variancias no ajustamento.

A

As matrizes variancia-covariancia de X, e

A, sdo prontamente obtidas por:

{K QJ FXX si) O

com X significando as covariancias Oy ;= 0,
a'’a

ou, alternativamente, por:
3 X, =2 (N+KTPK])" =
= oIN" = o?NKT(QP + KN KT J"KN *
8)
YA =cQ+KNIKT)" =
=o2P? —o2PPK(N + KTPPK) 'K P,
©)

se existirem as respectivas inversas.

Os residuos sdo proporcionados através das
equacdes:

V=L-AX?-AX:=L-AX,, (10

= (1, + KNKTR?)H (X, - KN'C), (1)
com oy =0, Ty o =0,
e
ATPV =C-NX, =K1, =—K"PV,°, (12)
e suas matrizes variancia-covariancia através da
equacéo:

=a§{P } g{ }N+K PK)'[AT K]

0 Q
(13)

Finalmente a BIQUUE (Best Invariant
Quadratic Uniformly Unbiased Estimate — melhor
estimativa  invariante  quadratica  uniformemente

imparcial) de Gg pode ser calculada por:

TToN \70TAQTO
~2 _V'PV+V° QV,
° n—m-+l
onde G representa o fator de variancia estimado a

posteriori, 0 numerador € a soma acumulada dos
“VTPV” das observacBes e dos pontos de injuncdo
incluidos como parametros e o denominador é o nimero
de graus de liberdade do sistema.

: (14)

2.2 Aplicacdo da propriedade reprodutora

Embora o procedimento descrito apresente um
método oOtimo para a densificacdo, seu uso tem sido
relutante devido a alteragbes apresentadas nas
coordenadas dos pontos de injungdo, como

conseqliéncia de:
70
| Bll ]1 # O

Isso pode ser resolvido pelo uso da técnica
denominada “propriedade reprodutora”, que consiste na
utilizacdo da equacéo:

: ~ —l -~
X, =X, +KT(KKT)V,?, (15)

onde X a © >2a apresentam-se sob a forma:
~ 1
= 2 H| e = ~
a a
X3 X,
m+ L [ ’ } mal! [ ’ ]1

onde o sub-vetor X, representa as coordenadas dos
pontos de injuncdo modificadas pelo ajustamento

~

injuncionado e o sub-vetor X, representa as

coordenadas dos pontos de injuncdo, apds a aplicacao
da propriedade reprodutora, reproduzidos tal e qual elas
eram por ocasido da entrada de dados (Schaffrin, 2001).

2.3 O procedimento
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Na pratica, o procedimento consiste em alterar
convenientemente os dados de entrada e analisar o
comportamento dos novos dados de saida.

As dimensdes aqui adotadas, n, m e [, em
qualquer caso, serdo sempre multiplas de 3.

2.3.1 Nos dados de entrada

No programa DATA, que gera a entrada de
dados matriciais, todas as trés matrizes devem ser
alteradas. O vetor L, deve ser acrescido das
coordenadas dos pontos de injuncgdo, passando a ter a
seguinte forma:

LT

L= [". %], @n
bn+| II:XZ:I1 .

e a matriz dos pesos das observacbes serd aumentada,
assumindo a forma:

- | n+l

)

»w O  m N

nb .

Ex.)

ZEROS

nelLIE -

(18)

A matriz P é a matriz variancia-covariancia das
observagdes brutas acrescida das  variancias-
covariancias dos pontos de injuncdo ao longo da
diagonal principal ou dos blocos diagonais (3x3),
completada com zeros e posteriormente invertida e
multiplicada pelo fator de variancia arbitrado a priori:

A matriz dos coeficientes também deve ser
modificada, sendo acrescida a matriz K (Ixm) da
seguinte maneira:

- [lmwTIT
A= | .
n+l I[ (K) ]m

2.3.2 Nos dados de saida

Nos dados de saida do programa AJUSTVET
deve-se observar os vetores ajustados dos parametros e
das observacdes, as matrizes variancias-covariancia das
observagdes e dos parametros ajustados e, com bastante
atencdo, o vetor dos residuos das observacgdes, ja que ele
é importante na andlise dos resultados do ajustamento.

As coordenadas dos pontos de injungdo
aparecem nos vetores ajustados dos pardmetros e
também das observagdes. O mesmo acontece com suas

(19)

variancias, que aparecem nas matrizes variancia-
covariancia dos pardmetros e das observacdes ajustadas.

Quanto aos parametros ajustados, seu vetor é
dado pelas Equagdes 4 ou 5, conforme a matriz Normal
“N” seja inversivel ou ndo, e a matriz variancia-
covariancia é dada pela Equacdo 8. Suas formas séo
apresentadas respectivamente por:

% - m[%f]l l

a [X a]l ) (20)
m+ L TL7Y2
antes da aplica¢do da propriedade reprodutora,
e por:
ET kel
X e Xixg (21)

Xa= m ;
25 T R

Quanto as observagdes ajustadas, as expressoes
para o vetor e a matriz variancia-covariancia ficam:

— _1_1

. L,
L = , (22)

il

n
7 a
n-¢-l_||:X2

| n+l

2L T || (@3
O %3 I | [Z Xs]l

Finalmente, quanto aos residuos, o vetor é dado
pela expresséo:
1l
19

A

[ A

n+l

e sua matriz variancia-covariancia ja foi apresentada
pela Equacdo 13.

\Y (24)

2.4 O programa “DATA”

O programa DATA tem por finalidade servir de
banco de dados matriciais para o programa AJUSTVET.
Sua saida fornece as seguintes informagoes:

L, = vetor das observages brutas;

2Ly = matriz variancia-covariancia das observagdes
brutas;

A = matriz dos coeficientes do sistema.

O vetor L, e a matriz 2L, sdo os elementos de
entrada da transformacédo estatistica que o ajustamento
representa. Neste programa, eles sdo montados com os
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dados de saida do software que tenha sido empregado
no processamento dos vetores selecionados da rede.

O vetor Ly, contém os trés componentes de cada
vetor independente utilizado no ajustamento: dx;, dy; e
dZi.

A matriz JL, sdo dadas quatro opcdes de
montagem: como matriz cheia; como matriz bloco-
diagona; e como matriz diagonal com varidncias
distintas ou constantes.

A Matriz dos Coeficientes “A”, também
conhecida por “matriz design™, por sua vez, é “criada”
com base no projeto de ajustamento vetorial da rede.
Os blocos 3x3 que representam a extremidade e a
origem dos vetores sdo preenchidos, respectivamente,
por matrizes “-1” e “I”. Os demais elementos da matriz
A sdo zeros. Ela ndo é fisicamente digitada, porém seu
espaco é dimensionado e as posi¢des das matrizes
identidades (3x3) “I” e “-I” sdo definidas. Se
necessario, ela pode ser impressa.

2.5 O programa “AJUSTVET”

O programa AJUSTVET tem por finalidade
realizar o ajustamento vetorial de redes geodésicas GPS,
utilizando o modelo paramétrico linear através do
método dos minimos quadrados.

O programa tem a possibilidade de realizar os
seguintes tipos de ajustamento:

1- ajustamento livre;

2- ajustamento injuncionado, onde sdo fixadas
as coordenadas dos pontos de injuncdo bem como de
outros hierarquicamente superiores, conforme citado na
Secdo 1.2 (Vasconcellos, 2003).

2.5.1 Elementos de entrada e saida

O mecanismo de entrada e saida dos dados é
feito de modo a permitir flexibilidade de
dimensionamento das varidveis alocadas as diversas
possibilidades do programa.

Os dados iniciais entram por quatro vias de
acesso diferentes:
- Via direta: parametros constantes;
- Via teclado: ndmero de vértices, de vetores e de
pontos de injuncdo e o fator de variancia a priori;
- Via banco de dados: matrizes iniciais, com suas
possibilidades, conforme foi visto na Secéo 2.4,
- Via geragdo numérica: sdo geradas as seguintes
matrizes:

P = matriz dos pesos das observacdes, e

E = matriz auxiliar da pseudo-inversa (Leick,
1994), descrita na Equacdo 27.

2.5.2 Solucdo das equagbes normais

Na solucdo das equagBes normais serd
necessario inverter a matriz normal “N”°, a qual é obtida
pela forma quadratica:

N=AT*P*A (25)

De acordo com Gemael (1994), quando se
realiza o0 ajustamento livre, a matriz normal N tem
determinante nulo, obrigando o uso da pseudo-inversa
ao invés da inversa ordinaria. Para matrizes grandes,
como é o caso do ajustamento de redes geodésicas,
Chapman (1998) sugere o método de Banachievicz, que
utiliza a decomposi¢do LU (Lower & Upper) da matriz
normal para calcular seu determinante, e assim
determinar se a matriz é inversivel ou ndo. Neste
método, a componente “U” contém, em sua diagonal
principal, os autovalores da matriz que se deseja
inverter. Assim, o determinante ¢é calculado por:

det(N) = H(/l,) :

Apos o calculo do mesmo, ¢ aplicado um teste
que faz a opcao pela inversa ordinaria ou pela pseudo-
inversa.

A inversa ordindria € obtida também pelo
método de Banachievicz, aplicando uma seqiéncia de
subrotinas especificas (Press et al, 1996a e 1996b).

A pseudo-inversa é obtida pela equacdo que se
segue, apresentada por Leick (1994):

N*:[AT*P*A+ET *E]_1—|-ET(E*ET *E*ET)_]-EJ

(26)
onde
100100---10 0"
E={0 1 0 01 0 - - -0 1 0f -
JOO 1001 ---001
(27)

O resultado da solugdo das equagdes normais é
0 vetor dos pardmetros ajustados “X,”, fornecido num
primeiro momento em coordenadas cartesianas
tridimensionais (X, Y, Z), calculado pela equacéo:

X, =[ATPA™ [ATPL, ], (28)
onde o sobrescrito “INV”* significa que a equacdo esta
sendo apresentada de forma genérica e, portanto, pode
tratar-se de inversa ordindria ou pseudo-inversa.

A seguir, para levar as coordenadas ao
elipséide e oferecer os pardmetros ajustados em

coordenadas geodesicas, ha necessidade de se realizar a
transformacdo realizada por processo iterativo:

X @
X, =Y =X, =4
Z TRI h GEO

De posse dos parametros ajustados em
coordenadas cartesianas, fica-se em condigdes de
determinar o vetor dos valores ajustados das
observacdes e o vetor dos residuos das mesmas atraves
das equacdes:

L, = AX,, (29)

V=L -L, (30)
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2.5.3 Matrizes variancia-covariancia
Primeiramente é necessario calcular o fator de
variancia a posteriori pela equacao:
~ VTPV
O, =
df
onde “df”” € igual ao nimero de graus de liberdade do
sistema.  Posteriormente esse valor serd usado na
analise dos resultados do ajustamento.
A matriz variancia-covariancia dos parametros

ajustados, em coordenadas cartesianas tridimensionais,
é determinada pela expressao:

Zxa(m) =&2(NL)"™. (32)

Para que se possa realizar sua transformacédo
para coordenadas geodésicas,

: (31

A(TRI) = A(GEO) J’
€ necessario empregar a propaga¢do de variancias, cuja
expressao é

> x,.. |=DI>x,.. IIoT . @3

Cabe lembrar que a matriz D é bloco diagonal,
e que seus elementos sdo obtidos pelas derivadas
parciais das expressdes iterativas de ¢, A e h, todas em
relacdo a X, Y e Z, de modo que cada bloco diagonal (3
x 3) da matriz D seja dado por:

99 9p Op
oXx oy oz
04 04 04
Dl=| = — =| (34)
oXx oy oz
éh oh o
| OX oy o

As expressfes desenvolvidas para essas
derivadas parciais, com suas respectivas consideragdes
sdo apresentadas a seguir (Vasconcellos, 2003).

1°) Para a latitude

@ = arcty| ————|,
JX2+y?
sendo K = 1 5
l-e
8_(0 — - Kz.z.x.a‘z/i : (35)
OX (x +y +Kz )S
6_go= -K.z.y.04 (36)

oy  (C+y?+KZ?)s

A9 _ K.Sp a.e’.sen2¢p
oz (x2+y2+K222) 5 /(1—ezsen2¢)3
(37)

As variaveis 8\ e 8¢ serdo definidas ao final
das apresentagdes das derivadas parciais que compdem
o0 bloco diagonal da matriz.

2°) Para a longitude

A =arctg [l}
X

oL —y.0h

x Xyt e
oA X.04

oy Xy >
Zi = Zero (40)

yA

3% Para a altitude
h=4x>+y?.seco+N(p),
a

J1-e?sen’gp

oh X
ox | S.cosg

Kz | Ne? sen 2¢p -K.z.x
cosp  20-e?sen®p)|| (X2 +y? +K?z?)5.52

(41)
oy | S.cose

Kz | Ne? sen 2¢p - Kazy. |
cosp  2(-e?sen? o) || (x2 +y? +K?2%)5.04

42)

sendo N ((0) =

@_{ Kz Ne? sen 2¢ Koo ]
)L

= +
oz |cosp  2(1-e?sen’g) || (x* +y? +K?2?)
(43)
As variaveis ainda ndo definidas sdo as

seguintes:

- O¢: correcdo de latitude devida ao valor de 1”
de arco de meridiano, cujo valor foi considerado
constante para o territério brasileiro e igual a:

o = 30,775 [metros por segundo de arco]; (44)
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- oA: correcdo de longitude devida ao valor de
1” de arco de paralelo, possuindo a seguinte expressao:

5o &Cosp

J1-e’.sen’ o

[metros por segundo de arco].

(45)

A matriz variancia-covariancia das observacdes
ajustadas é determinada pela expresséo:

3L, = 62[ANNL)™ AT | (46)

A matriz variancia-covariancia dos residuos
pode ser determinada pela expressao:

dV=>1L+>L. (47)

2.5.4 Validacdo do ajustamento e detec¢do de erros
grosseiros

O ajustamento supde que 0s erros sistematicos
e grosseiros das observacfes tenham sido eliminados.
Para validar essa suposicdo, deve ser aplicado um teste
de hipéteses a um nivel de significancia “a.”, testando a
hip6tese bésica que supde as observagbes “L” ou “AL”
com distribuicdo normal, média “AX” e variancia “2”,
contra a hipotese alternativa que supbe a presenca de
erros através de um desvio da média. Monico (2000)
define essas hipdteses através das expressdes que se
seguem:

Ho L ~ N(AX; D L) (48)
H,:L~N(AX +CV;> L), (49)

onde:

n(C)q € uma matriz conhecida de caracteristica
integral;

(V)l é um vetor incognito;

] gnito;

g =n-mé o numero de graus de liberdade;
n é o numero de observacdes;
m é 0 nimero de pardmetros.

Para a validacdo do ajustamento é adotado o
processo D-I-A (Detec¢do, Identificacdo e Adaptacao),
realizado da maneira que se segue.

a) Deteccéo
O primeiro teste para verificar a validade dos
resultados obtidos no ajustamento é o Teste do Qui-
quadrado, que analisa o fator de variancia a posteriori.
As hip6teses a serem testadas sdo:
.2 _ n2
H,: 04, =0,
H,:0l #6¢
e o critério de rejeicéo é:
2
2 X
Gy > (50)
q

que, devido & forma quadrética de 602, assume a

distribuicéo ;(2 . O nivel de significancia “o” do teste
indica a probabilidade de se rejeitar a hipotese basica
sendo ela verdadeira (Monico, 2000).

Observa-se que a distribuicéo ;(2 é
empregada para testar se a diferenca entre &g e ag é

ou ndo significativa. A rejeicdo da hipotese bésica
significa que o ajustamento apresenta problema, o qual
pode ser atribuido a vérias causas.

Segundo Gemael (1994), a base do problema é
um “V'PV”” muito elevado, cuja primeira suspeita recai
na possibilidade de presenca de erros grosseiros, 0s
quais provocariam grandes residuos que atuariam
diretamente no calculo da forma quadratica ponderada
dos residuos (V'PV). Gemael (1994) salienta que
podem existir outras causas, as quais deverdo ser
investigadas, entre as quais o autor cita:

- modelo matematico inadequado;

- problemas na linearizagéo;

- erros de calculo;

- sistema mal condicionado;

- pesos incompativeis para as observagdes;
- presenca de erros grosseiros.

Considerando a simplicidade do modelo
matematico e o fato dele ser linear, mais a
confiabilidade das sub-rotinas de calculo, pode-se
negligenciar os trés primeiros itens e concentrar 0s
esforcos nos trés Gltimos.

Para testar o condicionamento do sistema, séo
calculados e apresentados os nimeros de condicdo de
Turing, de Todd e H da Matriz Normal, restando os
PesO0S e 0S erros grosseiros.

Logo ap6s o célculo da Matriz Normal, seus
nameros de condicdo sdo determinados e analisados.

Gemael (1994) apresenta as seguintes equacoes
que determinam os nimeros de condig&o:

NuUmeros de condic¢éo de Turing

T, - % (51)
onde:
t= w/tr|N N |
v =trf(N (N )
n = ordem da matriz Normal “N”’,
e
T,= n.méx‘nij‘.méx‘n{j‘, (52)

onde méx‘nij‘ e méx‘ni'j‘ representam os maiores

elementos (em modulo) das matrizes N e N7,
respectivamente.

NUmero de condicéo de Todd
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Iméx |
IminA|’
onde 0s 4; representam os autovalores da matriz N.

(83)

Numero de condicéo H

(54)

onde os u; representam os autovalores da matriz N"N.

Lugnani (1975) apresenta o0s testes que
relacionam 0s numeros de condicdo através das
seguintes inequacdes:

T, <T, (55)
T,<n’T, (56)
T, <H (57)
H<nT, (58)
P<H (59)

Conforme o nimero de inequagdes satisfeitas, a
matriz em teste pode ser considerada fortemente, bem,
relativamente,  suficientemente  ou  fracamente
condicionada.

Lugnani (1975) também lembra que a matriz
Normal tem uma forte tendéncia ao mau
condicionamento, por ser uma forma quadratica da
matriz dos Coeficientes, que é uma matriz esparsa.

b) Identificacio

O teste do Qui-quadrado apenas detecta a
presenca de inconsisténcias no ajustamento, mas ndo os
localiza. Para identifica-la, é necessaria sua
especificacdo através da matriz “C”. No caso em que q
=1, ela passa a ser um vetor (m x 1), dado por:

C,=[0..100..0]. (60)

A hip6tese basica H, é testada contra a hipotese
alternativa H, através da seguinte expressao:

C,'PV
W, = (61)

' JerpSvee,

A hipétese bésica é:
Hy i w, ~N(0; 1),
e o nivel de significancia “a” usado no teste do Qui-
quadrado, ideal para “g=n-m” graus de liberdade, deve
ser adaptado ao nimero de erros “(1<g<n-m)” que se
pretende localizar. Nesse caso, com g=1, o nivel de
significancia do teste unidimensional, é adaptado para:
1

a,=1-(1—a)n. (62)

A hipotese basica é aceita se:

Z <w <Z

g e

No caso de rejeicdo, conclui-se pela existéncia
de um erro grosseiro na i-ésima observacdo (Marini,
2002).

Vérias observacdes podem apresentar residuo
maior que o intervalo estabelecido como aceitavel.
Nesse caso, deve-se excluir a observacdo que apresenta
maior residuo e refazer o teste. Quando o nimero de
observagdes redundantes é muito grande, o teste perde a
eficiéncia. Nesse caso, é recomendavel utilizar um
valor padrdo para o, igual a 0,1%. Na tabela da
distribuicdo normal reduzida, tem-se:

z 2= Z 00005 = 3,29.
2

Esse teste unidimensional dos Residuos
Padronizados, também chamado “data snooping”, é
importante para a deteccdo de erros grosseiros ou
“outliers”. Em aplicacbes geodésicas, é muito
explorado nos levantamentos GPS, onde, devido as
correlagbes entre as observaveis de dupla e tripla

diferenca, a matriz “ZLb ” @ quase cheia ou bloco-

(63)

diagonal, por possuir covariancias entre as observacoes
correlacionadas (Monico, 2000).
Quando as observacdes nao sdo

correlacionadas, a matriz z L, " e, em consequéncia,

a matriz peso sdo diagonais, e 0 modelo do teste “data
snooping” pode ser reduzido a forma:

W, =—1, (64)

173 1]

onde “vi” representa o i-ésimo residuo e “o,
I
representa o desvio-padréo desse residuo.

¢) Adaptacéo

Ao identificar o problema que provavelmente
tenha causado a rejeicdo do ajustamento, torna-se
necessario tomar algumas medidas para tornar a
hipGtese bésica aceitdvel. Trés medidas podem ser
tomadas: a observacdo que contém o erro pode ser
eliminada, ou substituida, ou as hipGteses podem ser
reformuladas.

Se a observacdo for eliminada, o nimero de
redundancia diminui, e deve ser aplicado um novo teste
global, agora com menos graus de liberdade. Se a
observagdo for substituida, essa observacdo também
deve ser testada, ou seja, deve ser aplicado um novo
teste global (3. Se as hipoteses forem reformuladas,
significa que a hipdtese basica deve ser substituida por
uma nova hipotese que leve em conta o erro
identificado. Nesse caso, a hipétese alternativa torna-se
a hipotese basica, e o teste global deve ser aplicado
novamente (Marini, 2002).

Apos a aplicacdo dos testes, pode ocorrer a ndo
aprovacdo no teste do qui-quadrado, e a ndo
identificacdo no teste dos residuos padronizados. Isso
significa que o fator de variancia a posteriori continua

Revista Brasileira de Cartografia N° 60/01, Abril 2008. (ISSN 1808-0936) 64



incompativel com o fator de variancia a priori.
Pressupde-se que a precisdo a priori dada as
observagdes (2Ly) ndo esta correta e, em consequencia,
a matriz dos pesos (P) estd incompativel. Nesse caso, a
pratica aconselha a reconstruir a matriz XLy, escalando-
a pelo fator de variancia a posteriori, isto é, fazendo:

iLb:&gsz' (65)

e repetindo-se todo o procedimento (Marini, 2002).
Nesse caso, o fator de varidncia a posteriori
deve multiplicar somente a parte da matriz que contém
as variéncias-covariancias das observagdes
propriamente ditas, ou seja, a parte que foi aumentada
com as variancias dos pontos de injuncdo ndo deve ser
escalonada para ndo alterar os pesos das injuncgdes.

2.5.5 Elipses e barras de erro

A formulacdo necesséria para a confecgdo
desses graficos exige a montagem da matriz cofatora
“Q”, aqual é dada por:

2. Xs
Q=" (66)

Oy
na qual cada bloco diagonal (3 x 3) corresponde a um
ponto ajustado da rede, donde se extraem os elementos:

Bo Oy
Qi: q;/x q;/y quz !
dy Oy Oy

0s quais sdo aplicados nas equacgdes que determinam os
elementos de construcao das elipses e barras de erros.

As expressdes para o célculo da variancia
maxima e da variancia minima necessarios a construcéo
das elipses séo, respectivamente:

~2
Orac =50+, + M), 67)
e
6'2
Ot = U0y = M), (68)
onde:
M = 4.0% +(, —qy, ) ; (69)
e, para o angulo critico:
sen(2t) = ZI\A& (70)
0w —Q
cos(2t) = =2 71
(2t) v (71)
tg(2t) = 200 : (72)
xx — Hyy

O angulo critico “t” é a inclinagdo da elipse de
erros em relacdo ao eixo das abscissas. Deve ser

definido por duas fungdes trigonométricas para
definicdo de seu quadrante.

Para a barra de erro vertical, a expressdo do
erro é:

o =10, . (73)

__Localidade: CACADOR-SC

Fig. 1: Exemplo de uma elipse da rede de Santa Catarina.

3 ESTUDO DE CASO: REDE GPS DO ESTADO
DE SANTA CATARINA

A aplicagdo da metodologia a um caso real de
extensdo ou densificacdo de uma rede GPS, foi
realizada com a rede do Estado de Santa Catarina por
enquadrar-se perfeitamente no problema proposto,
tratando-se de um caso tipico de uma rede estadual de
extensdo, vinculada & RBMC pela fixacéo de pontos de
injuncdo, e conectada a rede vizinha do Parand através
da ocupacdo de pontos da mesma, de modo a criar uma
regido de intersecdo entre elas (Vasconcellos, 2003).

Nessa rede existem, portanto, dois tipos de
pontos de injuncdo, hierarquicamente superiores, que
devem ter suas coordenadas preservadas: um ponto
proximo, da RBMC, que lhe daré suporte de fixacéo e
trés pontos de intersecdo com a rede vizinha do estado
do Parana, também ocupados na campanha de
observacdo, gerando vetores injuncionantes.

A configuracdo final da rede ficou assim
constituida, conforme pode ser visto na Figura 1:

- Pontos da rede em Santa Catarina: 1-Blumenau, 2-
Cacador, 3-Campos Novos, 4-Chapeco, 5-Criciuma, 6-
Floriandpolis, 7-Imbituba, 8-ltajai, 9-ltuporanga, 10-
Joinville, 11-Lages, 12-Mafra, 13-Sao Miguel d’Oeste;

- Pontos de injuncdo (conexdo com o Parand): 14-
Bituruna, 15-Clevelandia e 16-Francisco Beltrdo;

- Ponto de injuncdo (ligacdo com a RBMC): 17-PARA
(Curitiba-PR).
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Fig. 2: Vetores independentes da rede de Santa Catarina.

4 COMPARACAO DE RESULTADOS

O resultado da validade da aplicacdo dessa
técnica pode ser visualizado pela Tabela 1, que mostra
os valores fixados das coordenadas dos pontos de
injuncdo, e seus valores ajustados antes e depois de sua
recuperacdo pela propriedade reprodutora.

As Tabelas 1, 2, e 3 mostram a eficicia da
metodologia proposta e também do programa de
calculo, comparando os resultados de saida do programa
implementado, em efemérides precisas, com 0s
correspondentes do IBGE. Como o IBGE divulga seus
resultados no Sistema Geodésico Brasileiro, cujo datum
é o SAD-69 (South American Datum — 1969), foi
necessario realizar a transformacdo WGS-84/SAD-69.

As diferencas encontradas com os valores do
IBGE, da ordem de milésimo de segundo, devem-se ao
préprio método proposto, que introduziu na rede as
variancias dos pontos de injuncdo sem, contudo, alterar
as coordenadas destes.

5 CONCLUSOES

O método proposto permite a possibilidade de
fixacdo das coordenadas dos pontos de injungdo e sua
ponderagdo com o inverso de suas proprias variancias.
A fixacdo e a ponderacdo das coordenadas dos pontos
de injuncdo modificam essas coordenadas, mas a
aplicacdo da “propriedade reprodutora” as recupera,
conforme pode ser observado nas Tabelas 1 e 3.

Os programas comerciais existentes no
mercado apenas informam os elementos de plotagem
das elipses de erro, enquanto que 0 programa proposto
realiza o desenho das elipses de erro dos vértices da
rede.

A eficiéncia do método e a eficidcia do
algoritmo sdo mostrados na Tabela 2, que compara
resultados com o IBGE,
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TABELA 1 - COORDENADAS AJUSTADAS DOS VERTICES DA REDE

VERTICES DA REDE Coordenadas ajustadas dos vértices (m)

Antes da aplicacdo da propriedade

Depois da aplicacéo da propriedade

reprodutora reprodutora
X =+3.728.247,3511 X =+3.728.247,3511
Blumenau - SC X =-4.301.512,3947 X =-4.301.512,3947

Y =-2.867.528,4214

Y =-2.867.528,4214

X =+3.586.221,6604
Cacador - SC Y =-4.426.356,1654
Z =-2.860.774,3184

X =+3.586.221,6604
Y =-4.426.356,1654
Z =-2.860.774,3184

X =+3.550.558,5434
Campos Novos - SC Y =-4.418.525,3384
Z=-2.916.481,4035

X =+3.550.558,5434
Y =-4.418.525,3384
Z=-2.916.481,4035

X =+3.448.936,4207
Chapecd - SC Y =-4.516.670,4361
Z =-2.887.489,5169

X =+3.448.936,4207
Y =-4.516.670,4361
Z =-2.887.489,5169

X =+3.642.913,0539
Cricitima - SC Y =-4.251.649,1465
Z =-3.044.869,0490

X =+3.642.913,0539
Y =-4.251.649,1465
Z =-3.044.869,0490

X = +3.746.656,3215
Floriandpolis - SC Y =-4.237.662,5539
Z =-2.937.238,6182

X =+3.746.656,3215
Y =-4.237.662,5539
Z =-2.937.238,6182

X =+3.714.672,3803
Imbituba - SC Y =-4.221.791,3967
Z=-2.999.637,9224

X =+3.714.672,3803
Y =-4.221.791,3967
Z =-2.999.637,9224

X =+3.750.352,0451
Itajai - SC Y =-4.278.282,5862
Z=-2.873.372,5330

X =+3.750.352,0451
Y =-4.278.282,5862
Z=-2.873.372,5330

X =+3.668.805,5168
Ituporanga - SC Y =-4.317.963,7615
Z =-2.9219.667,4802

X =+3.668.805,5168
Y =-4.317.963,7615
Z =-2.9219.667,4802

X =+3.763.184,9254
Joinville - SC Y =-4.316.383,4685
Z =-2.799.196,8493

X =+3.763.184,9254
Y =-4.316.383,4685
Z=-2.799.196,8493

X =+3.604.322,7908
Lages - SC Y =-4.346.909,3661
Z =-2.957.570,2678

X =+3.604.322,7908
Y =-4.346.909,3661
Z =-2.957.570,2678

X =+3.699.681,6437

X =+3.699.681,6437
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Mafra - SC

Y =-4.374.452,2369
Z =-2.795.674,55299

Y =-4.374.452,2369
Z =-2.795.674,5530

Sao Miguel d’Oeste - SC

X =+3.388.805,2078
Y =-4.580.843,6861
Z =-2.857.614,5296

X =+3.388.805,2078
Y =-4.580.843,6861
Z =-2.857.614,5296

Bituruna - PR

(Ponto de injuncéo)

X = +3.563.604,4557
Y =-4.486.058,0063
Z =-2.795.600,6767

X = +3.563.604,4590
Y =-4.486.058,0110
Z =-2.795.600,6780

Clevelandia — PR

(Ponto de injuncao)

X =+3.492.090,1579
Y =-4.526.286,0450
Z =-2.820.900,0961

X =+3.492.090,1200
Y =-4.526.286,0610
Z =-2.820.900,0890

Francisco Beltrdao — PR

(Ponto de injuncao)

X = +3.445.596,1304
Y =-4.583.326,4263
Z =-2.785.258,5856

X = +3.445.596,1250
Y =-4.583.326,4230
Z =-2.785.258,5810

PARA (Curitiba - RBMC)

(Ponto de injuncéo)

X =+3.763.751,6360
Y =-4.365.113,6849
Z=-2.724.404,7725

X =+3.763.751,6380
Y =-4.365.113,6840
Z=-2.724.404,7730

TABELA 2 - COMPARAGCAO COM OS RESULTADOS DO IBGE

VERTICE DA REDE Resultado do IBGE Resultado Proposto Diferencas (mm)

@=- 26 53 28,25624 @ =- 26 53 28,25600 8¢ =- 7,386

Blumenau - SC A= - 49 04 59,07759 A= - 49 04 59,07859 3L = 27,465
h= 28,5952 m h= 28,5953 m sh=- 01

@ =- 26 49 07,08598 @ =- 26 49 07,08611 8p= 4,001

Cagador - SC L =- 50 59 06,72783 L =- 50 59 06,72773 Sh=- 2,746
h= 953,6838 m h= 9536763 m Sh= 75

@ =- 27 22 59,62357 @ =- 27 22 59,62395 8o = 11,694

Campos Novos — SC L =- 51 12 55,66562 A =- 51 12 55,66549 dh=- 3,570
h= 970,2243m h= 970,2088 m Sh= 155

@=- 27 05 25,32820 @ =- 27 05 25,32856 8¢ = 11,079

Chapecd - SC L =- 52 38 02,67367 A =- 52 38 02,67408 8L= 12,618
h= 674,8891 m h= 674,8710m sh= 18,1

@ =- 28 42 00,98638 @ =- 28 42 00,98566 8¢ = - 22,158

Criciuma - SC A =- 49 24 3152313 A =- 49 24 3152527 3L = 58,775
h= 32,4030 m h= 32,3594 m Sh= 43,6

@ =- 27 35 55,99636 @ =- 27 35 55,99608 8¢ =- 8,617

Florianopolis — SC A =- 48 31 06,82765 A =- 48 31 06,82855 8 = - 49,437
h= 94479 m h= 94476 m sh= 03

@ =- 28 14 10,00130 @ =- 28 14 10,00049 8¢ = - 24,928
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Imbituba — SC A =- 48 39 20,12130 A =- 48 39 20,12297 8L = 45,866
h= 12,6416 m h= 12,6158 m dh= 258

@ =- 26 57 01,48800 @ =- 26 57 01,48778 8¢ =- 6,771

Itajai — SC A =- 48 45 41,89942 A =- 48 45 41,90029 L= 23,894
h= 11,6927 m h= 11,6808 m Sh= 11,9

@ =- 27 55 04,31424 @ =- 27 55 04,31459 dp= 10,771

Ituporanga — SC L =- 49 38 46,49193 A =- 49 38 46,49151 3\ =-11,535
h= 488,3124 m h= 4882901 m sh= 22,3

@=- 26 12 06,27694 @ =- 26 12 06,27674 8¢ = - 6,155

Joinville - SC A =- 48 54 5896583 A =- 48 54 5896683 3L = 27,465
h= 34,3846 m h= 33,3920m Sh=-74

@ =- 27 48 05,66451 @ =- 27 48 05,66480 Sp= 8924

Lages - SC L =- 50 20 06,09808 A =- 50 20 06,09813 dh= 1,373
h= 9639393 m h= 963,9210 m sh= 183

@=- 26 09 4510508 @=- 26 09 45,10496 8¢ =- 3,693

Mafra — SC L =- 49 46 36,21593 L =- 49 46 36,21550 S\ =- 11,809
h= 888,3901 m h= 8884212 m Sh=- 311

@ =- 26 47 16,83641 @ =- 26 47 16,83669 Sp= 8,617

Séo Miguel d’Oeste —SC | 3 =- 53 30 22,59118 A =- 53 30 22,59195 dL= 21,148
h= 663,8076 m h= 663,7885m sh= 19,1
@=- 26 09 42,32672 @=- 26 09 42,32672 dp= 0,0
Bituruna — PR L =- 51 32 12,50928 A =- 51 32 12,50928 = 00
(Ponto de injungao) h= 894,9483 m h= 894,9479 m sh= 04
@=- 26 24 57,81520 @ =- 26 24 57,81520 dp=- 0,0
Clevelandia - PR AL=- 52 20 55,76678 L =- 52 20 55,76678 3= 00
(Ponto de injuncéo) h= 973,7568 m h= 9737564 m Sh= 04
@=- 26 03 31,99221 @ =- 26 03 31,99221 dp= 00
Francisco Beltrao — PR =- 53 03 53,38075 =- 53 03 53,38075 = 00
(Ponto de injuncéo) h= 652,0778 m h= 652,0768 m sh= 1,0
@ =- 25 26 52,36525 @=- 25 26 52,36525 dp= 00
PARA - Curitiba (RBMC) | =- 49 13 49,70216 L =- 49 13 49,70216 L= 00
(Ponto de injungéo) h= 928,7915m h= 928,7920 m Sh= 05

TABELA 3 - APLICACAO DA PROPRIEDADE REPRODUTORA AOS PONTOS DE INJUNGCAO

PONTOS DE
INJUNCAO

Coordenadas fixadas dos
Pontos de injungéo (m)

Coordenadas ajustadas dos pontos de injungéo (m)

Antes da aplicacdo da
propriedade reprodutora

Depois da aplicacdo da
propriedade reprodutora
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Bituruna - PR

X = +3.563.604,45953+0,018
Y =-4.486.058,01102+0,018
Z =-2.795.600,67813+0,018

X = +3.563.604,45566
Y =-4.486.058,00632
Z =-2.795.600,67666

X =+3.563.604,45953
Y =-4.486.058,01102
Z =-2.795.600,67813

Clevelandia - PR

X =+3.492.090,12002+0,018
Y =-4.526.286,06113+0,018
Z =-2.820.900,08960+0,018

X =+3.492.090,15793
Y =-4.526.286,04500
Z =-2.820.900,09608

X =+3.492.090,12002
Y =-4.526.286,06113
Z =-2.820.900,08960

Francisco Beltrdo - PR

X =+3.445.596,12577+0,018
Y =-4.583.326,42342+0,018
Z =-2.785.258,58148+0,018

X =+3.445.596,13041
Y =-4.583.326,42635
Z =-2.785.258,58557

X =+3.445.596,12577
Y =-4.583.326,42342
Z =-2.785.258,58148

PARA (Curitiba - RBMC)

X =+3.763.751,63880+0,004
Y =-4.365.113,68453+0,004
Z =-2.724.404,77361+0,004

X =+3.763.751,63601
Y =-4.365.113,68486
Z =-2.724.404,77249

X =+3.763.751,63880
Y =-4.365.113,68453
Z=-2.724.404,77361

Revista Brasileira de Cartografia N° 60/01, Abril 2008. (ISSN 1808-0936)

70



	José Carlos Penna de Vasconcellos
	Faculdade de Engenharia da Universidade do Estado do Rio de Janeiro
	CARTO – Departamento de Engenharia Cartográfica
	PGEC – Programa de Pós-graduação em Engenharia de Computação / Geomática
	Rua São Francisco Xavier, 524 (5o andar) – Maracanã
	Rio de Janeiro, RJ - CEP: 20550-013

	RESUMO
	ABSTRACT


	 Para que se possa realizar sua transformação para coordenadas geodésicas,

