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RESUMO

No célculo de geoides ou quase-gedides gravimétricos normalmente ha uma divisao arbitraria do espectro geopotencial.
Tal divisdo corresponde a diferentes faixas dependendo da época dos referidos calculos. Neste trabalho introduz-se
uma metodologia para diviséo de tal espectro com base no conhecimento das amostras de alturas geoidais de um de-
terminado ponto, desenvolvidas de grau em grau a partir de Modelos Globais do Geopotencial e wavelets. As wavelets
demonstraram a existéncia de vazios geopotenciais ao longo das frequiéncias de modelos provenientes da plataforma
GOCE e do EGM2008 que podem ser utilizadas para definir faixas bem delimitadas do espectro. Discussfes adicionais
apresentam a necessidade de uma metodologia que permita fazer uma divisao clara do espectro geopotencial indepen-
dentemente da época e metodologia utilizada.

Palavras-chave: Geopotencial, Espectro, Divisdo.

ABSTRACT

To obtain geoid or quasi-geoid surfaces usually an arbitrary division of geopotential is required. This division points out

different spectra bands depending on time of computing considered. In this work, a methodology to divide the geopo-
tential spectra based on development of geoidal heights, order to order from a Global Geopotential Model and wavelets
is showed. The wavelets inferred the existence of lacks in geopotential spectra which can be used for determining
spectra bands. Further discussions shows the importance in obtaining a methodology that allow get a clear division of
geopotential spectra free of time and methodology used.

Keywords: Geopotential, Spectrum, Division.



1. INTRODUCAO

Adivisdo moderna do espectro geopotencial
em curtos, médios e longos comprimentos de
onda permite o calculo de funcionais associados
a partir de diferentes fontes de dados. Isto é
vantajoso porque permite a uma Unica pessoa o
calculo do geoide/quase-geoide sem, no entanto,
ter que observar todas as informacdes necessarias
a campo ou ainda organiza-las a partir de um
banco de dados. Basta que exista um banco
de dados adequado para que o interessado em
altitudes fisicas tenha um gedide com precisao
suficiente para as obras de engenharia. Estas
caracteristicas sao especialmente importantes
também para a conexdo de um gedide local a
um Sistema Global de Altitudes (por exemplo,
0 caso do Brasil é apresentado em PALMEIRO
et al, 2013).

A divisdo apresentada no paragrafo
anterior trata-se de uma convencgéo, geralmente
motivada pela frequéncia de amostragem de
algum tipo de observagdo, como por exemplo,
o valor da gravidade. Esta convencdo faz com
que a cada atualizacdo dos Modelos Globais
do Geopotencial (MGGs) surja uma corrida
por modelos locais, uma vez que os MGGs
— que estdo associados somente aos longos
comprimentos de onda - contribuem com mais de
noventa por cento no calculo de alturas geoidais
(SCHWARZ, 1984) que permitem a substituicao
do nivelamento geométrico convencional
pelo nivelamento GNSS, desde a resolucdo as
informacdes seja adequada para tanto.

Dado o esfor¢co computacional empregado
e aquantidade de dados utilizados nestes calculos,
apresenta-se um critério baseado em wavelets
para discretizacdo do espectro geopotencial a
fim de que se minimize o esforco a cada célculo
de, por exemplo, modelos geoidais locais. Este
critério visa entdo a dois objetivos: a) fornecer
subsidios para elaboragdo de uma metodologia
que substitua a convencgdo ora descrita (que
depende da instituicdo ou do calculista) por um
conjunto de analises matematicas que forneca
conclusdes independentemente da época e
tecnologia disponivel e b) contribuir com uma
alternativa para as ferramentas com base em
densidade de poténcia espectral para a analise
da eficiéncia dos modelos geoidais em uma dada
faixa de frequéncia.
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Sera demonstrado que a analise wavelet
do espectro de Fourier para a altura geoidal
é capaz de denunciar descontinuidades que
caracterizam zonas limitrofes do espectro
geopotencial. Assim, cada modelo teria suas
préprias subdivisbes com base no potencial de
energia que cada um poderia desenvolver. Esta
analise usualmente é realizada a partir do calculo
da poténcia espectral de coeficientes de modelos
do Geopotencial.

2. REPRESENTACAO DO GEOPOTEN-
CIAL

O geopotencial (W) é derivado da soma
dos potenciais gravitacional (V) e centrifugo
(®), definido segundo Hofmann-Wellenhof &
Moritz (2005, p. 44):

W=W(xvy,2)=V+0 (01)

E é a base para a obtencao de, por exemplo,
alturas geoidais, componentes do desvio da
vertical, distarbios e anomalias da gravidade
(Ibid., Cap. 2), ditos funcionais do geopotencial
(BARTHELMES, 2012). Estas quantidades,
todavia, s6 podem ser determinadas mediante o
conhecimento do potencial de um elipséide de
referéncia, chamado esferopotencial, denotado
por U, definido em Heiskanen & Moritz (1967).
Chama-se Potencial Perturbador (T) a diferenca
entre W e U (lbid.).

E possivel encontrar um modelo global
que expressa T em qualquer ponto da superficie
da Terra. Este modelo € dado por coeficientes
C, . calculados a partir de observacdes diretas
e indiretas de satélites altimetros, gradiémetros,
gravimetros - dentre outros instrumentos,
e mesmo integrando-se outros dados. Ele é
expresso em termos de somatorios de senos e
cossenos podendo ser encontrado, por exemplo,
em Petrovskaya et al (2001):

. GM
1(r.0.2)== = (02)
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Em que
r distancia geocéntrica
0 angulo polar ou colatitude
A Longitude

constante gravitacional multiplicada pela

GM

massa da Terra

Fungdes completamente normalizadas de
Y. | Legendre.

Coeficientes harmonicos completamente
C normalizados

O célculo ¢ feito entdo de modo que as
componentes T de cada unidade de resolucéo (e.g.
aproximadamente 9 km no caso do EGM2008)
sejam uma combinacdo de freqliéncias
ortonormais entre si e 0 modelo funciona como
se 0 conjunto de frequéncias fosse se alterando
espacialmente para cada ponto da superficie
da Terra. Este ponto de vista € apresentado
em Freeden & Michel (2000, p.189). Surge,
desta Optica, uma divisdo natural do espectro
geopotencial associada ao grau (m) e ordem
(n) de expansdo do somatdrio, apresentado em
(02). Um Modelo Global do Geopotencial entdo
nada mais é do que a resolucdo da (02) para os
coeficientes C_ . Os detalhes importantes desta
resolucédo séo apresentados, entre outras fontes,
no trabalho de Mainville (1986).

Esta divisdo, por sua vez, também tem
as suas interfaces. Dependendo da técnica (por
exemplo, os médios comprimentos de onda
normalmente sdo associados a gravimetria) e
da época, assume-se que uma faixa do espectro
citado faz parte dos longos comprimentos de onda
do geopotencial, que outra faixa faz parte dos
curtos comprimentos de onda do geopotencial, e
logicamente, a faixa intermediria faz parte dos
médios comprimentos de onda do geopotencial.

No Laboratorio de Referenciais Geodésicos
e Altimetria por Satélites (LARAS) da UFPR
a seguinte convencdo é empregada para 0s
comprimentos de onda do geopotencial:

Longos: m=[2,250)
Médios: m=(250,360) (03)

Curtos: m= (250,2160]

E, como ja dito, estas convencdes
servem para separar os efeitos globais (longos
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comprimentos de onda do geopotencial), dos
efeitos locais (curtos comprimentos de onda), e
dos seus intermediarios (médios comprimentos
de onda) quando o objetivo é a determinagédo
de alguma quantidade vinculada ao potencial
perturbador (e.g. a altura geoidal N).

Todavia, estas linhas delimitadoras séo
ténues, uma vez que os intervalos citados na
(03) sdo dependentes da época e da metodologia
empregada no desenvolvimento dos modelos de
geopotencial (Vide, por exemplo, Rapp, 1972,
onde os longos comprimentos de onda estéo entre
2 ¢ 10, os intermediéarios estdo entre 11 e 100, 0s
curtos estdo entre 101 e 1000; e os comprimentos
de onda acima de 1000 sdo definidos como muito
curtos).

2.1 Os modelos GOCE e EGM2008

O modelo EGM2008 € um modelo
desenvolvido pela Inteligéncia Geoespacial
Norte-America e € um modelo completo até o
grau e ordem 2150 contendo graus adicionais
até 2190 e ordem 2159 (NGA, 2012). Conforme
Pavlis et al. (2008), o EGM 2008 ¢ calculado a
partir de pelo menos 5 fontes de dados diferentes.
Entre elas, é importante citar, dados do satélite
GRACE e 0 modelo de altitudes DNSCO7.

O modelo GO_CONS_GCF_2_TIM_R3
€ um modelo desenvolvido pela Universidade
de Tecnologia de Graz (Austria), derivado de
dados do satélite GOCE e, denominado neste
trabalho, a guisa de simplificacdo, somente de
modelo GOCE. Destaque-se que existem outros
modelos provenientes desta mesma plataforma.
Neste caso, 0 modelo foi derivado somente de
informacdes da oOrbita e dos gradidmetros a bordo
do satélite. E completo até grau e ordem 250.
Todas estas informacdes podem ser encontradas
em ICGEM (2012).

3. ANALISE WAVELET

A analise wavelet pode ser compreendida
como um banco de filtros, passa alta e passa
baixa no qual o sinal é divido em componentes
de aproximacao (A) e componentes de detalhe
(D). NaFigura 1, por exemplo, o sinal original S
é filtrado e entdo dois novos sinais séo gerados:
a aproximacéo A e o detalhe D. Depois, filtra-se
a aproximagdo A. O resultado é (A)A, ou seja,
a aproximacao de Ae, (A)D, ou seja, o detalhe
de A. E possivel filtrar novamente (A)A, e ento
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teriam-se dois novos sinais: (AA)A e (AA)D.
Estes representam a suavizagdo ou aproximacao
de (A)A e o detalhe de (A)A, respectivamente.
Pode-se repetir o processo até que se chegue a
um Unico elemento amostral.

Destaque-se que ndo é possivel tragar
paralelos totalmente equivalentes para os longos
e curtos comprimentos de onda determinados
por outros géneros de transformadas, como por
exemplo, a de Fourier. Na prética, a principal
conseqliéncia deste fato é que o espectro da
transformada de Fourier ndo é totalmente
equivalente ao espectro da transformada wavelet.

Deve ser destacado neste trabalho o fato de
que as wavelets sdo ferramentas predispostas a
localizacdo temporal, quando o objetivo é analise
de séries temporais. Esta concepcdo pode ser
extrapolada para a localizagdo espacial, uma vez
que ndo hé interesse neste trabalho em descobrir
quando um fenémeno ocorreu, mas sim, onde
ele ocorreu. Mais especificamente, aqui se busca
saber em qual freqliéncia o fenbmeno ocorreu.

Matematicamente, as wavelets sdo funcgdes
que envolvem um parametro de translacéo (k),
um parametro de escala (normalmente esta
depende do tamanho da amostra original, uma
vez que a escala sempre divide o tamanho da
amostra por dois) e, uma tradicionalmente
definida na literatura, funcéo base conhecida
como fungdo mae vy (e.g. BURRUS et al., 1998).
O conjunto de coeficientes a, da funcéo

f(t)zzaj,kzéy/(zit—k) (04)
.k

Com:

(AA (AD

[ (AA)A ] [ (AA)D ] [ (AD)A ] [ (AD)D ]

Fig. 1 — Esquema de um sinal decomposto
em wavelets.
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1 | para 0<t<0.5
w({t)=4-1| para 0.5<t<1 (5)
0 | caso contrario

chama-se transformada wavelet discreta. A
(05) indica que se trata de uma wavelet de Haar.
A transformada reside no fato de calcular os -

4. METODOLOGIA

Pode-se dizer que os resultados serdo
confeccionados em duas etapas: a) demonstracao
de que ha dificuldade em tratar os de uma série
harménica de alturas geoidais como sendo
proveniente de uma distribuicdo normal e/
ou estacionaria e, b) transformada wavelet da
referida série harmonica de alturas geoidais.

Utilizando-se ferramenta da Associacao
Internacional de Geodésia (ICGEM, 2012),
obtiveram-se valores de altura geoidal (N)
derivados dos MGGs GOCE e EGM2008,
apresentados anteriormente, para a latitude ¢
= -30° e para a longitude A = -55°. Esta escolha
foi totalmente aleat6ria com o Unico objetivo de
apresentar os aspectos metodoldgicos. As alturas
geoidais foram calculadas desde o graum = 2 até
m = 240. Embora no caso do EGM 2008 fosse
possivel calcular até m= 2190, optou-se pelo
corte em m = 240 visando-se a possibilidade de
comparacao entre dois modelos de caracteristicas
diferentes, como apresentado na sec¢éo 2. Tomou-
se esta operacdo como sendo equivalente a
resolver a (02) variando-se m de unidade em
unidade. Em seguida, calculou-se a diferenca
em altura geoidal obtida entre o0s MGG GOCE
e EGM2008; gerou-se um histograma destas
diferencas objetivando-se estimar a normalidade
destas diferencas cujo significado principal esta
associado as operacfes como a média entre 0s
dois modelos ser a média real em um modelo
estocastico. Também se testou igualdade entre
amostras com o teste F de Snedecor.

A demonstracdo de vazios geopotenciais
segue as seguintes etapas:

A expansdo, de grau em grau dos modelos
EGM2008 e GOCE. Esta etapa compreende a
expansao em Séries de Fourier dos dados da
altura geoidal. Isto significa dizer que aquela
quantidade, referida a um Unico ponto, € expressa
segundo a evolucdo em frequéncia m do grau
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de desenvolvimento do modelo geopotencial
escolhido. Esta operacdo gera uma série no
dominio das frequiéncias, como a Figura 2.

Faz-se a analise wavelet da série no
dominio das frequéncias. Seria esperado que,
se as informacdes fossem bem distribuidas
dentro do espectro total, entdo a analise ndo seria
capaz de denunciar descontinuidades, que estdo
presentes para dados do EGM2008 e GOCE.
Todavia, estas descontinuidades estdo presentes
guando se plota o espectro wavelet total,;

No sentido de verificar a variabilidade
da fronteira encontrada com a transformada
wavelet buscou-se uma técnica, de caracteristicas
paramétricas, para validar a ndo-invariancia do
sistema, antes e depois da interface obtida com
wavelets. Utilizou-se a idéia apresentada em
Araujo (2006) apud Moreira (2008), que diz o
seguinte sobre sistemas lineares a parametros
variantes (LPV):

Um sistema LPV pode ser descrito através
das equacgdes a seguir:

%(t) = A(O(t) x(t) +B(O(t) u(t)
y(t) = C(a(t) x(t) +D(O(t) u(t)

(06)

Este sistema tem caracteristicas néo-
lineares quando depende de outros parametros
além do tempo t (Ibid.). Novamente, aqui se faz
uma substituicdo da variavel temporal; neste
caso, o tempo pela freqliéncia. Para verificar a
presenca de variacdo no sistema adicionou-se
ainda a matriz K(t) e a variavel e(t) no sistema
da (06), sabendo-se que os demais coeficientes
(A, B, C e D) sao apenas coeficientes vetoriais
necessarios ao ajuste do sistema linear:

X(t) = A@(t) x(t) +B(O(t) u(t) + K( a(t) e(t)
y(t) = C(O(t) x(t) + D(O(t) u(t) +e(t)

(07)

5. RESULTADOS

O valor da altura geoidal, desenvolvida
de grau em grau, desde m=2 até 240 para 0
EGM2008 e para 0 GOCE, esté ilustrado na
Figura 2.
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Embora ndo seja possivel notar
separadamente, diferencas sutis (de até 25 cm)
séo visualizadas quando se faz a diferenga entre
as ordenadas de ambos os gréaficos, como pode
ser visualizado na Figura 3, abaixo.

A anormalidade dos dados pode ser
visualizada plotando-se um histograma das
diferengas encontradas na Figura 3. Este grafico
é apresentada na Figura 4, a seguir.

O teste W, Shapiro-Wilks e o valor de P
para este teste, com hipétese nula para os dados
que vem de distribuicdo normal com 95% de
significancia, foram respectivamente:

Wtesle =0.174 (08)

Com a explicacdo do teste expressa na
se¢do de concluséo. Para o teste F de Snedecor,
comparando-se dados do GOCE e do EGM2008
(com 95% de significancia), tem-se:

F =0.9916 (09)

O teste indica que os dados provavelmente

(] 100 160 =0 260

M ([GOCE} m={Z.240]
u-fif

] 0 100 150 200 =0
n G|

Fig. 2 —Alturas geoidais no intervalo m=[2,240]
para 0 EGM2008 (acima) e GOCE (abaixo).
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Fig. 3 — Diferencas em altura geoidal - em
metros- de grau em grau. EGM2008 — GOCE,

com m=[2,240].
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Fig. 4 — Histograma Has diferengas em altura
geoidal EGM2008 - GOCE.

vém de uma amostra similar, apontando
novamente a necessidade de uma metodologia
para a delimitagéo do espectro. A decomposicao
em wavelets de Haar das alturas geoidais
provenientes do EGM2008, em cinco niveis,
fica como na Figura 5. Ali podem ser observadas
descontinuidades que estdo normalmente
associadas a mudanca de observacéo.

E a mesma decomposicédo para as alturas
geoidais do GOCE (Figura 6).

Cabe frisar o significado das analises
representadas nestas figuras. Houveram 5
filtragens do sinal. Na primeira, separou-se uma
aproximac&o do sinal original (A) do ruido (D).
Este primeiro detalhe ¢ compreendido como d,
nas Figura 5 e Figura 6.

Em seguida, filtrou-se A mais uma vez, o
que originou a segunda aproximacdo A(A) e o
ruido da primeira aproximacao A(D), chamado
nas figuras 5 e 6 de d,. O processo repetiu-se,
passando por d,, d, e, finalmente, d.. s € o sinal
original e a, € a suavizagdo do sinal n quinto nivel
de decomposicédo. Na figura a seguir (Figura 7)
estd contida esta idéia, onde se apresenta um
esquema mais claro de como ocorreu a filtragem
dos sinais.

Se os sistemas forem invariantes no tempo
(neste caso, no espaco), a resolucdo de (07)
indicaria coeficientes aproximadamente iguais
a zero para K. O inverso pode ser tomado como
verdade até determinado grau de significancia.
Este grau de significAncia ndo serd discutido
nesta pesquisa.

A seguir apresentam os resultados
numéricos da resolucdo de (07). Entende-se
que estes resultados sdo importantes para a

PereiraR. A. D. & FreitasS. R. C.

1 1 1 1 1 | I 1 I 1 I E
n an [ 80 100 w [ 10 m E El ]

Fig. 5— Decomposicdo em wavelets de Haar par
as alturas geoidais do EGM2008 (n=[2,240]).

Fig. 6 — Decomposicdo em wavelets
de Haar para as alturas geoidais do GOCE
(n=[2,240]).

(AAD )

Cena

(aana ] [(AADID ]

ds

[(aAAAA ] (((AADDIDN]

ds

Y YV (AADDD)D

as

Fig. 7 — Esquema da decomposicdo wavelet
utilizada.
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verificagdo da variabilidade dos coeficientes
segundo as faixas do espectro escolhidas.

Resolvendo-se a 07 para m=[31,149]
encontra-se:

A_| 1002
~0.00032304

-2.1310 *
B:
-3.0115-0 *

C=[183.3

9.134.0 °
0.99983

~130.2 | (10)

D=[0]

0.0042606
0.00025716

o [

O mesmo para m=[151,240]

{ 1.002
A=

-4.2665-0 °

[-26945.0 *
~3.2797-0

8.9 |

0.00055859
0.99985

(o8]

(11)

A

0.0033116
0.011593

X(0) = {— 2 .807}

9 2

E com m = [2,240]:

-3.5415-0 *°

~ 1.002
B 0.99984

0.00072727}

-4.2183-0 °
B=
-5.1482-0 °

(12)
C=[659.2

D=[0]

634.2 |

—0.00058272
0.0028846

X(0) = {— 4.3792}

4.5564
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6. CONCLUSOES

Considerando-se que o nivel a, representa
a suavizacao (ou aproximacao) do espectro no
quinto nivel de decomposicdo, ha uma clara
descontinuidade do sinal em m~30 e outra em
aproximadamente m~130. Estas descontinuidades
podem ser associadas claramente a mudanca
de observacional utilizada na confec¢do dos
modelos: no primeiro caso, informagdes
derivadas diretamente de informacdes sobre
Orbita dos satélites; no segundo, informagdes
derivadas de altimetria por satélites (caso do
EGM2008) ou de gradiometria (caso do GOCE).
Este fato reforga o argumento da utilizagdo de
metodologias que ndo sejam de todo arbitrarias,
uma vez que estes resultados, numéricos, tém
associacdo direta com as componentes fisicas
de cada modelo.

Descontinuidades também podem ser
vistas nos niveis de detalhe d,, d, e d.. Estas
podem estar associadas as caracteristicas
de ortogonalidade do modelo, uma vez que
durante o ajuste dos MGGs a energia em cada
frequéncia é calculada para ser maxima em
cada componente. Este fato ndo ocorre devido a
mudanca de técnica para cada comprimento de
onda, ou seja, embora matematicamente isso seja
desejavel, ndo é possivel garantir suavidade na
transicdo dos diferentes graus, justamente por
estarem associados a diferentes técnicas.

As solugdes (10), (11) e (12) indicam
gue ndo haveria variabilidade do sistema caso
a convencao apresentada com wavelets para o
espectro geopotencial fosse utilizada. A mesma
andlise ndo foi possivel com m < 30 devido a
falta de graus de liberdade para solucionar o
sistema de equacdes da (07). Resultados nas
mesmas faixas dos dois paragrafos acima podem
ser reproduzidos com outras wavelets- mae (e.g.
biortogonais, Daubechies, etc).

Se a suavizagao do sinal (a,) for tomada
como referéncia, entdo é possivel separar
0 espectro geopotencial ou pelo espectro
representado em (a,) ou até mesmo pela propria
amostra, Cabe lembrar que neste estudo foi
abordada somente a altura geoidal — o que
significa que analises similares para outros
funcionais devem ser testadas.

A contribuicdo para o célculo de alturas
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geoidais deve, no entanto, ser estudada mais
criteriosamente em funcdo da principal técnica
utilizada para a obtencdo de modelos geoidais:
a metodologia remove-restore. Nesta técnica,
anomalias da gravidade residuais séo obtidas da
subtracdo de anomalias da gravidade oriundas
da gravidade observada em relagcdo a anomalias
da gravidade obtidas do truncamento de algum
MGG nos longos comprimentos de onda. Estas
anomalias residuais séo utilizadas na Integral
de Stokes (ndo referida aqui), que gera alturas
geoidais residuais, posteriormente somadas as
alturas geoidais provenientes do mesmo modelo
truncado e referido neste paragrafo. Assim, ainda
gue seja numa escala centi ou, possivelmente,
milimétrica, os resultados serdo afetados pela
escolha ou convencdo utilizada para os longos,
médios e curtos comprimentos de onda.

O teste F das duas amostras selecionadas
indicaram que elas tém caracteristicas similares
no sentido estatistico, o que talvez possa
justificar os mesmos resultados para as fronteiras
encontradas a partir da analise wavelet. Tanto o
histograma quanto o teste de normalidade (Em
que P da (08) teria um minimo de 0.05 para
que a amostra fosse normal) apontaram que,
quaisquer modelos baseados em distribuicéo
normal ndo devem ser utilizados para tentar
reproduzir o comportamento das freqléncias,
pelo menos, aquelas associadas a altura geoidal.
Este fato se soma aos indicios ja apresentados
no sentido da construgdo de uma nova divisao
espectral independente da tecnologia presente e
da época como também caminham no sentido
da modernizacdo dos sistemas geodésicos
frente em vista das novas tecnologias (como
apresentado em DE FREITAS et al, 2012).
Por dltimo, convém dizer que normalmente o
espectro dos modelos € definido com base na
sua poténcia espectral. Assim, apesar de ser uma
andlise pontual, este trabalho apresenta uma idéia
diferente daquela tradicionalmente utilizada
ocupando-se da propriedade de deteccdo de
descontinuidades das wavelets.
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