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RESUMO

A solugdo de um sistema de equagdes normais com um niimero minimo de injungdes € o primeiro passo sugerido
para avaliar a qualidade do resultado de um ajustamento de observagdes. Se a variancia da unidade de peso estimada
a posteriori for maior que a variancia da unidade de peso arbitrada a priori, pode ser devido a alguma das seguintes
causas: Erros de célculos; erros observacionais (grosseiros); modelo matematico funcional ndo adequado com a real-
idade fisica das observagoes; estabilizagdo da solugdo (convergéncia); pesos inadequados atribuidos as observagdes e
mal condicionamento do sistema de equagdes normais. Neste trabalho, sdo discutidas alternativas e testes estatisticos
que podem ajudar a detectar ¢ a contornar situagdes que prejudicam a qualidade dos resultados no ajustamento de
observagdes. Também, apresenta-se um teste estatistico para analisar se o ajustamento realizado com mais injung¢des
que o minimo necessario, tem influéncia ou nao nos resultados.

Palavras-chave: Avaliacdo do Ajustamento de Observagdes, Analise Qualitativa do Resultado do Ajustamento, Testes
Estatisticos para a Analise do Resultado do Ajustamento, Avaliagdo da Qualidade do Ajustamento de Observagdes.

ABSTRACT

The solution for normal equations system with minimum constraints is the first step suggested to evaluate the quality of
an adjustment result. If the a posteriori variance of unit weight is bigger than the a priori variance one, that may be due
to one of the following reasons: calculation error, observable error (blunders), mathematical model not suitable to the
physical reality of observations, solution stabilizations (convergence), inappropriate weight attributed to the observations
and ill conditioning system of the normal equations. In this paper, alternatives and statistical tests may help detect and
by-pass situations which harm the result quality in the observation adjustment. Also, a statistical test is presented to
verify if the adjustment with more constraints than the minimum necessary, influences the result, or it doesn’t.

Keywords: Evaluation of Adjustment Observation, Quality Assessment of Adjustment Results, Statistical Analysis of
Adjustment Results, Evaluation of the Quality of an Adjustment.



1. INTRODUCAO

Desde a introdugao do método dos minimos
quadrados por Gauss e Legendre no final do
século dezoito e inicio do século dezenove,
somente nas ultimas cinco ou seis décadas ¢ que
ele pdde ser plenamente aplicado a solugdo de
grandes sistemas de equagdes. Esta possibilidade
se tornou viavel gragas ao desenvolvimento da
informatica computacional e a otimizagdo de
algoritmos matematicos, dando velocidade e
precisdo no calculo das variaveis envolvidas
no processo. Paralelamente a isto, as técnicas e
métodos estatisticos também avancaram para a
analise e avaliagao dos resultados. Técnicas de
controle e analise dos dados a serem processados
como também, dos resultados alcancados apos
a solugdo do sistema, foram desenvolvidas e
implementadas. Atualmente a tarefa de calcular
um conjunto de pardmetros (varidveis) a partir
de observagdes utilizando a técnica dos minimos
quadrados se tornou rotina, principalmente
nas areas das Ciéncias Geodésicas. Ela tem se
tornado cada vez mais importante para avaliar
as observagdes ¢ os resultados em termos de
qualidade e uniformidade. Hoje em dia, se tém
consciéncia da necessidade em priorizar a analise
do planejamento dos trabalhos de campo para
a coleta de observacdes que atendam a certos
objetivos em termos de acurdcia e precisdo
(pré-andlise). Nos topicos que se seguem,
serdo apresentadas situagdes que normalmente
ocorrem, quando se faz a andlise estatistica
dos resultados auferidos pelo ajustamento
de observagdes em determinados problemas.
Discute-se a adequacdo do modelo matematico
a realidade fisica do conjunto de observagdes
com suas precisdes; analisa-se a influéncia
da ponderacdo inadequada as observacdes no
ajustamento; finalmente sdo avaliados os efeitos
e tendéncias nos resultados devido a presenga
de outliers.

2. ATECNICA DE CALCULO

Para facilitar a compreensdo dos topicos
seguintes, usar-se-4 a técnica de ajustamento de
observagoes através do método das equagoes de
observacao (Método paramétrico). Para tanto,
define-se os seguintes elementos representativos
do método paramétrico: L, € a matrizn x 1, das
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observagbes de campo;z, ¢ a matriz varidncia
covariancia das observagdes;P=025 ¢ a
matriz dos pesos das observacdes, em que o2
¢ a variancia da unidade de peso arbitrada a
priori, ou seja, um escalar, que normalmente ¢
considerado igual a unidade. Salienta-se que este
escalar ndo interfere no resultado do ajustamento.

Cada quantidade observada sera expressa
como uma fun¢do dos parametros através do
modelo de ajustamento dado por:

L=F(X) (1)
onde, L € o vetor tedrico das quantidades
observadas ajustadas; F representa o modelo
matematico ou a fungdo que gera o sistema de
equagoes de observacdo, também conhecido
como modelo funcional; X € o vetor teorico dos
parametros ajustados.

Considerando o caso mais geral em que F ¢
uma fun¢do nio linear, a aplicagdo dos minimos
quadrados requer a linearizagdo do sistema de
equagdes. Portanto, a linearizacdo ¢ obtida a
partir da expansdo do modelo de ajustamento
(1) em séria de Taylor, nas vizinhangcas de um
vetor inicial aproximado X, desprezando-se
os termos de ordem dois e superiores da série.
A recuperagdo destes termos ¢ feita através da
solucdo do sistema iterativamente (DALMOLIN,
2010).

O modelo em sua forma linearizada é,

V=AX+L 2)

onde, V € vetor dos residuos; Am ..., ¢amatriz
dos coeficientes das variaveis definida no ponto
de expansdo do vetor aproximado X ; X =X —
X, € o vetor das corregdes ao vetor aproximado
X, também conhecido como vetor estimado; L
=F(X,) — L, € o vetor dos termos independentes.
A solugdo do sistema (2) pelo método dos
minimos quadrados ¢ conduzida pela expressao:
X =-(ATPA)'ATPL 3)

que fornece o vetor das corre¢des aos parametros

aproximados, resultando o vetor dos parametros
ajustados, X = X + X.A matriz variancia co-
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variancia dos parametros ajustados &,

Zy =G5 (ATPA) 4)

Na expressao (4), o escalar o, representa
a variancia da unidade de peso a posteriori,
isto ¢, calculado apds o ajustamento ter sido
realizado. Considerando um sistema originado
de n observacdes envolvendo u parametros,
com n>u, a esperanga matematica da soma dos
quadrados dos residuos, segundo Hamilton, 1964

é: E(V'PV) = o, (n-u). A partir desta premissa,
a expressao para a variancia a posteriori ¢ dada
por,

~»_ VTPV
5=V (5)

Para qualquer trabalho de ajustamento,
apos a obtencao das observagdes em campo, as
mesmas devem passar por uma verificacdo de
consisténcia isentando-as de erros grosseiros.
Para isto, um pré-ajustamento pode ser realizado
com a fixacdo de um minimo de injung¢des
necessarias na solucao do sistema de equacgdes.
Toma-se como exemplo, o ajustamento de uma
rede geodésica qualquer. Se somente dire¢des
e angulos forem observados, as coordenadas
de um ponto, um azimute e uma distincia, ou
as coordenadas de dois pontos sdo fixadas.
Nos casos em que direcdes, distdncias e
azimutes tenham sido medidos, entdo somente
as coordenadas de um ponto sdo suficientes a ser
fixadas. Certamente, havera varias possibilidades
de combinagdes do acima exposto. E importante
lembrar que ndo fixando coisa alguma, a matriz
das equagoes normais, (A'PA) de dimensoes
(u x u) apresentard deficiéncia de posto (rank),
isto é, r(ATPA)<u. O niimero de quantidades
apropriadamente selecionadas a serem fixadas
¢ a diferenga: u-r(A"PA). Solucionando o
sistema com o minimo de quantidades fixadas
(injungdo minima), um V'PV ¢ obtido, o qual
serd igual ao V'PV obtido usando a inversa
generalizada (Pseudo-Inversa) sem fixar valor
algum, (FADDEEV & FADDEEVA, 1963).
Para se ter um valor numérico apropriado do
VTPV, pode ser necessario o uso de iteragdes
na solugdo do sistema (caso o modelo funcional

sejando linear). Ou, se algum tipo de equagdo de
condi¢do ou modelo mais sofisticado for usado
no sistema, entdo a solugdo deve ser feita através
do processo iterativo, como recomenda Alan
Pope (1972). O processo da solugdo iterativa,
em detalhes, pode ser encontrado em Dalmolin
(1976), Gemael (1994), Dalmolin (2010).

3. TESTANDO ESTATISTICAMENTE O
VPV

De posse do valor do VTPV correspondente
ao ajustamento com as restricdes minimas, usa-

se o teste estatistico “chi quadrado” () para
avaliar a aderéncia do resultado. Em outras
palavras, se a hipotese nula H; indicar alguma
anormalidade fora do esperado com respeito ao
- VPV _ , VTPV 2
resultado. Entdo: Se, o7 “#stez ou ~ 57 < Fowown g
hipotese H| serd rejeitada. De outra forma, elanéo
sera rejeitada. O valor de VTPV ¢ obtido a partir
do ajustamento e o o, ¢ varidncia da unidade
de peso a priori (normalmente considerada
igual a unidade). O #*¢é extraido de tabelas
estatisticas com GL = (n-u) graus de liberdade
a um determinado nivel de significancia o. Em
alguns casos, quando o VTPV for “muito grande”,
€ necessario recorrer ao teste unilateral da fun¢ao

de distribuigdo. Se, % >#&. , ahipotese nula é
rejeitada, caso contrario, nao. E normal usar-se o
nivel de significancia de 0,05 (5%) para realizar
a avaliagdo, embora os niveis de 0,1(10%) e
0,01(1%) também possam ser usados. Se, tabelas

do y* nao estiverem disponiveis, pode-se usar
as tabelas da distribuicdo F, lembrando que,
Xora =GLF,.. Se a hipodtese for rejeitada,
sendo ela verdadeira, a probabilidade de se ter
cometido o “erro tipo I” ¢ a. Se a hipotese ndo
for rejeitada sendo ela falsa, a probabilidade de
se cometer o “erro tipo II” € B, o qual requer
uma longa e penosa explicacdo que pode ser
vista em Baarda (1968) ou Hamilton (1964).
Nestas notas nos limitaremos a aceitar que, se a
hipétese H, ndo for rejeitada considera-se que o
resultado do ajustamento € “aceitavel”. De outra
forma, se a hipotese for rejeitada, ¢ um alerta
de que o VPV ¢ “muito grande” e o sistema de
equagdes apresenta problemas que devem ser
investigados, localizados e eliminados. As vezes
ndo se constitui uma tarefa facil de localiza-los,

porque existem varias combinagdes possiveis
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das diversas fontes de erros, além, ¢ logico, do
efeito de espalhamento dos erros observacionais
causado pela solu¢do de minimos quadrados.

Quando o VTPV for “muito grande”, a
primeira coisa a observar ¢ existéncia deque
hé problemas no ajustamento. Estes problemas
podem ser devidos as observacdes ou aos
pesos a elas atribuidos. Neste caso, ¢ normal
que os residuos calculados sejam “grandes” e
em consequéncia as ponderagdes atribuidas as
observagdes inadequadas ou ndo compativeis
em termos da precisdo das mesmas. Entretanto,
fica claro que, as observagdes podem ser
suficientemente boas quanto possivel na sua
estimacao com pesos adequados e os problemas
no ajustamento persistirem. Entdo, deve-se
atentar para alguma outra possivel causa que
faz com que o VTPV seja “grande”, implicando
na rejeicao da hipotese basica. Entre as causas
que podem contribuir para a rejei¢ao da hipodtese
basica, estdo: Sistema mal condicionado; erros
de célculo; modelo matematico funcional
inadequado; influéncia de termos de ordem
mais elevado omitidos no modelo (falta de
iteragdes); Pesos estimados incorretamente e
eITos grosseiros nas observacoes.

3.1 Sistema mal condicionado

O mal condicionamento de um sistema
de equacdes pode ser detectado através
do célculo dos assim chamados nimeros
condicionais (FADDEEV & FADDEEVA, 1963;
LUGNANI, 1975). Um valor “muito pequeno”
do determinante da matriz das equacdes normais
¢ um forte indicio de mal condicionamento. Na
maioria das vezes ¢ causado pela ma geometria
na distribuicao dos pontos de controle (restrigdes
ou injungdes) ou a alta correlagdo entre as
observacgoes. O mal condicionamento também
pode ser detectado através de um exame
cuidadoso dos coeficientes de correlacao da
matriz variancia covariancia dos parametros,
X = (A"PA)'. Se a correlagdo entre 0 i-ésimo
e j-ésimo parametro for calculada usando

q..
r, = L

a expressdo ' jg g~ , onde, os q; sdo
elementos da matriz X , e o valor de » for menor
que -1 ou maior que +1, isto €&, estiver fora do
intervalo de £1, pode-se esperar que o sistema
seja mal condicionado. Nestas condigdes,
nada se pode fazer em termos de eliminar o
problema. O que pode ser feito ¢ melhorar

i+
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computacionalmente a geometria da distribuicao
do apoio, a fim de alterar parcialmente o vetor
dos termos independente. A real melhoria s6
pode ser realizada com novos trabalhos de campo
e alterando a geometria do apoio do projeto
original do levantamento.

3.2 Erros de calculo

Dentro do rol dos erros de calculo estdo
os chamados erros de avaliacao das derivadas
parciais, erros de sinais, erros de programacao
e erros de truncamento nas casas decimais.
Normalmente estes erros sdo detectaveis
através do reprocessamento com procedimentos
diferentes. Ou a repetigao dos calculos no
processo iterativo, avaliando a convergéncia e
estabilizacao do vetor solucao.

3.3 Modelo matematico inadequado

Quando se fala em modelo matematico
funcional para realizar algum tipo de ajustamento,
escolhe-se o modelo tedrico que melhor represente
a realidade fisica do fenomeno envolvido.
Em Ciéncias Geodésicas os modelos sdo
largamente testados e bem definidos, sugerindo
ndo apresentarem questionamentos maiores.
Contudo, em alguns casos, erros sistematicos
podem ser introduzidos no modelo através das
observagoes coletadas com instrumentos nao
aferidos e/ou nao calibrados; super ou sub-
dimensionar o modelo de acordo com a precisao
das observagoes; nao considerar certos detalhes
na modelagem, como por exemplo, a constante
interna do aparelho; ndo considerar o excesso
esférico em figuras geométricas observadas
sobre superficies ndo planas; negligenciar a
correcao da inclinagdo horizontal e/ou vertical;
ndo considerar o efeito da refragdo atmosférica;
ndo considerar as condigdes ambientais no
instante da coleta das observagdes, entre outros,
que certamente levam a uma inconsisténcia na
modelagem do fendmeno e em consequéncia
no V'PV.

3.4 Influéncia dos termos de ordem mais
elevada

E possivel que determinado problema de
ajustamento exija a aplicacdo de um modelo
matematico na forma de polindmio. Adequar
o grau do polindmio as vezes nao ¢ uma tarefa
facil. Pode haver mais termos (super) ou menos

Revista Brasileira de Cartografia, Rio de Janeiro, N° 69/3, p. 533-539, Mar/2017



Algumas Consideragoes Sobre a Avaliagdo do Resultado de um Ajustamento de Observagoes

termos (sub) no dimensionamento do grau do
modelo. Lembrando que a sofisticagdo do modelo
deve estar em concordancia com a sofisticacao
da precisdo das observagdes. Se isto ndo for
observado, o fato se refletira no valor do V'PV
e também na matriz variancia covariancia. Testar
a significancia dos coeficientes polinomiais
(parametros), através da decomposicao
das componentes principais (autovalores e
autovetores), da matriz variancia co-variancia
dos parametros ¢ uma boa maneira de adequar o
grau do polindmio a qualidade das observagdes
(MARQUES, 1994; SILVA, 1995). No caso de
modelos ndo lineares, a consequente linearizagdo
por Taylor, desprezando os termos de ordem dois
e superiores para a aplicagdo do MMQ, leva a
um VTPV, “grande”, havendo a necessidade de
realizar iteragdes para estabilizar a solucdo.

3.5 Pesos inadequadamente estimados

Em primeiro lugar, deve-se ter em mente
que um teste global s6 pode ser conduzido
caso se tenha certeza de que a variancia das
observacodes seja corretamente estimada. A
varidncia da unidade de peso a priori o, que
normalmente é considerada como unitaria,
pode ser cuidadosamente determinada usando
a populagdo com extensivas e apropriadas
amostragens, ou adotando o resultado de um
ajustamento prévio onde somente um tipo de
observagdo ¢ usado. Se uma variancia a priori
for definida para um determinado grupo de
observagdes e um possivel intervalo de confianga
para elas, € justificavel que os valores podem
variar até os limites deste intervalo. O que jamais
se pode mudar ¢ a variancia das observagoes,
atribuindo-lhes pesos arbitrarios. Deve-se adotar
um critério prioritario para o ajustamento como
um todo. O valor da variancia da unidade de peso
a priori o, , selecionado para o ajustamento, ndo
tem qualquer influéncia sobre o teste estatistico,

porque a razdo, V'PV/ (yé ¢ invariante com
respeito ao o, (UOTILA, 1974).

3.6 Erros grosseiros nas observacoes

Ao se realizar o ajustamento com mais
injungdes que o minimo necessario € constatar
que o V'PV resultou “grande”, levanta-se a
hipotese de que existem inconsisténcias nas
observagoes. Neste procedimento, usando mais
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injungdes que o minimo necessario, a deteccao
das observagdes suspeitas de erros grosseiros
se torna muito dificil, pois o método dos
minimos quadrados dilui os erros e contamina
outras observagdes no processo de ajustamento
(espalhamento). O ideal, neste caso, ¢ usar o
minimo de injung¢des necessarias e realizar o
ajustamento. E de nosso conhecimento que a
obtencdo das matrizes variancia-covariancia,
tanto dos parametros como das observacdes e
consequentemente dos residuos sdo afetadas
pela variancia da unidade de peso. E importante
notar que a correlagdo entre os residuos e valores
dos parametros ajustados ¢ nula. Portanto, sdao
valores independentes. Se as observagdes sdao
consideradas independentes, a variacdo dos
residuos v, causada pelas mudangas dos valores
das /. observagdes, correspondem aos valores da
i-ésima linha e j-ésima coluna com i=j da matriz
variancia-covariancia dos residuos. Esclarecendo
melhor o acima exposto, a matriz variancia
covariancia dos residuos ¢ dada pela diferenca
entre a matriz variancia covariancia dos valores
observados e a matriz variancia covariancia dos

valores observados ajustados 2, = ZLb _ELa
. E importante notar que, quando os valores
das variancias das observagdes ajustadas vao
diminuindo, os valores das varidncias dos
residuos vao aumentando e vice versa. O que se
espera ¢ que as variancias dos valores observados
ajustados sejam tdo proximas quanto possivel
das variancias das observacoes. Isto significa
que as variancias dos residuos e os proprios
residuos sao pequenos. O tamanho dos residuos
¢ dependente da qualidade das observagdes,
mas deve-se ter em mente que, pelo acima
exposto, ¢ também dependente da matriz dos
coeficientes das incognitas (matriz projeto A)
e da geometria e distribuigdo do apoio. Fica
claro que, no ajustamento pelo método dos
minimos quadrados, o uso do critério de 3o
como parametro para afirmar a existéncia de erro
grosseiro, ndo ¢ valido. Também ¢ importante
notar que um elevado nimero de graus de
liberdade, nao quer dizer que vai melhorar o
teste dos3o. Ao invés disto, sugere-se que, para
a deteccao de erros grosseiros, o uso da técnica
dos residuos padronizados desenvolvida por W.
Baarda em 1968, que utiliza a distribui¢ao F no
controle simultaneo dos erros do tipo I e do tipo
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IT ¢ muito pertinente. Assim, quando a razao

, em modulo, for maior que 1, “suspeita-
se” da existéncia de um erro grosseiro. Isto
ndo quer dizer que aquela observagao seja a
eivada do erro, mas ¢ suspeita e com grande
probabilidade de estar contaminada (BAARDA,
1968). Se for possivel fazer o ajustamento sem
as observagoes suspeitas de erros grosseiros,
entdo, faz-se o ajustamento e repete-se o teste
acima mencionado. Ou toma-se o problema
com um minimo de observacdes necessarias
para o ajustamento e vai-se adicionando uma
observagao de cada vez e realizando o teste
acima, tantas vezes quanto for necessario, a
fim de encontras as observacdes que causam
aumento inaceitavel ao VPV, indicando a
presenca de erro grosseiro. Como consequéncia,
pode haver a necessidade de retornar a campo
para coletar novas observacdes em substituicao
as consideradas suspeitas de erros grosseiros,
lembrando que cada observacdo descartada,
perde-se um grau de liberdade.

Apbs a obtengdo de uma solugdo aceitavel
com o minimo de injung¢des necessarias, faz-se o
ajustamento com todas as injungdes disponiveis
no problema. E dbvio que o V'PV calculado
com todas as injungdes sera diferente do V'PV
calculado com 0 minimo de injungdes. Admita-se
que a solugdo obtida com o minimo de injungdes
seja representada por (V'PV), e que a solucdo
obtida com as injungdes minimas juntamente com
as adicionais b, seja representada por (V'PV),.
Testa-se a hipotese H para verificar se ndo houve
deformagcao significativa no resultado através da
expressao seguinte: Se %-%

!

rejeita-se H . Caso contrario, a hipotese H ndo
sera rejeitada. Se a hipotese H for rejeitada,
significa que as injung¢des adicionadas b, ndo
estdo em conformidade com as demais. Uma das
possibilidades ¢ que podem estar em sistemas
diferentes ou com valores a elas atribuidos nao
corretos. Quando a rejei¢do for feita, pode-se
detectar qual ou quais delas causam a deformacao
da solug¢do, introduzindo sequencialmente uma
de cada vez ao conjunto de injun¢des minimas
e realizar o ajustamento, testando sempre o
resultado. Caso ndo seja possivel identifica-la(s)
desta maneira, resta reconhecer que o trabalho
como um todo apresenta problema.

0.V

>F,

b,n-u,a
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4, COCLUSOES

Neste trabalho foram discutidas algumas
questdes normalmente levantadas pelos usuarios
do ajustamento pelo Método dos Minimos
Quadrados na solugdo do sistema de equagdes
normais. A aplicacdo do numero minimo de
injungdes necessarias para georreferenciar o
conjunto de observagdes a um sistema e as
suas possiveis consequéncias na avaliacdo
do resultado final do ajustamento foram
apresentadas. Também, a inclusdo de mais
injungdes ao nimero minimo necessario foi
abordado em detalhes, discutindo-se as possiveis
consequéncias no resultado final. Um teste
estatistico para identificar as causas, quando a
variancia a posteriori ndo se apresenta dentro
dos padrdes esperados foi apresentado. As
variagoes e consequéncias destes procedimento
em trabalhos que exigem a aplicacdo do MMQ
foram discutidas e apresentadas com o objetivo
de minimizar as dividas dos usuarios de como
proceder na a andlise final de um ajustamento
de observacoes.
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