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RESUMO

Trata da separacdo entre o geoide e o quase geoide avaliando as metodologias tradicionalmente empregadas para a
quantificac¢@o desta separag@o. O conhecimento da separagdo entre o geoide e o quase geoide com precisdo na ordem do
centimetro, ¢ essencial para a realiza¢do de redes de referéncia verticais modernas. Propdem-se uma alternativa mais
realista para a avaliag@o da gravidade média ao longo da linha de prumo com o intuito de calcular a referida separagao.
Para tanto, determinou-se um modelo de variagdo de densidade das massas topograficas para uma area de estudos. Os
resultados mostram a necessidade da referida modelagem tendo em vista que somente o uso do valor padrdo 2,67
g-cm”induz erros significativos na separacdo geoide — quase geoide. Em vista da metodologia proposta, testes

numéricos e andlises procedidas, conclui-se que a determinagdo consistente da superficie do geoide a partir da
superficie do quase geoide ¢ possivel, com uma precisdo de poucos centimetros, mesmo para as areas com grandes
variacdes de altitude.

Palavras-chave: Densidades, Altitudes, Linha de Prumo.

ABSTRACT

The traditionally methodologies for the separation between the geoid and quasigeoid has been evaluated. Therefore, an
alternative approach for the evaluation of the gravity average along the plumb line in order to improve the knowledge of
that separation is proposed here. Furthermore, a simple model variation of density for the topographic masses is
proposed for the present study. The results show the need to know such a model, considering that the use of the standard
value 2.67 g-cm” differs significantly if considered a model for density variation. The methodology, numerical tests,
results and discussion show that it is possible to determine the geoid from the quase geoid with a precision of few
centimeters even in regions with a large variations of heights.

Keywords: Density, Heights, Plumb Line.

separacdo reflete a diferenca entre as altitudes do tipo
ortométricas das normais. Independente de qual o

1. FUNDAMENTACAO sistema de altitudes adotado pelos paises contiguos
pode-se efetivar a conversdo das altitudes entre estes

O entendimento da separag@o entre o geoide e sistemas com modelagem adequada. Portanto, a

0 quase geoide ¢ importante no contexto da modelagem da transformag@o precisa entre altitudes
modernizagdo do sistema altimétrico brasileiro. Esta normal e ortométrica faz-se necessaria, muito embora
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possa haver no futuro uma referéncia univoca para os
numeros geopotenciais. Alguns trabalhos tém sido
publicados tratando da separagdo entre o geoide e o
quase geoide, como por exemplo, Sjoberg (2006a),
Tenzer et al., (2006), Flury e Rummel (2009), entre
outros.

A altitude elipsoidal pode ser aplicada em
algumas situagdes praticas, porém, ndo pode ser
empregada diretamente no contexto referido no
paragrafo anterior. Uma caracteristica da altitude
elipsoidal é que ela ndo ¢é relacionada com o campo da
gravidade terrestre. Pontos com a mesma altitude
elipsoidal ndo descrevem uma superficie equipotencial,
ou seja, ndo estdo em nivel. Ainda que a rigor 0 mesmo
se aplique para as altitudes normais e as ortométricas,
estas ainda preservam significado fisico, ja que ambas
relacionam-se com o niumero geopotencial. Caso seja
necessario descrever uma superficie equipotencial, a
recomendagdo ¢ trabalhar com nimeros geopotenciais
diretamente, ou ainda altitudes dindmicas, que nada
mais € do que a conversdo da unidade do geopotencial
em linear (metros) via um valor de gravidade
constante. Uma comparagdo conceitual sobre os dois
sistemas de altitudes, normal ¢ ortométrica, pode ser
encontrado em Vanicek et al., (2003).

Uma revisdo sobre os métodos disponiveis
para a avaliacdo da altitude ortométrica pode ser
encontrada em Santos et al., (2006). Estes autores
apresentam uma comparagdo numérica entre o método
proposto por Tenzer et al. (2005) para a aproximagio
“rigorosa” da altitude ortométrica e outras
aproximagdes que podem ser encontradas, por
exemplo, em Heiskanen e Moritz (1967, capitulo 4).
Uma formulagdo mais compacta sobre a proposta de
Tenzer et al. (2005) pode ser vista em Flury e Rummel
(2009). De forma simplificada, todos estes autores
pretendem avaliar a integral:

superficie terrestre

| o
g=—5 | gdH (1)

geoide

em que J ¢ o valor médio de gravidade ao longo da

linha de prumo entre o geoide e a superficie terrestre;
H© altitude ortométrica; g o valor de gravidade
correspondente ao elemento infinitesimal de altitude
ortométrica dH® .

Historicamente, para a definigdo de altitudes,
empregaram-se varias formas de avaliagdo do valor
médio de gravidade na integral (1). De acordo com
Tenzer (2004), o valor médio de gravidade ao longo da
linha de prumo entre o geoide e a superficie terrestre
depende da distribuicdo da densidade das massas
topograficas. Uma sustentagcdo a esta ideia pode ser
vista em Featherstone e Kirby (1998) que apontam ser
a densidade de subsuperficie requerida para determinar
g. Porém esta informagdo ndo ¢é habitualmente

disponivel. Tenzer (2004), seguido por Tenzer et al.,
(2005), Kigdon et al., (2005), Santos et al., (2006),
Tenzer e Ellmann (2009) e Flury e Rummel (2009)
basicamente decompdem o valor de § como a soma

das seguintes componentes:
g=7+56g" +3' +7". 2

Neste caso o problema resume-se em determinar o
distirbio de gravidade gerado pelas massas interiores
ao geoide 5§ e a atragio média das massas

topograficas §'. O termo §* correspondente a atragdo

gravitacional média gerada pela atmosfera. De acordo
com Tenzer et al. (2005), o termo g* pode ser

negligenciado uma vez que o seu efeito sobre a altitude
ortométrica ¢ muito menor que 1 mm em situagdes
mais extremas.

Pretende-se avaliar neste artigo a separagdo
entre o geoide e o quase geoide no contexto brasileiro,
bem como avaliar metodologias diferentes para a
determinacdo da mesma. Para alcangar este objetivo, os
seguintes experimentos sdo conduzidos: Experimento
1: avaliar os coeficientes de transformagdo de anomalia
de altura para altura geoidal, tendo em vista que os
modelos do geopotencial, e.g. EGM2008 (PAVLIS et
al., 2008), sdo largamente empregados para o calculo
de modelos geoidais locais; Experimento 2: avaliar a
metodologia que ¢ empregada para a transformagdo de
modelos quase geoidais em modelos geoidais. Este ¢ de
fundamental importancia, pois modelos quase geoidais
podem ser calculados com base na Teoria de
Molodenskii (MOLODENSKII; EREMEEV;
YURKINA, 1962) e, como uma tltima etapa, converté-
los em modelos geoidais. A vantagem da Teoria de
Molodenskii é que ndo ha a necessidade de reducdes
gravimétricas. Experimento  3: sugere-se uma
alternativa para a avaliagdo do valor médio de
gravidade real ao longo da linha de prumo
empregando-se um valor constante de densidade e um
modelo local de variagdo. Estes experimentos
compdem a se¢do 3. Na secdo 4 sdo apresentadas as
analises e discussdes, com um teste sobre altitudes do
Sistema Geodésico Brasileiro (SGB) a fim de analisar
o seu comportamento em relagdo as altitudes normais e
ortométricas. Finalmente, na se¢do 5, sdo apresentadas
as conclusoes.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1. NUmeros geopotenciais

O namero geopotencial C para um ponto P
sobre a superficie terrestre ¢ a diferenga entre o valor
do geopotencial W, sobre o geoide, ou para uma
referéncia local como é a maioria dos casos, e o valor
do geopotencial W, para este ponto. O numero
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geopotencial, portanto, ¢ uma grandeza univoca,
independente do trajeto seguido para o deslocamento
entre duas superficies equipotenciais, e tem significado
fisico real na definicdo da altitude com relagdo a
superficie de referéncia, o que ndo ocorre com O0s
desniveis medidos geometricamente.

O espagamento entre as superficies de nivel
ou equipotenciais do campo da gravidade da Terra real
varia com a latitude (e 0 mesmo ocorre para o campo
da gravidade da Terra normal) e também de acordo
com a distribui¢do lateral de massas na crosta terrestre.
Porém a diferenca de geopotencial entre aquelas
superficies ¢ constante em toda a sua extensao.

De acordo com Torge (2003) o nlUmero
geopotencial é dado por:

Co= | gin ()

geoide

sendo C, o numero geopotencial para um ponto P, g

o valor de gravidade entre duas superficies
equipotenciais infinitesimamente proximas separadas
pela distdncia dn. Na pratica ndo se dispde de uma
distribui¢do continua das grandezas envolvidas no
calculo do niimero geopotencial, portanto, a integral da
equacdo (3) deve ser substituida por um somatorio
sobre um conjunto discreto de valores médios de
gravidade entre pontos nos quais foram observados
valores de gravidade e desniveis.

2.2. Da separacdo entre o geoide e 0 quase gedide

Em Heiskanen e Moritz (1967, p. 326), apos
igualar a altitude normal H" e a ortométrica H° em
fun¢do do numero geopotencial C , chega-se a:

Ho—HN =7 =Ty, )

I

sendo esta relacdo a separacdo entre o geoide e o quase
geoide. Sendo @ ja definido anteriormente e 7 a
gravidade tedrica média entre o elipsoide e o teluroide,
superficie que pode ser visualizada na Fig. 1. Ainda
conforme esta figura pode-se expressar a altitude
elipsoidal h como:

hxH" +¢
)
h~H°+N

em que N ¢ a altura geoidal ¢ ¢ a anomalia de altura.

O sinal de aproximado na relagdo (5) se da devido ao
fato de que as diferentes altitudes sdo medidas em
diferentes linhas de campos. Deste ponto em diante
considerar-se-a as altitudes, ortométrica, normal, e

normal-ortométrica referidas a proje¢do de Helmert
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Fig. 1 — Altitude elipsoidal, altura geoidal e anomalia

de altura.

Considerando o caso extremo em que a linha
de prumo seja aproximada por um segmento circular
entre o geoide e a superficie terrestre € uma deflexdo da
vertical de 2 minutos de arco, com a aproximagdo da
(5) comete-se um erro de 0,00001% para a altitude
ortométrica. Por outro lado, considerando a reta
tangente a linha de prumo passando por P, prolongada
até o geoide, ¢ uma deflexdo da vertical de 2 minutos
de arco, comete-se um erro de 0,00002% para a altitude
ortométrica. Considerando uma altitude de 1.300
metros, ¢ o erro de 0,00002%, esta consideragdo nio
excedera 0,26 mm. Detalhes podem ser encontrados,
por exemplo, em Jekeli (2000) e Sjoberg (2006b).

Nas condi¢des analisadas no paragrafo
anterior, ¢ empregando-se as relagdes (4) e (5), pode-se
escrever:

dH=¢-N=L"9p°, (6)

O problema em determinar a separacdo entre a altitude
ortométrica ¢ normal é o mesmo que determinar a
diferenca entre a anomalia de altura e a altura geoidal,
ou seja, H°-H"=Z—-N. O problema estdi em
avaliar o valor médio de gravidade ao longo da linha de
prumo conforme mostram as relagdes (4) e (6). A
avaliagdo de § ao longo da linha de prumo na equagao
integral (1) € um topico importante na realizagdo
pratica das altitudes ortométricas. O valor de gravidade
ndo ¢ usualmente medido no interior das massas
topograficas. Portanto, a determinacdo de J deve

ocorrer a partir de valores observados sobre a
superficie terrestre, empregando-se um modelo realista
e fisicamente significativo para a redugdo da gravidade.

Na relagio (4) o termo QJ-y ¢
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aproximadamente igual a anomalia Bouguer Agjg,

sendo assim, tem-se a relagdo sugerida por Heiskanen e
Moritz (1967, p. 327):

£-N~-29% o %)

4

Em muitas aplicagdes pode-se ainda fazer 7 =~ 981 gal ,
tal que da (7) obtém-se:

Age,
o~ (Gal] yo o
(é, -N )[m] ~ 981 H [m] ~ AgB[Gal] H [km] * (8)

As anomalias Bouguer sdo geralmente negativas sobre
os continentes, assim sendo, a diferenca —N ¢
geralmente positiva. Sobre os oceanos, naturalmente,
tem-se que ¢ =N . Sabe-se ainda que as anomalias
Bouguer sido pouco correlacionadas com a altitude para
os curtos comprimentos de onda. Localmente o produto
da relacdo (8) é basicamente proporcional a altitude,
pois as anomalias Bouguer tendem a serem constantes
para um perfil de mesma densidades.

2.3. O gradiente vertical de gravidade

A abordagem aqui adotada tem como ideia
basica o fato de que, para uma correta redugdo do valor
de gravidade ao geoide precisa-se do gradiente vertical
de gravidade dg / OH° . Este gradiente vertical é dado
pela equagdo de Bruns (PICK; PICHA e VYSKOCIL,
1973, p. 81):

g
oH°

=20 +47Gp-20". 9)

Em que J ¢ a curvatura média das superficies
equipotenciais, G ¢é a constante universal da
gravitagdo, p ¢ a densidade das massas topograficas e

o a velocidade angular terrestre. Esta equacdo ndo
pode ser diretamente aplicada por conta do ndo
conhecimento da curvatura média J das superficies
equipotenciais. Para o segundo termo do lado direito da
equacdo (9) adota-se p =0 implicando este artificio
em se admitir que ndo existam massas externas ao
geoide. Nesta condigdo, o gradiente vertical sera ar-
livre. De acordo com Heiskanen e Moritz (1967, p.
115) ¢é possivel entdo decompor a equagdo (9) em uma
parte relativa a Terra normal e uma parte anomala:

o _0r, 0Ag. (10)
oh oh oh

Existem muitas maneiras de se calcular o
gradiente normal 0y/oh. Aqui se optou pelo uso da

equacdo (2-121) fornecida em Heiskanen e Moritz
(1967, p. 78):

oy 2y >
L= (1+f +m-2fsen 11
g a(+ + ?) (11)

sendo a o semieixo maior do elipsoide de referéncia,
f o achatamento, m ¢é a abreviagdo para a relagdo
o’a’b
GM ~
gravitacional geocéntrica. Todas estas grandezas sdo
definidas para o Sistema Geodésico de Referéncia
(SGR) adotado. Em Hofmann-Wellenhof ¢ Moritz
(2006, Tabela 2.5) sdo fornecidos os valores para estas
constantes em WGS84 e GRS80.

A parte andmala, OAg/oh, serd abordada
agora empregando a continuagdo analitica, que apods

uma aproximacao esférica é dada por (HEISKANEN e
MORITZ, 1967, p. 115):

b o semieixo menor ¢ GM a constante

2 —
(‘M—gj =—2A9P+R—U—dAg Aegs . (12)
or R 2297 2

Nesta equagdo, Ag, refere-se ao ponto fixo P, onde
se deseja avaliar o gradiente dAg/oh. R € o raio da
esfera, ¢, ¢ a distancia Euclidiana entre o ponto fixo

. ., 2
P e o elemento de superficie variavel R*do, expresso
de acordo com a Fig. 2.

~
- ~
R by
ps %
. N
{ . . P Y
™ b P
! . :"v S ‘Q‘ A
\{ /\’/ I\
"~ |
|
1 |
\ /
\ I
N\ i
N, /
™ s
S i
. -

Fig. 2 — A distancia espacial entre dois pontos sobre a
esfera.

‘, =2Rsen%. (13)
A distancia angular y ¢ dada por:
W = arccos [sengopsenw +cos @, cospcos(A— 4, )} (14)

Define-se a anomalia de gravidade ar-livre no
contexto da Teoria de Molodenskii (MOLODENSKII;
EREMEEV; YURKINA, 1962) com base na Fig. 1
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como sendo:
AgP:gP_7/Q- (15)

Na auséncia de valores de anomalias de
gravidade para o calculo da integral (12) pode-se,
segundo Chijun (1999), substituir o gradiente vertical
da anomalia de gravidade ar-livre pelo gradiente
vertical da atracdo calculado com dados topograficos
com erro relativo de aproximadamente 4%.

A gravidade média ao longo da linha de
prumo pode ser avaliada da seguinte maneira:

_ 1( og
g= —5[6H0+47zeij°. (16)

Note-se a inclus8o da densidade das massas
topograficas p . Na equagdo (16) ha um termo que se
relaciona com o efeito gravitacional do platd de
Bouguer 27GpH®. A equagdo (16) ¢ a reducio de
Poincaré-Prey em sua forma completa sem
aproximacdes (HEISKANEN; MORITZ, 1967, p. 164).
A referida equacdo pode ser encontrada em Sjoberg
(1995, p. 188) destinada a mesma finalidade aqui
proposta.

A equagdo (16) pode ser ainda escrita da
seguinte forma:

g=g---
Y 208H°

H® —22Gp,H® —22GApH® (17)

onde p, ¢ o valor padrio da densidade da crosta
(2,67 g-cm®) e Ap é a densidade andmala com

respeito a densidade padrdo. Entende-se aqui como
densidade anoémala a decorrente de p= p, +Ap .

Como sugerido por Heiskanen e Moritz
(1967) procede-se a estimativa do erro no valor médio
da gravidade a partir da incerteza no valor da densidade
das massas topograficas. O objetivo é responder a
seguinte questdo: Qual o erro que uma dada diferenga
em densidade pode causar na separagio ({—N)?
Aplicando a equagdo (16) na (6) e derivando a equagdo
resultante em relagdo a p tem-se:

2
27G(H°) op
H :—é. (18)
e
Considerando uma incerteza para a densidade das
massas  topograficas de Jp=20,6g-cm® que
corresponde a variagdo maxima da densidade das
rochas que ocorrem na pratica em relagdo ao valor
padrio p, =2,67 g-cm”, e tomando altitude de 1.300
metros comete-se um erro de aproximadamente

+4,3 cm na separagao dH .
Para o valor médio de gravidade normal y

pode-se escrever, de forma analoga a equacdo integral
(1), (HEISKANEN; MORITZ, 1967, p. 170):

l teluroide
V= av ydHN . (19)
elipsoide
O termo ndo linear da gravidade normal ¢ levado em
consideragdo aqui, porém, numa aproximacgao esférica.
Segundo Santos et al., (2006), somente este termo tem
uma influéncia maxima de -1,8 mGal sobre o valor
de y, que por sua vez pode acarretar um erro de 15 mm

em H® para o Monte Evereste. Para uma altitude de
1.300 metros tem-se um erro de -0,04 mGal no valor de
¥ que por sua vez afeta a separacdo dH (relagdo 6)
em 0,05 mm.

O resultado para a equagdo (19), nas
condi¢des aqui comentadas, pode ser encontrado, por
exemplo, em Heiskanen e Moritz (1967, p. 170):

N N2
7:y[1—(1+f+m—2fsen2¢)HT+(HTJ } (20)

Sjoberg (1995, p. 189) empregando uma
aproximagao para ¥ como:

_ H, ayj
~y, —— | = 21
e (aH . (21)

¢ usando a relagdo (16) e a (21) dentro da (6) obteve:

B 2
é’—Nz_ﬂ_i_i(%] . 22)
Ve 2y, \oH Jp

Note-se que esta ¢ uma formula da ordem O (H ? ) , €

implicitamente  assume-se a aproximagdo que
H" = H®. Na pratica, segundo Featherstone e Kirby
(1998), 7 ¢ calculado entre o geoide e a superficie
terrestre. Para os paises que possuem numero
geopotencial é uma tarefa simples calcular 7 entre o
elipsoide e o teluroide de acordo com a equagao (20).
A relagdo (6) pode ser facilmente avaliada
agora. No entanto, notar a dependéncia do valor da
densidade andmala das massas topograficas Ap(@, 1)

na relagdo (17).

2.4. Construcdo de um modelo de variacdo de
densidade anémala

Como mencionado anteriormente, comumente
emprega-se a densidade de referéncia p, para o
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calculo do geoide. Muitos autores como, por exemplo,
Martinec et al., (1995); Martinec (1998, capitulo VI);
Huang et al., (2001); Rézsa (2002); Tenzer e Vanicek
(2003); Sjoberg (2004); Kiamehr (2006), entre outros,
tratam do impacto da variagdo lateral da densidade das
massas topograficas na determinagdo do geoide.
Hwang e Hsiao (2003) aplicaram a determinagdo de
altitudes a variagdo de densidades na corregao
ortométrica.

A Geofisica oferece muitos métodos e
abordagens para a modelagem da densidade. Para fins
deste estudo, o método de perfil de densidade, proposto
por Nettleton (1971, p. 7), ¢ empregado por sua
simplicidade. Este método baseia-se em uma solugdo
iterativa procurando o melhor valor para a densidade
das massas. A melhor densidade ¢ aquela em que as
anomalias Bouguer s3o bastante semelhantes
(constante) e sua correlagio com a topografia seja
minima.

Resumidamente, a estimativa da densidade
baseia-se em saber se ¢ possivel tornar a anomalia de
gravidade ar livre independente da altitude,
adicionando um termo que ¢ proporcional a elevagdo
do terreno conforme a equagao:

Agy = Ag —bAH (23)

para um determinado coeficiente b. Segundo
Heiskanen e Moritz (1967, p. 284) a modelagem de b
nos remete ao “Método de Nettleton”. Nesta
modelagem de dispersdo da gravidade ar-livre com a
altitude € possivel extrair o valor do coeficiente b .
Neste caso ndo € necessario um processo iterativo para
procurar o melhor valor da densidade das massas,
conforme originalmente proposto por Nettleton (1971,
p.7). Note-se que para a relagdo (23), de acordo com
Pick, Picha e Vyskocil (1973, p. 208), se escreve:

b=27Gp. (24)

Assumindo-se que b dependa somente da
densidade local das massas topograficas o, tem-se

entdo um método de determinacdo da densidade média,
a qual ¢ dificil de ser avaliada diretamente. Pick, Picha
e Vyskocil (1973, p. 209) chamam a atencdo para o
fato de que todos os métodos para determinar a
densidade p, a partir de observagdes da gravidade,

podem ser somente usados para determinar a variagdo
de densidade média para as camadas superiores da
crosta terrestre.

3. TESTES NUMERICOS

Para a avaliagdo numérica das equagdes
apresentadas, conduziram-se trés experimentos nas
subsegdes sequentes. Para tanto, empregaram-se o0s
seguintes dados:

e Coeficientes do modelo do geopotencial para a
transformagdo de anomalia de altura em altura
geoidal do Earth Gravity Model 2008
(EGM2008) (PAVLIS et al., 2008);

e 4112 pontos com valores de gravidade
provenientes de levantamentos gravimétricos
(BLITZKOW, 2006) conforme pode ser
visualizado na Fig. 3; e

e Um modelo digital do terreno (MDT),
especificamente o Shuttle Radar Topography
Mission (SRTM) (RODRIGUEZ et al., 2005)
com resolucdo espacial de 3 segundos de arco
detalhes sdo mostrados na Fig. 4.

Estes dados estdo disponiveis para a regido
compreendida entre as latitudes -27° e -22° e
longitudes —55° e -48° conforme Fig. 3 e 4.

206

Fig. 3 — Levantamento gravimétrico para a area de
estudos conforme Blitzkow, (2006).

=55° =54° -53° -52° =51° =50° -49° —48°
—

-23°

e e e n
=55° =54° =53° =52° =51° =507 =49° —48°
h— g
T T T T T 1 T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Altitude (m)
Fig. 4 — Modelo digital de elevagao para a area de
estudos.
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3.1. Experimento 1

Rapp (1997) sugeriu um termo de
transformagdo para converter a anomalia de altura
proveniente de modelos globais do geopotencial em
altura geoidal. Para tanto, utilizou-se o conjunto de
harménicos  esféricos relativos ao EGM2008
desenvolvido para o grau e ordem 2160 para converter
anomalia de altura em altura geoidal. Este conjunto de
coeficientes normalizados dos harmonicos esféricos

CCun e CSun sdio consistentes com a série (PLAVIS et
al., 2008):

dH® = _ P, (senp) . (25)
CSmsen(mA)

n&x 0 | CCom cos(MA) + |~
n=0 m=0

Detalhes sobre esta abordagem podem ser
encontrados em Rapp (1997), que encontrou para as
Montanhas do Himalaia um valor maximo, em modulo,
de 3,4 metros para a separagdo dH empregando os
coeficientes do EGM96 (LEMOINE et al., 1998). A
separagdo dH®" pode ser visualizada no dominio do
espaco na Fig. 5.

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

metros
Fig. 5 — Da separagdo entre o geoide e o quase geoide

usando os coeficientes do EGM2008.

Da Fig. 5 pode-se observar que existem
somente valores positivos para as diferencas ¢ —N

sobre o continente quando empregados os coeficientes
do EGM2008. Pode-se notar que estes valores sdo
significantes, chegando a 13 cm. Segundo Heiskanen e
Moritz (1967), as anomalias Bouguer dependem da
elevacgao média do terreno, decrescendo
aproximadamente 0,1 Gal a cada 1 km de elevacao
média. Assumindo como uma estimativa aproximada, a
qual pode ser verificada em um mapa das anomalias
Bouguer, pode-se escrever:

AGggay =—0.1H 5 (26)

obtendo entdo, com a equagao (8):
(& =Ny = +0.1H,  Hi (27)

onde H ¢ a altitude do ponto de interesse e H ¢é a
altitude média para a area considerada. Esta relacdo
serve somente para dar uma ideia da magnitude para as
diferengas ¢ —N .

A Fig. 6 mostra o grafico de dispersdo relativo
a separagdo entre o geoide e o quase geoide
empregando-se a série (25). Neste grafico ¢ possivel
notar que o termo +0,1H,,, pode ser determinado com

base no coeficiente angular da reta que melhor se ajusta
a dispersdo. Para este exemplo tem-se para o
coeficiente angular b=~0,07, sendo o termo

+0,1H_[km] ~0,06, que reflete o sinal médio da

anomalia de gravidade Bouguer para a regido,
conforme a relagéo (26).

0.25;

(€ = N)jm) = 0.0T08H ey

0 02 04 0.6 08 I 12 1.4
Hiem)

Fig. 6 — Dispersdo da separagdo com base nos
coeficientes do EGM2008.

3.2. Experimento 2

As anomalias de gravidade Bouguer foram
calculadas a partir de valores observados de gravidade
(Fig. 3). No entanto, as mesmas foram determinadas
somente para a parte continental, atendendo ao objetivo
aqui proposto. Usando um mapa de anomalias Bouguer
para a regido de estudo procede-se a avaliagdo quanto
as aproximagdes sugeridas por Heiskanen e Moritz,
relagdo (7). Esta relacdo ¢ geralmente aplicada na
determinagdo do geoide a partir de anomalias da
gravidade ar-livre sobre a superficie terrestre — detalhes
em: (SUNKEL, 1997, p. 235); (FORSBERG;
TSCHERNING, 1997, p. 247); e (SIDERIS, 1994, p.
82) —. Usando informagdes sobre as anomalias
Bouguer e a altimetria para a area de estudos, aplicou-
se a relagio (7), dH"™  obtendo-se o resultado
mostrado na Fig. 7.

A dispersdo para os valores na Fig. 7 é menor
relativamente a dispersdo mostrada na Fig. 6,

Revista Brasileira de Cartografia N° 63 Edi¢do Especial 40 Anos, 2011. (ISSN 0560-4613) 45



principalmente para o intervalo de 0 a 400 metros de
altitude. A anomalia de gravidade Bouguer ¢ pouco
sensivel para as irregularidades local da topografia, o
coeficiente da relagdo (7) ¢ localmente constante e
existe, aproximadamente, uma correlagdo linear entre
N —¢ e variagdo da topografia.

0.25;

(€ = N)jm) = 0.0741 Hpp

(€ = N)jm)

Hitm)
Fig. 7 — Dispersio da diferenga dH™ empregando a
relacdo (6).

3.3. Experimento 3

Na Fig. 8 pode-se observar o comportamento
do gradiente vertical ar-livre de gravidade conforme a
relagdo (10). Para o gradiente vertical da gravidade
encontrou-se valores a partir de -0,402% g
-0,16=%  valores estes diferentes do valor do
gradiente ar-livre comumente empregado para as
redugdes gravimétricas, igual a -0,308629% . Este
valor desconsidera, por exemplo, a variagdo 9y /oh
com a latitude. Para o gradiente Prey, usando uma
densidade constante de p=2,67 ﬁ, tem-se uma

variagdo de —0,18622% a —0,063829%  comparado

com o valor padrdo de —0,0848=%

039 -036 -033 -030 -027 -024 -021 -0.I8
mGal x m™!
Fig. 8 — Gradiente vertical ar-livre de gravidade para a

regido de estudos.

Empregando a equagdo (6) ¢ a equagao (17)
com Ap=0, ou seja, utilizou-se somente o valor

padrdo para a densidade das massas, obtiveram-se as
diferengas dH **=° mostradas na Fig. 9.

0.25;

(€ = N)jm) = 0.0853H 0

0 02 04 0.6 08 1 12 14

Hitm)
Fig. 9 — Dispersao usando somente a densidade padrao
de p,.

Em comparagdo com as Fig. 6 e 7 nota-se
claramente que a partir dos 800 metros de altitude o
emprego da relagdo (6) apresenta valores mais
significativos para a separagio dH*=° atingindo mais
de 15 cm (Fig. 9). Para as Fig. 6 e 7 a separagdo nao
atinge 13 cm.

A Fig. 10 mostra a variacdo da densidade
lateral Ap das massas topograficas calculada

conforme o item 2.4. No entanto, ndo se considerou
neste trabalho a variagdo vertical da densidade das
massas topograficas.

=22

-24'

-26°

27

=27

55 s 53 52 ST 500 g
Fig. 10 — Densidade anomala ( g-cm™ ) para a regido de

estudos conforme o item 2.4.

Empregando as equagoes (6), (17) e (20) e os
resultados das Fig. 8 e 10 calculou-se a separagdo
dH¥Y | O resultado pode ser avaliado em forma de
dispersdo na Fig. 11. Para esta analise no contexto da
separagdo entre o geoide e o quase geoide, assumiram-
se apenas as variagdes laterais de densidade (Fig. 10),
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deixando a variagdo radial ainda a ser abordado. No
entanto pela Fig. 11 nota-se que as separagdes atingem
20 cm, o que reforca a necessidade do conhecimento
das densidades das massas topograficas.

(€ = N = 0.0843 Hipp

] 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Hipe

Fig. 11 — Dispersao usando a densidade anomala paraa
estimativa de dH*™

4. ANALISE E DISCUSSAO

As estatisticas para os resultados em termos
de valores maximos ¢ minimos, média, desvio padrao
(dp) e amplitude s@o apresentadas na Tabela 1. As
estatisticas sdo organizadas como:

e Na coluna (2) tem-se os afastamentos relativos
aos coeficientes de transformacdo do EGM2008,

dH **" | segundo a série (25);

e Para a coluna (3), os afastamentos sdo relativos a
relagdo (7), dH™ ;

e Para a coluna (4) tem-se os afastamentos relativos
a relacdo (6) empregando as relagdes (17) e (20)
para Ap=0, dH* ;e

e Para a coluna (5) tem-se os afastamentos relativos
a relacdo (6) empregando-se as relagdes (17) e
(20), dH*™

Tabela 1 — Comparacgéo entre as abordagens para a
avaliagdo de dH (m) para 4.112 pontos.

Pardmetro  dH M dgH™ dH =0 g AP

min. 0,0000  -0,0005  -0,0006 -0.0006
max. 0,1247 0,1288 0,1660 0,2098
média 0,0459 0,0473 0,0529 0,0514
dp 0,0219 0,0236 0,0282  0,0334
ampl. 0,1247 0,1293 0,1666 0,2104

Procede-se ainda uma avaliagdo pontual,
usando 102 referéncias de nivel (RNs) ocupadas com o
GPS (Global Positioning System) (SA e VIEIRA 2006)
e os resultados provenientes do experimento (3).

Experimento semelhante a este foi realizado
por Featherstone e Kirby (1998). Estes autores tinham

como objetivo analisar se o sistema de altitudes
australiano possui as altitudes mais proximas as
altitudes normais ou as ortométricas. No entanto,
segundo Vanicek et al. (1980), se a gravidade normal é
empregada ao invés da gravidade real para a
determinacdo das altitudes, a distingdo entre altitude
ortométrica e normal desaparece. As altitudes da
Australia tém as mesmas caracteristicas das do Brasil,
pois ambos os paises possuem altitudes normais-
ortométricas, H"°. Para detalhes sobre a altitude
normal-ortométrica consultar, por exemplo, Heck
(2003).

O posicionamento GPS sobre as RNs do SGB,
que possuem altitudes normais-ortométricas, fornece:

n~h-H" (28)

novamente, o sinal de aproximado na relagdo (28) ¢
devido ao fato de que as diferentes altitudes sdo
medidas em diferentes linhas de campo. O seguinte
resultado ¢ avaliado:

5 =h—H" —({en —dH )geoide, (29)

é‘2:h_HNO_§EGM~ (30)

A partir das relagdes (29) e (30) pode-se realizar a
seguinte analise:

{|51|<|52| :}HNOZHO (31)

|6,/ <[] = H"™ ~H"

Na Tabela 2 sdo mostradas as estatisticas para o
resultado das relagdes (29) e (30). Analisando a média
e a diferenga média quadratica, o quase geoide ¢ a
melhor referéncia para as atuais altitudes brasileiras.

Tabela 2 — Estatisticas basicas para as relagdes (29) e

(30).
Parametro 6, (m) %, (m)

min. -1,13 -1,15
max. 3,14 3,09
média 0,33 0,28
dp 0,68 0,69
emq 0,76 0,74
ampl. 4,28 4,25

No dominio do espago, pela Fig. 12 pode-se
visualizar a analise para as diferencas conforme a
relagdo (31). Nota-se que as altitudes do tipo normais-
ortométricas ndo tém uma caracteristica propria, ora ela
se assemelha a normal, ora a ortométrica. Para 56% dos
pontos analisados as altitudes normais-ortométricas se
assemelham as normais e 44% as ortométricas.

O problema desta analise encontra-se na
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qualidade das observagdes. Por exemplo: para as
observagdes GPS tém-se para as altitudes um desvio
padrao méaximo de 9,1 cm ¢ um minimo de 2,3 cm,
com uma média de 5,0 cm. Note-se que de acordo com
a Fig. 11, considerando a incerteza para as observagdes
GPS, ndo se faz diferenca usar o quase geoide e o
geoide até uma altitude de 800 metros para a
determinagdo de altitudes com o GPS. Acima de 800
metros, nas condi¢des aqui analisadas, recomenda-se o
uso do quase geoide para a determinagdo de altitudes
empregando-se o posicionamento GPS.

55° 54 -53°  -52°  -51°  -50°  -49°  -48°
22° o -22°
23° 23
|
24° 24°
|
o5 -25°
26° | 26°
27 - 27

-55°  -54°  -53°  -52°  -51°  -50° -49° -48°

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Altitude (m)
Fig. 12 — Comparagao entre a referéncia vertical para o
SGB ¢ o quase geoide do EGM2008.

5. CONCLUSOES

Note-se que a partir das Fig. 7,9 e 11 ouso da
equacgdo (7) foge da “realidade” significativamente —
tomando como pardmetro as equagdes (6) ¢ (17) —;
pode-se notar um comportamento linear para as
dispersdes na Fig. 7 devido ao uso das anomalias de
gravidade Bouguer e suas caracteristicas para os curtos
comprimentos de onda.

A variagdo lateral das massas topograficas
Ap(p,A) em relagio ao valor padrio de

P, =2,67 g-cm™ deve ser levada em consideragio,

pois a negligéncia da mesma pode acarretar em
diferencas da ordem de 4 cm. Faz-se necessario um
modelo de variagdo lateral da densidade com uma
qualidade melhor que o aqui adotado. Importante
também ¢é a consideragdo da variagdo vertical das
densidades.

Diante das condi¢des aqui analisadas, a partir
da Tabela 2 ¢ da Fig. 12 pode-se concluir que para as
atuais altitudes do SGB pode-se utilizar o quase geoide
ou o geoide como referéncia vertical. Possibilitando
empregar o GPS para a determinagdo de altitudes
normais ou ortométricas na ordem do decimetro. Muito

embora se deva persistir na determinagdo de altitudes
do Brasil com significado fisico, ou seja, com base em
numeros geopotenciais. Estes, por seu turno, servem de
base para os diferentes tipos de altitudes fisicas. A
determinacdo consistente da superficie do geoide com
uma precisdo de poucos centimetros ¢ possivel mesmo
para as areas com topografia extrema a partir do quase
geoide. Os conceitos de altitude ortométrica e normal
podem serem realizados de forma consistente e
utilizados para este nivel de precisdo.

Para o gradiente vertical da gravidade
og / O0H® ndo se levou em consideracdo a variacdo do

mesmo ao longo da linha de prumo. No entanto, ele €

mGal
m

um valor mais realista que o valor padrao 0,3086

que ndo leva em consideragdo, por exemplo, a variagcdo
com a latitude.
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