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Resumo

A indutancia constitui um parametro de extrema relevancia no estudo e dimensionamento de linhas de transmissao de energia elétrica, impac-
tando diretamente o desempenho dos sistemas elétricos de poténcia tanto em regime permanente quanto durante fen6menos transitérios.
Este trabalho tem como objetivo formular expressées matematicas generalizadas para o calculo da induténcia em linhas de transmissao tri-
fasicas, fundamentando-se nos principios dos campos eletromagnéticos. A abordagem proposta considera diferentes configuracdes fisicas
dos condutores, bem como a disposicdo espacial das fases, permitindo o desenvolvimento de equagdes aplicaveis a diversas topologias de
linhas. A pesquisa visa, assim, fornecer uma ferramenta analitica robusta e versatil, capaz de auxiliar tanto no projeto quanto na otimizacéo
de sistemas de transmissdo de energia elétrica, contribuindo para o aprimoramento da modelagem de suas caracteristicas elétricas.

Palavras-chaves: Indutancia. Linhas de transmissao. Sistemas elétricos de poténcia. Campos eletromagnéticos.

Abstract

Inductance is a highly significant parameter in the study and design of power transmission lines, directly influencing the performance of electric
power systems in both steady-state and transient conditions. This work aims to formulate generalized mathematical expressions for the
calculation of inductance in generic three-phase transmission lines, based on the principles of electromagnetic fields. The proposed approach
considers different physical configurations of the conductors, as well as the spatial arrangement of the phases, enabling the development
of equations applicable to various line topologies. Thus, the research seeks to provide a robust and versatile analytical tool capable of
assisting both in the design and optimization of power transmission systems, contributing to the enhancement of their electrical characteristics
modeling.

Keywords: Inductance. Transmission lines. Electric power systems. Electromagnetic fields.

1 Introducao

A anédlise e o estudo de linhas de transmissao sdo essenciais para o projeto e operagao eficiente de sistemas
de energia elétrica. Dentre os diversos parametros elétricos que influenciam o desempenho de uma linha de
transmissdo, a indutancia desempenha um papel crucial (MONTICELLI, 2011). A indutancia afeta diretamente o
comportamento da linha, influenciando o fluxo de poténcia, a queda de tensdo e as perdas energéticas, além de
impactar a estabilidade do sistema, especialmente em situacdes de transitérios e falhas.

A indutancia de uma linha de transmissao esta relacionada a formacado de campos magnéticos em torno dos
condutores a medida que correntes elétricas os percorrem. De acordo com a Lei de Biot-Savart, quando uma cor-
rente I flui em um condutor, ela gera um campo magnético H) ao redor desse condutor. Esse campo magnético,
por sua vez, da origem ao fluxo magnético ¢, que é a medida do campo magnético que passa através de uma su-
perficie e esta diretamente associado a corrente elétrica que gera esse campo (SADIKU, 2018). Matematicamente,
o fluxo magnético é definido como a integral do produto escalar do vetor densidade de fluxo magnético yoﬁ edo
vetor de area (ﬁ de uma superficie S:

¢=//Suoﬁ~cﬁ. (1)
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No caso da presenca de multiplos condutores carregados, como é o caso das linhas de transmissao reais, esse
fluxo magnético gerado por um condutor pode influenciar os outros condutores adjacentes, o que caracteriza o
fenémeno de fluxo concatenado. Assim, o fluxo magnético concatenado com um condutor em particular considera
de soma de todos os campos magnéticos que atravessam a superficie delimitada pelo condutor analisado.

O fluxo concatenado com o condutor estd entdo relacionado com a corrente que flui nele. Assim, em meios
lineares, o fluxo magnético ¢ gerado por uma corrente I é diretamente proporcional a essa corrente, sendo a
constante de proporcionalidade dada pela indutancia L:

¢p=1L-1I (2)

O calculo da indutancia em uma linha de transmissao pode ser feito determinando-se o fluxo concatenado
com cada condutor por unidade de corrente, conforme Equacao (2), dependendo basicamente da geometria do
condutor e da permeabilidade magnética do meio ao redor. Assim, a indutancia esté relacionada a distribuicao do
campo magnético em torno dos condutores e a forma como o fluxo magnético se comporta dentro e fora de um
condutor, levando em consideracao a geometria do arranjo da linha e os efeitos de proximidade e agrupamento
dos condutores na mesma.

A determinacdo da indutancia envolve entdo o célculo do fluxo magnético produzido tanto no interior do con-
dutor quanto externamente ao ele. Para simplificacao da andlise matematica de linhas de transmissao, utiliza-se o
conceito de raio reduzido dos condutores. O condutor com raio reduzido (que corresponde a uma fragao do raio do
condutor original) representa um condutor idealizado com campo magnético totalmente externo, mas equivalente
ao condutor real em termos de fluxo (ZANETTA, 2006). Esse conceito facilita os calculos do campo magnético e da
indutancia, pois elimina a necessidade de considerar a complexa distribuicdo de campo magnético no interior do
condutor, permitindo uma modelagem mais simples e eficiente.

A indutancia influencia diretamente a reatancia série X;, = 2w fL, que, por sua vez, determina as perdas de
energia e as quedas de tensao em uma linha de transmissao (WEDHWA, 2017). Ela impacta tanto a transmis-
sao de energia quanto a resposta do sistema a variacdes de carga e falhas. Em linhas de transmissao longas,
especialmente, valores elevados de indutancia podem resultar em maiores quedas de tensao e perdas. Por esse
motivo, em distancias superiores a mil quildmetros, as linhas de transmissdo em corrente continua se mostram
mais vidveis economicamente, pois, na corrente continua, ndo ocorre variacdo temporal da corrente e, consequen-
temente, ndo hd geracao de fluxo magnético, eliminando os efeitos da indutancia (MONTICELLI, 2011). O ponto
de transicdo em que a corrente continua se torna mais vantajosa do que a corrente alternada varia ao longo do
tempo, sendo influenciado por diversos fatores, incluindo os avancos tecnolégicos nos conversores CA/CC, cujos
custos dependem da evolugao das solugdes implementadas.

Além disso, a indutancia desempenha um papel crucial na limitacao das correntes de curto-circuito, sendo
essencial para a coordenagao de sistemas de protegao. Ela influencia situagdes de operagao transiente, como ma-
nobras de chaveamento ou curtos-circuitos, onde variacées rdpidas de corrente geram surtos de tensdo indutiva,
afetando a protecdo e a integridade da linha.

Desse modo, modelos precisos de indutancia sdo fundamentais para analises de fluxo de carga, estabilidade de
tensao e para o dimensionamento de equipamentos como disjuntores e transformadores. O impacto acumulado
da indutancia ao longo de uma linha de transmissdo pode ser significativo, influenciando significativamente a
eficiéncia do sistema.

A subsecdo seguinte detalhard o procedimento matematico geral para a determinacdo da indutancia em li-
nhas de transmissao, com énfase na generalizacdo da matriz de indutancia para configuragcdbes com multiplos
condutores por fase. O ponto de partida serd uma linha monofdsica com dois condutores, que servird como base
para estender o modelo a configuracdes mais complexas, permitindo uma andlise mais precisa para sistemas de
transmissao
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1.1 Indutancia de Linha Monofasica Bifilar

Na pratica, as linhas de transmissdo sao constituidas por dois ou mais condutores e, em geral, a soma das
correntes nesses fios é nula. Como consequéncia, o campo magnético é relativamente mais fraco em pontos mais
afastados da linha (MONTICELLI, 2011).

A Figura 1 apresenta a secao reta de uma linha bifilar monofésica de comprimento infinito. Para o estudo e cél-
culo da indutancia da linha considera-se aqui os condutores com raios reduzidos de modo que, portanto, sé serdo
analisados os fluxos externos, ou seja, para distancias do eixo maiores que o raio do condutor correspondente.

O ponto P, indicado na figura, estd posicionado de forma arbitradria ao longo do eixo entre os condutores,
externo a eles.

H
H
@ ---of-o- & ®
z D—z

D

Figura 1: Representagdo de uma linha de transmissdo monofasica bifilar

Uma primeira anadlise para determinacao da induténcia consiste em trabalhar com os vetores de campo mag-
nético gerados no ponto P pelas correntes que circulam nos condutores da linha (SADIKU, 2018). A corrente no
primeiro condutor produz um vetor campo magnético PT; na diregao vertical 3 e a corrente no segundo condutor,
que flui no sentido oposto a do primeiro (soma das correntes nulas), gera um vetor campo magnético 172) também
na direcao vertical } conforme representado na Figura 1.

Os vetores campo magnético 17; e 172) sao calculados seguindo-se a Lei de Ampére (KRISHNA, 2011), a qual
possibilita calcular o campo magnético a partir de uma distribuicao de densidade de corrente elétrica J ou de uma
corrente elétrica 7, sendo ambas estacionarias (independentes do tempo):

7{17;.51’:// 7 .45, (3)
Y1 S1

e "
Y2 S2

em que vy; € 2 sdo contornos ampeérianos, nesse caso definidos como circunferéncias de raios z e D — z, res-

&l

pectivamente, centralizadas, nessa ordem, nos centros dos condutores 1 e 2. S; e S, sdo as superficies abertas
definidas por esses contornos. Considerando entao as densidades de corrente J; e J, uniformes nos condutores
(desprezando-se aqui o efeito skin para 60 Hz), e a definicao mencionada de v, 72, S; € Sz, de forma que os
vetores diferenciais de drea sao paralelos as densidades de corrente, assim como os vetores diferenciais de com-
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primento e os respectivos campos magnéticos, as integrais em (3) e (4) podem ser resolvidas, determinando-se,
. - =
assim, os vetores H; e Hj:

Hl% dl; = J; // dS; = Hy - (27['.’2) =J;- (7[-:1:2) =1 = I'Tl) - 7'713\, (5)
m S1 2T

H%dl—]// ds :}H-(zﬂ'(D_m))—J.ﬂ-(D_l.)Q_i:]7)_1726 6)
: Y2 T S, ? ? - - 2_27r(D—:1:)'7'

O fluxo magnético ¢ gerado pelos condutores é entao determinado, seguindo-se a Equacao (1) como:

¢://,uoﬁ'£:// /Lo-ﬁil)"ﬁll)“‘// ,U'o-ﬁg'cgl; (7)
s Sy s,

Os elementos de area sdo definidos, a partir de um retangulo infinitesimal de lados [ (comprimento da linha)
e dz, como m = ldm?. Nesse caso, o fluxo é calculado somente devido aos campos magnéticos externos aos
condutores, ja que se considera na andlise, os seus raios reduzidos R; e R,. Utilizando-se entdo as expressdes
desses vetores de campo magnético externo aos condutores I?; e 172) determinadas nas Equacdes (5) e (6), su-
pondo ainda R; = R, = R e considerando z2; — t2 = 0 (de modo que ¢; = 2, = ), tem-se que as integrais da
Equacao (7) torna-se:

D-R D-R .
Kol Kol
= d — - d 8
¢ /R 2nz ac—l—/R 27(D — z) > (8)

que determina o fluxo total concatenado por unidade de comprimento.
Empregando-se técnicas de integracdo em (8) e considerando D > R, obtém-se:

ol
p="

D—R\ _pei, (D
7Tln(R>N 7rln<R). (9)

A indutancia L da linha, por unidade de comprimento, pode ser obtida a partir da expressdo determinada para

o fluxo ¢ na Equacao (9) acima, seguindo-se a Equacao (10):

_ ¢ _ ko, (D
L_Z,_ﬂln<R>. (10)

Uma segunda andlise pode ser feita, definindo-se um ponto P arbitrario fora da linha imaginaria que une os
centros, e que dista d; p do centro do condutor 1 e d>p do centro do condutor 2. O fluxo entdo que se concatena
com a corrente i; tem duas componentes, sendo uma delas devido a prépria corrente i; (¢11) e outra devido a
corrente no condutor 2, 5 (¢12).

— L = - ,

O fluxo ¢;; é calculado pela Equacdo (1), considerando H; = 2;1xl<p1 e dS; = ldz,p1, em que p; € 0 versor
perpendicular a linha imaginaria que liga o centro do condutor 1 ao ponto P:
dip ; :
— = d
$11 = // poHs - dS; :/ EOM gy = B 1 (”’) . (11)
5 R, 27T 2m Ry

p . . . T i1 —~ _ 7a’ — —
O fluxo ¢, € calculado igualmente pela Equagao (1), considerando Hy, = 2;1332 P> e dSy; = ldzyp3, em que p; é

o versor perpendicular a linha imaginaria que liga o centro do condutor 2 ao ponto P:

dop ; ; d
¢12 = // NO-EQ) ' d—S2> = / Md.’L‘Q = Hot2 In <2P> . (12)
S

D 2mzo 27 D

A integracdo em (12) é feita considerando a distancia D como o limite inferior, pois é a partir dessa distancia
medida do eixo do condutor 2, que o fluxo produzido pela corrente i, passa a se concatenar com o condutor 1 no
qual flui corrente ;.

O fluxo ¢; concatenado com o condutor 1 é entdo calculado, considerando z; + 2, = O:
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Hot1 dip Hol2 dap
= = — —_— 1 _—
1= d11 + P12 o n(R1)+27r D<D>,

_ oty (D dip
b=t () +m (22)). (13)

Considerando o ponto P muito afastado dos condutores, P — oo, de modo que dip/dsp — 1 tem-se que a

Equacao (13) é reduzida a:

ol D
1

Por analogia com a Equacao (14), o fluxo ¢, concatenado com o condutor 2 é escrito como:

2T

¢2: /’1’07'2 ln <RD) . (15)
2

Desse modo, considerando ainda R; = R, = R, a indutancia L da linha, por unidade de comprimento, é dada
pela Equacao (16) seguinte:

L:‘?w?z:’::m(l)). (16)

11 12 R

2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Indutdncia de Linha Trifasica a Trés Condutores

Com a apresentacdao, na Introducao, dos principais aspectos relacionados ao eletromagnetismo e o subse-
quente procedimento de calculo desenvolvido para a determinacdo da indutancia de uma linha monofasica bifilar,
buscou-se, a partir de um arranjo simplificado, proporcionar uma compreensao inicial do processo de anélise ma-
tematica de campos e fluxos magnéticos em linhas de transmissdo. Esse entendimento pode entdo ser estendido
para a analise de arranjos trifasicos de condutores na linha por meio de uma abordagem anéloga, inicialmente con-
siderando uma linha trifésica trifilar e posteriormente generalizando os resultados para uma linha de transmissao
trifdsica com qualquer configuragdo de condutores.

A Figura 2 mostra uma linha trifésica com trés condutores, um em cada fase, de raios reduzidos R, Ry, R,. Um
ponto P arbitrario é definido, e dista d,p, dyp e d,p dos centros dos condutores das Fases X, Y e Z, respectivamente.

g P

Figura 2: Arranjo de condutores em uma linha de transmissao trifasica
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0O mesmo procedimento executado para a linha monofésica bifilar na subsecao anterior pode ser utilizado para
a linha trifadsica da Figura 2. Assim, de forma andloga, o fluxo que se concatena com a corrente 7, tem trés
componentes, sendo uma delas devido a propria corrente 1, (¢.), outra devido a corrente no condutory, %y (¢zy)
e outra devido a corrente no condutor z, 7, (¢s.).

Fr i~ Ta’ — —~
O fluxo ¢, € calculado pela Equacao (1), considerando H, = 271;;1 Py € dS; = ldz,p,;, em que p, é o versor
perpendicular a linha imagindria que liga o centro do condutor x ao ponto P:
dsp ; ;
- — ) 7 d
¢m://,u0H$~dS,;:/ Moxdmm:#0$1n< xp). (17)
s R, 27T, 2m R,

A componente do fluxo ¢, é calculada também pela Equacao (1), sendo 17; = 27%,@ e d_Sy) = ldz,p,, em que
py € o versor perpendicular a linha imaginaria que liga o centro do condutor y ao ponto P. A integral da Equagao
(1) é realizada variando-se os seus limites de integracéo de d,,, distancia do eixo do condutor y até o ponto onde
o fluxo de ¢, se conecta ao condutor z, até dyp, a disténcia entre o condutor y e o ponto P. Assim, o calculo de ¢,
é realizado conforme a expressao:

dP - -
— - VP Uoty Holy dyp
oy = oHy, - dS, = dz, = In{ — ). 18
boy //s'u ¢ ¢ /d 2Ty v 2m n<da:y) (18

zyY

De forma semelhante, a expressao matemadtica para o calculo do fluxo ¢,, pode ser determinada seguindo-se
a integragao:

d,p . .
e d
¢a:z = // /J'on ' dSz = / Holz d‘rz = Hotz In ( zp) . (19)
g ., 271z, 27 dg,
Assim, o fluxo total concatenado com o condutor da fase X é dado por:
#Oiz dzP /J'oiy dyP ,U'oiz dzP
¢ Poo + boy + ¢ 2w n(Rx>+ 2w n(dwy + 2w n dy (20)

Separando os termos de ¢, obtém-se:

#Oi:c 1 ,U'oiy 1 /Joiz 1 /-I’Olz /-LOly #Oiz
z = In{— In{— 1 In (d, In(d In(d,p). 21
¢ 2m n(Rgc) + 2m n(dxy) * 2m n<du * 2m B (dep) + 2m B(dyp) + 2m 2 (dzp) (21)

Definindo-se,

/-‘O'iz
2

/J‘O'iy
2m

/-‘O'iz
a =
2

In(d:p) +

In (dyp) +

In (dZP) )

tomando-se também P — oo, de modo que dgzp/dyp — 1, dyp/d,p — 1, dgp/d,p — 1 e utilizando-se a relagéo
1z + 1y + 1, = 0, tem-se:

a:gﬂ—@mww)—Qmuﬁ)+@muﬁ)+gmwwm

Mo | . dyP . dzP
— Holi J1 —0. 22
* 2m {Zy n<de>+2 n(dzP>] (22)

Com o valor de a = 0, a expressao da Equacao (21) que determina o fluxo concatenado com a fase X torna-se:

(Y s (L) i (L
¢ = o {zmln(Rx) —{—zyln(dxy) +zzln<du)]. (23)

Analogamente, determina-se as expressdes dos fluxos concatenados com as fases Y e Z, ¢, e ¢,, respectiva-

mente, conforme apresentado nas Equacgoes (24) e (25):

by = o [zmln(Ry)+2y1n<dzy)+221n<dyz , (24)
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pois [ 1 , 1 , 1

Com isso, uma equacgao matricial que relaciona os fluxos concatenados e as correntes nas respectivas fases

pode ser escrita como:

Gy | = |Lyz Lyy Ly iy | (26)
¢Z LZI Lly LZZ iZ

em que os elementos da matriz de indutancia da linha de transmissao trifasica (por unidade de comprimento) sdo
expressos como:

Los = ’2‘7‘;1 <Rl> , (27)
Ly = ;L;ln <R1y) , (28)
L,, = g—;l (;) , (29)
Ley =Ly = 5210 (;y) , (30)
Ler =L = 2210 (di) , (31)
Ly=Ley=m <di> . (32)

Se a linha trifasica for equilatera, de modo que d;y = dy, = dz, = D, a matriz de indutancia sera uma matriz
diagonal, com o primeiro elemento da diagonal principal L;,, o segundo Ly, e o terceiro L,,, respectivamente,

iguais a:
Ly, = ;‘7 In (i) , (33)
Ly, = g—;ln (;) , (34)
L,, = %‘;m (IZ) . (35)

Em linhas de transmissdo reais, € comum a presenca de mais de um condutor por fase, diferentemente do
modelo trifilar analisado. Além das cargas em movimento que produzem as correntes elétricas nos condutores
de uma linha, podem haver cargas excedentes que geram uma tensao entre os condutores (MONTICELLI, 2011).
Essas cargas excedentes, por sua vez, concentram-se na superficie dos condutores e produzem um campo elétrico
intenso, que pode causar o efeito corona, que consiste na ruptura dielétrica ao redor do condutor. Esse efeito surge
principalmente em sistemas de alta tensdo e ocorre quando a intensidade do campo elétrico excede o valor critico
de ionizacao do ar, geralmente em torno de 30 kV/cm. Como resultado, o ar ao redor dos condutores se torna
eletricamente condutivo, provocando perdas de energia e podendo resultar em interferéncias eletromagnéticas.

Visando mitigar esse efeito, utiliza-se a ideia da gaiola de Faraday, aplicando multiplos condutores por fase, o
que cria um campo elétrico menor ao redor do conjunto, j& que o campo nas regides internas aos condutores que
consistuem uma fase sdo anulados, havendo apenas campos externos, reduzindo, assim, sua intensidade, o que
diminiu a chance de ocorrénia do efeito corona (MONTICELLI, 2011).

Assim, torna-se comum a utilizagcao de um ou mais condutores em cada fase da linha de transmissao e por
isso a necessidade de se generalizar essa modelagem realizada para a linha trifasica, obtendo-se entdo uma
matriz de indutancia (Equacao (26)) com coeficentes que permitam o célculo da indutancia em qualquer arranjo

). F. X. P. Lima 31



Revista Eletronica Matematica e Estatistica em Foco

de condutores na linha.

Para calcular o fluxo concatenado com cada condutor de uma respectiva fase, deve-se seguir o mesmo procedi-
mento utilizado, separando-se o fluxo em trés componentes, uma que contém a influéncia, no fluxo concatenado,
dos préprios condutores da fase (além da influéncia do condutor analisado em si), e outras duas que expressam a
influéncia dos condutores das demais fases.

Assim, o fluxo total concatenado com o condutor serd a soma dessas contribuicées, de modo que o fluxo total
concatenado com a fase serd a média dos fluxos concatenados com os condutores que compde a respectiva fase
(MONTICELLI, 2011).

Essa abordagem facilita a extensdo da andlise para sistemas complexos com multiplos condutores e diferentes
arranjos espaciais, o que é fundamental para o projeto de redes de transmissado de energia eficientes e confidveis.

Ao generalizar essas expressodes de indutancia, o modelo pode abranger geometrias ndo uniformes e configu-
racdes assimétricas de condutores, ampliando sua aplicabilidade para cendrios reais. Essa estrutura fundamental
apoia técnicas avancadas de simulagdo, permitindo que engenheiros prevejam e otimizem o desempenho eletro-
magnético dos sistemas de energia sob diversas condicdes operacionais, contribuindo assim para a melhoria da
estabilidade do sistema e a reducdo de interferéncias eletromagnéticas.

Assim, na subsecao seguinte serd desenvolvido esse procedimento visando a determinacdo dos elementos da
matriz de indutancia de uma linha de transmissdo com um arranjo genérico de condutores.

2.2 Indutédncia de Linha Trifasica Genérica

A partir do desenvolvimento matematico da matriz de indutancia para linhas de transmissdao trifasicas trifilar
realizado na subsecao anterior, a andlise pode ser generalizada para uma linha trifdsica com n condutores na Fase
X, m condutores na Fase Y e p condutores na Fase Z, representada na Figura 3.

Fase Y

/ ° .Z N
/7
/ ‘zl 2 \\
/ \
! \
[
! [ d
\ z3 !
\\ .z /’
\\ y2 //
S -
Fase Z

Figura 3: Linha trifasica genérica

Nesse caso, a corrente total na fase X é 7, de modo que a corrente em cada condutor serd a mesma, sendo
escrita como i, /n. Raciocinio andlogo é desenvolvido para as outras fases, de modo que a corrente elétrica em
cada condutor das fases Y e Z sdo, respectivamente, ¢,/m e i,/p. A soma fasorial das correntes totais de cada
fase, iz, 1y € 1, € nula.

Assim, inicialmente, pode-se calcular o fluxo concatenado com cada condutor de cada fase. Seguindo-se o
mesmo procedimento matematico adotado nas subsecdes anteriores, tem-se que o fluxo concatenado com o
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condutor z; da fase X, ¢,,, por exemplo, é dado pela expressdo:

<// Hxl dSw1 + // dswwz // wn ’ wwcn // dSw1y1 +ot

ml‘”2 mlmn mlyl

+// H, dS.,. + // ~d51121+-~-+// Hzp-dszlzp) (36)
S, S.

Z1Ym ’3111 z1%p

Utilizando-se o mesmo raciocinio da subsecao anterior para determinacdo dos campos magnéticos, tem-se que
a expressao da Equacao (36) torna-se:

dzy p 7 dopp 7 dz, P 2 dy, P 7
¢z1:/ Holz dmz1+/ Holz dacz2+"'+/ &dmzn_{_/ &dmyl_‘_..._*_
R,, 2MNZTg, d 2mnz,, d 2mnz, d 2mmzy,

z1T2 T1Zn z1Y1

dy,, P i dzpp i
+/ &dz’ym+~-~+/ Bobs gp, . (37)
d 2mmazy, d 2mpz,,

T1Ym z1Zp

Resolvendo-se as integracdes de (37), tem-se:

Ho 'lz dzlp Za: dng d P Zy dylP 'Ly dy2P
=2 [ 2 FT )+ Tl ) e T ) 4 2 S P R CLi I
¢$1 2m ln ! ( RI1 ) - n " <d$112> - (dfﬂlﬂ:n * m ! dI1y1 - m ! dmyz - -

; d ; d ; d ; d,
+“‘1n<ymp>+’z1n( zlp)+’z1n< zzp)+---+’z1n( PP) . (38)
m dIlym p dI1Z1 p d2122 p dzlzp

Nesse caso, P é um ponto no espaco arbitrariamente escolhido, no qual sao calculados os vetores de campos

magnéticos associados aos fluxos magnéticos de cada condutor da linha. O resultado final da matriz de indutancia
da linha de transmissao independe desse ponto P, conforme serd demonstrado.

Para um condutor j da fase X, a expressdo do fluxo concatenado ¢., € entdo, utilizando-se a notagao de
somatério, generalizada como:

_ Ko, dz;p) | e R i b
¢Ij o 2w n 1 ( ) 1 ( a::,a:,) m Zln (da:;,%) Zl ( a:_,,zl> ’ (39)
J

=1
i

O fluxo total médio concatenado com a corrente i, ¢, € entdo escrito como:

_1 - o 7'cc z1 P 1z - dz;p 3
‘<Z¢> m[nzl (52)+5 Zl (22 )+ vaim (2 )+ Zl (&)
1#]

mim(Er) e (E) () e S () s
i & d T d
+;Zm<“)+~-~+;2m< P)] (40)

dzjzz dwnzi
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Utilizando-se as propriedades do logaritmo e a notacao de produtério, a Equacao (40) pode ser reescrita como:

Lo | " d i " dg.p i "
= o |22 P Ao, P e 2] %5 e 2] on P
& 2mn | n n (}_[1 R, H dzlzl + n n 1:[ dz.z; + + n n 1:[

(1l ml) com([1g) (ke )< Sn(M12) -

A expressdo da Equacao (41) é entao reescrita de forma otimizada, com o uso de produtérios e somatdrios
conforme a Equacgao (42) seguinte

n

_ Mo Zazl " dccP 'lcc 1 7'y nl b dy,P iz nl i dz,-P 42)
¢ = 27m;n.: ZnHz]zz +E2n Hd + ZnU ‘ |

Os termos da Equacao (42) independentes e dependentes do ponto P arbitrariamente definido, sdo separados
na Equacao (43):

Definindo-se entdo

. n n .on m .oon p
a="2%"In (H dzzp> + 35 I <H dy1p> +25 I (H dzlp> , (44)
n i=1 1=1 m =1 =1 p =1 i=1

considerando-se também P — oo, de modo que as distancias d, p, dz, P,

ydg, P — dsz; dylp7dy2P;"' ;dynP —
dyjP; dzlp: dzzP7 T

,dz,p — d,,p € utilizando-se a relagado i, + iy +1, = 0, tem-se:

—1 ( n’ p) + %111 (d;’;’;,) + (T‘) In (d;‘fp),

d,. d,.
a:nizln( x’P>+m'y1n< y’P>:0. (45)
deP dZ]'P
uma vez que d,p/d,,p — ledyp/d. . p =1

A Equacado (43) do fluxo ¢, é entdo simplificada resultando na Equacao (46):

o |1 L A 7
b =g o 2| Uws g e [+
JF

+1n ﬁn

7j=1:=1 z]y1
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Ou ainda, rescreve-se (46) como:

(47)

Por procedimento andlogo, determinam-se as expressées dos fluxos concatenados ¢, e ¢, associados as fases
Y e Z respectivamente, as quais sdo escritas conforme registrado nas Equacodes (48) e (49):

Mo | .
¢y = % 'ly ln m"-’\ | , (48)
¢, =L lim| L (49)
2 \ -

A matriz de indutancia da linha de transmissao trifdsica genérica (por unidade de comprimento) pode entéo
ser escrita como:

Gy| = |Lys Lyy Lyz| [ty (50)
¢Z LZI Lly LZZ ’LZ

em que,

© SO |
o
e 15 | el B 53)

(56)
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A matriz de indutancia apresentada na Equacao (50) para uma linha de transmissdo trifdsica genérica nao
é uma matriz diagonal. A existéncia de elementos ndo nulos fora da diagonal principal na matriz de indutancia
em linhas de transmissdo de energia elétrica pode trazer uma série de desvantagens operacionais e impactos
negativos no desempenho do sistema elétrico (GLOVER et al., 2017). Essa assimetria ocasiona desequilibrios
de corrente, pois as diferentes indutancias entre as fases geram diferentes impedancias, além de resultar no
desbalanceamento de poténcia reativa, o qual pode causar oscilacdes de tensdo que se propagam por grandes
distancias na rede, comprometendo a confiabilidade do sistema.

Visando, assim, se obter uma matriz de indutancia diagonal para a linha de transmisséao, é realizada a técnica
de transposicao dos condutores. Esse procedimento envolve permutar periodicamente as posicées dos condutores
das fases em secbes especificas da linha, de forma que, assim, cada condutor ocupe todas as possiveis posicoes
relativas aos outros condutores e ao solo em algum ponto da linha. Nesse caso entdo, garante-se que, em média,
cada condutor ocupe todas as posicOes relativas aos outros condutores e ao solo, minimizando os efeitos de
assimetrias geométricas que afetam as propriedades elétricas das fases, ja que as indutancias e capacitancias
associadas a cada fase se equilibram.

A transposicao em geral é realizada em intervalos regulares, podendo ser feita em estagdes de chaveamento,
sendo necessario que as torres de transmissao sejam projetadas de modo a permitir a troca fisica dos condutores
sem comprometer a integridade mecanica e a seguranca da linha.

Para a determinacao da matriz de indutancia resultante da transposicao, considera-se uma linha trifasica se-
melhante a da Figura 3 mas nesse caso com o0 mesmo numero de condutores n em cada fase. Supde-se também
que os condutores ficam em cada uma das posicdes por 1/3 do comprimento total da linha.

No primeiro terco, os condutores estdo posicionado nas posicdes padrdes de suas respectivas fases, da mesma
maneira apresentada na Figura 3.

No segundo terco do percurso, ocorre a primeira permuta entre as fase. Nesse caso, por exemplo, o condutor
z;1 da fase X ocupa a posicao do condutor y; da fase Y durante o primeiro terco do seu percurso; o condutor z,
ocupa a posicao de y,; a0 mesmo tempo, o condutor y; ocupa a posicao antes preenchida pelo condutor z;, o qual
ocupa a posicao deixada pelo condutor z;. Em resumo, os condutores da Fase X, ocupam as posi¢cdes onde antes
alocavam-se os condutores da fase Y, os quais agora preenchem as posigdes deixadas pelos condutor da fase Z,
passando esses a preencherem as posicoes dos condutores de X.

No ultimo terco entdo, os condutores da fase X, ocupam as posicoes deixadas pelos condutores da fase Z, os
quais preenchem as posicoes anteriormente ocupada pelos da fase Y e, por fim, os condutores da fase Y passam
a preencher as posicdes dos condutores de X.

Fase X iy ) )
1z Zy
Fase Y 1y . .
i 1z
Fase Z iy iy R
” 1/3 ' 1/3 i 1/3 |

Figura 4: Transposicao dos condutores

Nesse caso, o fluxo total concatenado com a fase X, considerando a transposicdo, ¢,,, € calculado a partir da
matriz de indutancia da Equacao (50), no primeiro terco do percurso. No segundo terco, os condutores da fase X
ocupam as posicoes dos condutores da fase Y, de modo que o fluxo concatenado com a fase X é calculado agora
considerando a segunda linha da equacdo matricial (50), modificando-se apenas as expressoes das indutancias
como sera descrito. No Ultimo terco de percurso, por fim, os condutores da fase X ocupam as posicdes dos
condutores da fase Z, sendo entdo o fluxo concatenado com a fase X nesse trecho determinado utilizando a terceira
linha da equacao matricial (50), modificando-se apenas as expressdes das indutancias como sera descrito.
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Com isso, o fluxo ¢, por unidade de comprimento, é escrito como:
¢IT = ¢I1/3 + ¢132/3 + ¢I3/31 (57)

1 . . . 1 . . . 1 . . .
bor = 3 (Loata + Loy, by + Loz, tz) + 3 (Lyz,tz + Lyy,te + Lyz,1y) + 3 (Lzayty + Lay,tz + Lzz,t2) - (58)

A indutancia L;, é a mesma escrita na Equagao (51). As expressdes de Lyy,, L,,,, Lgy,, Lz,, © Ly, S&0
escritas, respectivamente, como:

w L L
Ly, =2 | 2| [[5]] : (59)
2m \ ey R, 1 dyy;
J#
Lo L L |
Ly,, =2In| .2 : (60)
2 ];[1 -R:):z ];ll:- dz]'zi
1= j=
V A

:i\)
1=
Q.
—
>
=

2m dg. 2
j=1:=1 Eiadd
Lys, =Ly, = 2o | »2 |n| |n| ! (63)
YZg 2Yaz o \ pT dyjz,t .

Separando a expressao do fluxo na fase X com a transposicéo da Equagao (58), nos termos com i, iy € 1,
tem-se:

iz 7 1,
bz = Poar + ¢:cyrp + Gzzr = E (Lm + Lyym + Lzzm) + gy (Lrym + Lyzz + chcm) + 3 (Lzzm + Lyzm + Lzyz) ) (64)

em que ¢z, b=y € Pz, representam, respectivamente, as contribuicées para o fluxo total transposto na fase X,
geradas pelas correntes que fluem nas fases X, Y e Z, dadas as interacdes indutivas entre as fases.

Com isso, a partir dos termos definidos na Equacao (64) e das expressdes estabelecidas para as indutancias
nas Equagbes (59) a (63), pode-se calcular primeiramente ¢4z, :

7
¢:czT - gm (La:z + Lyym + Lzzw) )

Lot ml1 N\ 1
boer = 1 | L, ( ) | (65)
T 6 H Rz, 1_[1 oz, dy,y; Az, z,
¥
Por outro lado, uma expressao para a componente do fluxo, ¢z, € obtida como:

1
¢$yT = gy (L:Eyw + Lyzz + chcz)
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(66)

for = 2w [ 2 T[]t | (67)

j=1i=1 dCEjyz dyjzi dﬂvjzi

Utilizando-se as Equagdes (65), (66) e (67) e considerando-se ainda iz + ¢y + ¢, = 0 pode-se calcular ¢, a
partir da Equacao (64), obtendo-se a expressao:

Holz 1

¢z = n
’ 67 H] 1“1 1ﬁ

(68)

Utilizando-se procedimento analogo, tem-se que as expressdes dos fluxos concatenados com as fases Y e Z,
considerando a transposicao, ¢y, e ¢,, sao escritas, respectivamente, como:

iy [ | T () T it
by = °Y1n ’ (69)
vooom \ [ ) KR o ey
5 boizp | I (2 ) R e et e "
zp — n .
T 6 \ [ T e

A matriz de indutancia (por unidade de comprimento) da linha de transmissao trifasica genérica com n con-
dutores por fase e considerando a transposicao, pode entdao ser escrita como um matriz diagonal na Equacdo
(71):

b Ly, O 0 1p
¢yT = 0 LyT 0 Z‘y ’ (71)
b2r 0 0 Lg.| |t

sendo, se os raios reduzidos de todos condutores forem iguais a R,

n2 l_[ ( ) 1_[] 1 da: T dy]yzdz zZ4
L,,=Ly.=L,.,=>—In . (72)
vr 76w L e v e

YjZ; TG 24

®jYi

38 J. F. X. P. Lima



Volume 12 - Nimero 1 Setembro 2025 Paginas: 25 a 39

3 Conclusao

O estudo apresentado neste trabalho demonstrou a formulacao de expressdes matematicas para o cdlculo de
indutancia em linhas de transmissdo trifdsicas genéricas, com enfoque na andlise de diferentes arranjos e con-
figuracdes de condutores. Com base em principios de eletromagnetismo, o desenvolvimento analitico abordou
desde casos simples de linhas monofésicas até configuracdes complexas de linhas trifadsicas com multiplos con-
dutores por fase. A generalizacao dessas expressdes permite uma aplicabilidade mais ampla, servindo como uma
ferramenta analitica robusta para o projeto e a otimizacao de sistemas de transmissao de energia.

Os resultados obtidos possibilitam uma modelagem mais precisa das caracteristicas elétricas das linhas, con-
tribuindo para o aumento da confiabilidade e da eficiéncia operacional dos sistemas de poténcia. A introducao
da técnica de transposicdo dos condutores revelou-se essencial para minimizar desequilibrios e assegurar uma
matriz de indutancia simétrica, fator determinante para o desempenho do sistema.

Além das contribuicbes praticas, o estudo também abre caminho para futuras pesquisas, sugerindo, por exem-
plo, o desenvolvimento de modelos computacionais que automatizem o célculo de indutancia em linhas com
diferentes configuracdes e que possam integrar esses calculos em simulagées complexas, como nos modelos de
linha longa e modelo 7 para sistemas de alta tensao, onde a consideracdo adequada da indutancia é essencial para
prever o desempenho da linha sob carga e pequenas variacdes nesses parametros podem ter impacto significativo
na confiabilidade e eficiéncia do sistema, aumentando a complexidade da anélise.
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