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Resumo

Neste trabalho serd apresentado um tépico que relaciona polindmios e combinatéria, o resultado conhecido como Identidade de Tepper.
Mais precisamente, com base em uma andlise de tabelas envolvendo progressdes aritméticas, veremos uma abordagem mais detalhada da
demonstragao encontrada em (GOULD, 1978).
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Abstract

In this work we will see a topic relating combinatorics and polynomials, the result known as Tepper’s Identity. More precisely, we will present a
more detailed proof of the one that can be found in (GOULD, 1978), based on our analysis of tables involving arithmetic progressions.
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1 Introducao

Sejan € N. Aidentidade .
n! = —1) G)a—i",a R,
S (7)o e

é conhecida como Identidade de Tepper e serd o objeto central do nosso estudo. Com base em tal igualdade, a
literatura nos fornece varios outros resultados, como o de Egorychev, o obtido por Zhao e Wang, o de Gould e o
de Bayat e Teimoori.

A ldentidade de Tepper é comumente usada como ferramenta pelos matematicos. Por exemplo, Sun aplicou
a identidade de Tepper para obter algumas expressodes e férmulas combinatérias interessantes. Além disso, uti-
lizando uma funcdo geradora exponencial e polinbmios de Bell, Yang obteve diversas identidades que possuem
relagdes com a identidade de Tepper.

Observacao 1.1

Todas essas citacdes podem ser encontradas em (KRUCHININ et al., 2020).

Apresentaremos, inicialmente, algumas ideias intuitivas que servirao de inspiracao para obtermos a Identi-
dade de Tepper. Para tal, introduziremos conceitos que relacionam sequéncias de ordem superior e diferencas
sucessivas, 0s quais se encontram descritos nas seguintes defini¢cbes:
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Definicao 1.1

Dada uma sequéncia (an)necn, definimos o operador diferenga como a nova sequéncia (Alay)nen =
(@nt1 — @n)nen. Como (Ala,)nen forma uma nova sequéncia, podemos reaplicar o operador diferenca,
isto &, (A[Aa,])nen = (A%a,)nen- Realizando o mesmo processo recursivamente, obtemos (A*a,)nen
para k > 3.

Observacao 1.2

E facil ver que o operador diferenca é um operador linear, i.e.,

(Ala, +b,) = (Alay) + (Alby)

(Alc-a,) =c-(Aay)

para quaisquer sequéncias (a.), (b,) e qualquer escalar ¢ € R. Tendo isso em vista, torna-se mais simples
analisar as composigoes.

Definicao 1.2

Uma sequéncia (a,)nen € dita uma progressédo aritmética de ordem k se é necessario aplicar o operador
diferenca k vezes para obter uma sequéncia constante.

Assim, uma sequéncia (a,)nen € Uma progressao aritmética de ordem k se o operador diferenga (Akan)neN é
uma sequéncia constante e os operadores diferenca (Ata, )nen, para ¢ < k, sdo sequéncias ndo constantes.
Exemplo 1.1

A sequéncia a,, = 3n é uma progressao aritmética de primeira ordem, pois a sequéncia Ala, = 3(n + 1) —
3n = 3 é constante. Além disso, a sequéncia a,, = n° é uma progress3do aritmética de segunda ordem, pois
Ala, = (n+1)? —n? = 2n + 1, de modo que a sequéncia A%a, = 2(n +1) + 1 — (2n + 1) = 2 é constante.

Com essas ferramentas em maos, é possivel criar tabelas que servirdo de motivacdo posteriormente:

Exemplo 1.2: a,, = n®

n | an Ala, | A?a, | Ada, | Ata, | Aa,
0 |0 1 6 6 0 0
1 7 12 6 0 0
2 |8 19 18 6 0 0
3 |27 37 24 6 0 0
4 | 64 61 30 6 0 0
5 125 | 91 36 6 0 0

(@)

216 | 127 42 6 0

242 | 169 48 6

8 | 512 | 217 54

9 | 729 | 271

10 | 1000
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Exemplo 1.3: a, = n*

n | an Ala, | A%a, | A3a, | Ata, | A®a,
0 |0 1 14 36 24 0
1 1 15 50 60 24 0
2 16 65 110 84 24 0
3 |81 175 194 108 24 0
4 | 256 369 302 132 24 0
5 | 625 671 434 156 24 0

(@)

1296 | 1105 | 590 180 24

2401 | 1695 | 770 204

8 | 4096 | 2465 | 974

9 | 6561 | 3439

10 | 10000
Exemplo 1.4: a, = n®
n | an Ala, | A2%a, | Ala, | Ata, | ASa,
0 0 1 30 150 240 120
1 31 180 390 360 120
2 |32 211 570 750 480 120
3 243 781 1320 1230 | 600 120
4 1024 2101 2550 1830 | 720 120
5 | 3125 4651 4380 2550 | 840 120

(@)

7776 9031 | 6930 | 3390 | 960

16807 15961 | 10320 | 4350

8 | 32768 26281 | 14670

9 | 59049 40951

10 | 1000000

A intuicdo nos leva a crer que, para a,, = n*, temos
AFa, = k. (1)

Na tentativa de provar a afirmacao acima, apresentaremos dois resultados oriundos da andlise combinatéria.
Mas, antes de enunciarmos tais resultados, observe primeiro que, retornando ao operador diferenca, podemos

constatar indutivamente que
k

[k
AFa, = (-1 i
a : (-1) (z)ak+
De fato, note que

1
1 1 (1
Alap, =ani1 —ay = (=1)° (0) arin o+ (=1)! <1> A1 in-1 = g (-1 (i>al+ni

e . . . .z k ;
Esse serd nosso passo indutivo. Agora, assumindo a hipétese A*a,, = Zizo(—l)z(?)akm,i, temos
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NAFlg, = Akan_H — Akq,
k

L o
-

1=0

k+1 _ k
( >Gk+n+1 i — Z(—l)z_l <’1, _ 1) Aktnt1—14
1=1
k+1

= Okyny1 + Z < )ak+n+l it Z ( )ak+n+1i

e Z ( )ak+n+l it Z < )ak+n+1i + (-1 a,
a + —-1) k k ; —1)k+1

k+n+1 Z( )X( i + i—1 Jak4nti—i + (=1)*an

k+1
Gk+nt1 + Z < b )ak+n+1_i + (_1)k+1an

k+1
(k+1
= Z(—W( ; >ak+n+1—i7

1=0

0 que conclui o processo indutivo.
Dessa forma, sendo a,, = n*, seqgue que

k k
k k
AFa, = 1) ni = -1 E+n—1d)"
an =3 (1) ( )ak+ 2 (1) ()( +n )
Em particular, paran = 0, temos
il k k k
k _ ) R ) \k
e =3 (1) () =3 ( ) (k- )",

Agora serao enunciados os dois resultados de analise combinatéria.

Teorema 1.1: Sobrejecoes

O numero de sobrejecées de um conjunto com k elementos para um conjunto com m elementos é dado por

i i [m
> (7 m i
1=0 ¢
Demonstracao: Esta demonstracao pode ser encontrada em (MLADENOVIC et al., 2019). |

Corolario 1.1
Uma funcdo de {1,...k} a{1,...k} é uma sobrejecdo se, e somente se, for uma bijecdo. Como existem k!
bijecbes em {1,...k} (todas as permutagdes), obtemos a identidade

k= izk;(—ni (’:) (k —1)*.

Agora é facil ver que a igualdade (1) decorre imediatamente dos resultados acima, mas apenas para a primeira
linha de cada tabela, ou seja, quando n = 0. Nosso principal objetivo é obter (1) em sua generalidade, isto é,
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uma expressao matemadtica na qual é possivel variar um parametro para obter todas as infinitas linhas (n =
0,1,2,3,...).

2 Demonstracao detalhada

Teorema 2.1: Identidade de Tepper

Sejam n € N. Entdo
nl =" (~1) (’;) (a —4)", (2)

em que o € R.

Demonstracao: Na secao anterior, conseguimos provar a validade da afirmacao para o = n. Nosso objetivo
agora € mostrar que a identidade é vélida para qualquer a real e, portanto, em particular, para qualquer o da
forma o = n + z, 0 que permitird obter a igualdade (1) em sua generalidade. Para tal, seja Po(z) = z™ um
polindmio. Definimos a seguinte sequéncia de polindmios:

Pl (273) = Po (.’L‘ + 1) — Po(:D)
P3 (.’E) =

P2 (l‘ + 1) — PQ(.’E)

Pa(2) = Pa-s(z + 1) = Paci(a).

Afirmamos que deg(Px1) = deg(P) — 1 com 0 < k < n — 1. De fato, se tomarmos um polinémio Py(z) = > v a;z’
de grau m (isto é, a,, # 0), obtemos

Pyy1(z) = Py(z + 1) — Py(x)

m
azcr+1 Zazm

1=

tnqs

'8
o

o

a;[(z + 1) — xi]

1=0
m—2 ] ‘
ml(@+ )™ =2 +am [+ 1) 2™+ Y af(z + 1) - 2]
=0
= mz< ):1: +amlz( >m1+Zai[(m+1)’—mz].
1=0
grau m—1 grau m—2 grau < m—2

Assim, note que deg(Pit+1) = m — 1 = deg(Px) — 1. Dessa forma, como deg(P;) = n, obtemos que deg(P:) =
n — k. Em particular, deg(P,) = 0. Definimos o coeficiente lider de um polindmio como sendo o coeficiente da
indeterminada com maior expoente. Denote por Ap, o coeficiente lider de Pg. Afirmamos que Ap, é dado por
1, se k =0;
Ap, = .
nn—-1)n-2)---(n—(k—-1)) = ﬁ, sel<k<n.

Com efeito, tome Py(z) = > v, a;z* de modo que Ap, = a,,. Note que

Peii(z —amZ( )m +amlz( )1+i§azm+1 ']
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Pk+1(m):am< _1> m- 1+amz< )m + G 12 (m, 1)mi+gai[(w+l)i—xi]

=apm-m- a:’”1+am2(m>m +amlz( >mi+Zai[(m+1)i—xi].
=0 =0
grau m—2 gray m—2 grau < m—2

Assim, o coeficiente de 2™ ! em Pyy1(z) € ar - m €, como deg(Pit1) = m — 1, temos que Ap,,, = @, - m. Desse
modo, obtemos que Ap,,, = Ap, - deg(P:). Em particular, Ap, = Ap, - deg(P) = 1-n = n. Mostremos agora, por
indugao, que Ap, = (n’ji'k), para qualquer inteiro k entre 1 e n.

Para k = 1, temos Ap, = n = (n%'l), e entdo o caso k = 1 é satisfeito. Ainda, assumindo que a igualdade é
valida para algum inteiro ndo-negativo k, obtemos

n! n!
S TR Py e s T

finalizando nossa indugao. Particularmente, note que Ap, = nl.

APJC+1 = Ap, - deg(Px) =

Por fim, afirmamos que, para 1 < k£ < n, temos

De fato, note que
1

Pi(z) =FPy(z+1)— Py(z) = Z(—l)i (1) Py(z+1—1).

=0
Ou seja, a relacao é satisfeita para k£ = 1. Assim, aplicando novamente a técnica de inducado finita com

k

Py(z) =) (-1)* (’:) Po(z + k —1)

1=0

sendo a hipétese indutiva, obtemos
Peyi(z) = Pe(z+1) — P (2)

—zk: ()P0m+1+k—z zk: <§>Po(m+k—i)

1=

= Py(z+1+Fk)+ Z(—l)i (’:) Py(z+1+k—1)— ki(—l)"‘1 (Z- f 1) Po(z+1+k—1)

=1 =1

=1 =1

k k
= Ry(z+1+4k)+ > (1) (f)po(a: F14k—i)+ Z(—l)i(. b

=1 =1

k k+1
— Py(z+14K) +Z(—1)i(’;>po(m F14k—d)+ Z(—l)i(i k 1>P0(3:+ 14k — i)
i 1> Po(z+1+k—14)+ (=1)"Py(z)

k
= Po(z +k+1) + > (~1)¥( <k> + (i f 1) )Po(z + 1+ k — 4) + (1)1 Py(z)

: 2
=1

k
=Pz +k+1)+) (-1) (k+1)P0(m+1+k—z) + (=1)*" 1 Py(z)

; 1
=1

=Sy (kj )Po(a:+1+k—z)

finalizando a inducao. |
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3 Consideracoes finais

Com base no que foi feito logo acima, obtemos, em particular, que
n . n n . n
_ _ k2 s — _ k2 o n
Pa(z) _Z;( 1) (i)Po(:E—i—n i) _Zg( 1) (2) (+n—d)".
1= 1=

Como P, é um polindmio de grau 0 que possui coeficiente lider n!, segue que P,(z) é constante e vale n! para
todo z € R. Portanto,

n!:i(—l)i (z>($+n—i)n, VzeR.
=0

Dessa forma, ao tomarmos z € N, a igualdade (1) segue de imediato.
Por fim, para simplificar a expressao, tome a = z + n. Como z é um real qualquer, perceba que a também é
um real qualquer, o que nos leva, finalmente, a expressdo original da identidade

n!:i(—l)i(?)(a—i)n, VaeR.

Concluimos, apds este estudo, que a Identidade de Tepper pode ser abordada com mais detalhes, embora
j& tenha sido extensivamente trabalhada por diversos matematicos. Em nosso trabalho, vemos isso através de
tabelas que envolvem progressées aritméticas de ordem superior e diferencas sucessivas.
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