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Resumo

A distancia entre dois subespagos afins normalmente é obtida através do célculo da projecdo de um vetor a um certo subespacgo vetorial.
Entretanto isso pode ser evitado utilizando a regra de Cramer e o determinante da matriz de Gram. Nesse pequeno artigo de divulgagao
mostramos como essas duas ferramentas combinadas fornecem uma férmula para distancia entre subespacos afins. As famosas férmulas da
distancia de ponto a reta no R? e de ponto a plano no R3 sdo casos particulares dessa férmula.

Palavras-chaves: Matriz de Gram, Regra de Cramer, Subespacos afins.

Abstract

The distance between two affine subspaces is usually obtained by calculating the projection of a certain vector onto a certain subspace. This
can be avoided by using the Cramer’s rule and the determinant of a certain Gram matrix. In this letter we show how to combine these two
tools to obtain a formula for the distance between two affine subspaces. The famous formulas for the distance from point to line in R2 and for
the distance from point to plane in R3 are instances of this more general formula.

Keywords: Cramer’s rule, Gram matrix, Affine subspaces.
1 Introducao

Todos os alunos que ja estudaram geometria analitica, por exemplo na referéncia (WEXLER, 1962), conhecem
a famosa férmula da distancia do ponto (zg,yo) a reta az + by + ¢ =0,

lazg + byo + ¢

Uma maneira simples de obté-la, que evita o uso de vetores, é através do seguinte argumento.

Seja C = (zg,yo) € considere a reta az + by + ¢ = 0. A partir de C ande na vertical até encontrar a reta no
ponto B = (zg,y1). Novamente a partir de C ande na horizontal até encontrar a reta no ponto A = (z1, ). Isso te
dé um tridangulo retangulo conforme figura abaixo.

B=("0xY1)

/ ~a¥o) C=(xg%p)

Figura 1: Distancia de ponto a reta no R?
Fonte: Préprio autor
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Podemos calcular a area desse triangulo ABC de duas maneiras diferentes.

* Primeiro usando como base o lado AC e obtemos como area

|AC||BC| _ |z1 — zolly1 — %ol
2 a 2 )

* Segunda maneira usando como base o lado AB e obtemos como area

|ABIh \/ly1 — yol? + |21 — To|?h
2 2 ’

onde o h é a distancia de C a reta az + by + ¢ = 0 (a quantidade que estamos interessados).

Igualando as duas férmulas das areas temos

ly1 — Yol|z1 — 2ol = V|1 — %o? + |21 — 2o |?R, (1)

Como A = (z1,y0) € B = (29, y1) pertencem a az + by + ¢ = 0 entdo

—c—b
azy + byo + c =0, ou seja, z; = ﬁ.
a
. —C — azxg
azg + by; + ¢ =0, ou seja, y; = —5
Assim,
lazg + byo + ¢| lazg + byo + ¢|
Y1 — Yo| = ————— |z1 — 20| = ————
12| ]
_ . - . lazo + byg + ¢
Substituindo essas informacdes na equacao (1) obtemos h = —————.
q R /a2 + b2

De forma muito parecida podemos obter a outra famosa férmula da distancia do ponto (zg, yo, Zo) ao plano

az + by + cz +d =0 no R?,
lazg + byo + czg + d

Seja D = (zo, Yo, 20) € considere o plano az+by+cz+d = 0. A partir de D ande na direcdo do eixo z até encontrar o
plano no ponto A = (zg, yo, z1). Novamente a partir de D ande na diregdo do eixo y até encontrar o plano no ponto
B = (zo, y1, 20)- Finalmente a partir de D ande na diregdo do eixo z até encontrar o plano no ponto C = (z1, Yo, 20)-
Isso te dd uma piramide conforme figura abaixo.

Figura 2: Distancia de ponto a plano no R®
Fonte: Préprio autor

Como a partir de D andamos na direcao dos eixos z,y e z entdo os angulos da piramide formados no vértice
D sao todos angulos retos.
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Podemos calcular o volume dessa piramide ABC D de duas maneiras diferentes.

* Primeiro usando como base o lado BDC e altura AD. Obtemos como volume

1BD||CD|
3 2

|$1 - $0||y1 - y0||21 - Zo|

|AD| =
6

* Segunda maneira usando como base o lado ABC, cuja area vale metade do mdédulo do produto vetorial
B — AXx C — A, e altura h que é a desejada distancia de D ao plano az + by + cz + d = 0. Assim obtemos
como volume

1|B-AxC -4
3 2

1
h = 6\/|y1 —yo|2|21 —Zo|2 + |$1 - $o|2|y1 —yo|2 + |$1 —l’o|2|21 - Zo|2h-

Igualando as duas férmulas do volume obtemos

|y1 — Yo||Z1 — zo||21 — 20| = \/|y1 — yo|?|21 — 2z0|? + |21 — 20|?|¥1 — Yo|? + 21 — To|?|21 — 20|2h. (2)

Como A = (zq, Yo, 21), B = (20,¥1,20) € C = (21, Yo, 20) pertencem a az + by + cz + d = 0, obtemos

_ —d—azy— by _ —d—azy—czg _ —d—byg —czg
= Y= e = ———— .
c b a
Assim
21 — 20| = |azo + byo + czo + d
e
ly1 — ol = a0 + o + ¢z + d
I
1 — 20| = lazg + byo + czo + d
1~ To| =
|al

Substituindo essas informacdes na equacao (2) obtemos

_|azo + byo + czo +d

Va2 + b2 + c?

Talvez o leitor esteja incomodado com a validade dessa demonstragao quando a ou b ou ¢ valem 0. Realmente

h

0 argumento nesses casos nao funciona. Essa ndo é a Unica limitacdo desse argumento, por exemplo, esse
argumento nao funciona no R?, com n > 3, simplesmente porque um plano no R®, com n > 3, nao tem essa
equagao az + by + cz + d = 0. Calcular distancia de ponto a plano no R” requer outros métodos. Além disso, por
que nos restringir simplesmente as distancias entre pontos, retas e planos?

Esse pequeno artigo de divulgacdo trata exatamente da distancia entre dois subespacos afins em espacos
vetoriais reais com produto interno e dimensao finita, dos quais sao exemplos os pontos, as retas e os planos.
Veremos que existe uma férmula envolvendo determinantes que fornece a distancia entre dois subespacos afins
(Veja Corolario 4.1) e que sé precisamos de um velho conhecido de Algebra Linear para obté-la: a regra de Cramer.

Comecaremos a préxima secao falando sobre subespacos afins e reduziremos o problema de calcular a distan-
cia entre dois deles ao problema de calcular a distancia de um vetor a um subespaco vetorial (Veja Observacdo
2.1).

Na secado 3, veremos como calcular a distancia de vetor a subespaco utilizando a projecao no subespaco (Veja
Proposicao 3.2), ou seja, se calcularmos a projecdo jd somos capazes de achar a distancia de vetor a subespaco.

A projecao estd completamente relacionada com a matriz de Gram. A matriz de Gram dos vetores wy,...,w,
de um espaco vetorial com produto interno é definida como a matriz de ordem n cuja entrada 27 é ocupada pelo
nimero (w;, w;). Denotaremos essa matriz por Gram(wy, ..., wny).

Entretanto, nés ndo estamos interessados em calcular a projecdo de um vetor a um subespaco, mas sim na
distancia dele ao subespaco. Existe uma maneira de calcular essa distancia sem calcular a projecao. A distancia
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de um vetor v a um subespaco W, com base wy, ..., w,, é dada pela férmula

det(Gram(wy, ..., wy))

\/det(Gram(wl, ey W, V)

Provamos essa férmula na secdo 4 utilizando a regra de Cramer (Veja Teorema 4.1).

Por fim na secao 5, mencionaremos algumas consequéncias dessa férmula. Em particular, veremos que as
férmulas de distancia de ponto a reta no R? e de distancia de ponto a plano no R3 s3o casos particulares dessa
féormula.

Nés aprendemos essa férmula na demonstracdo do Teorema de Mintz na referéncia (CAROTHERS, 2009).
Metade desse teorema é consequéncia dessa férmula. Descrevemos essa metade no fim desse artigo. Recomen-
damos a leitura desse teorema e da referéncia (CAROTHERS, 2009) inteira, pois sdo muito interessantes.

2 Distancia entre subespacos afins

Vamos comecar com a definicao de subespaco afim e depois definiremos a distancia entre dois deles. Veremos
nessa pequena secdo que a distancia entre dois deles se reduz a distancia de um vetor a subespaco.

Definicao 2.1

Seja V um espaco vetorial, W um subespaco de V e a € V. Um subespaco afim é o conjunto do tipo
W +a={w+a,w e W}, ou seja, ele é a translacdo de um subespaco.

Exemplo 2.1

1. Um vetor a é um subespaco afim W + a, onde W = {0},
2. Uma reta é um subespaco afim W + a, onde W é o subespaco de dimensao 1,

3. Um plano é um subespacgo afim W + a, onde W é o subespaco de dimensao 2.

Definicao 2.2

Seja V um espaco vetorial real com produto interno, onde Wi + a e W5 + b sao dois subespacos afins de V.
Seja |v| = v/(v, v) para todo v € V. Definimos a distancia entre W; + a e W, + b por

inf wy +a) — (wy +b)| = inf a—b) — (ws —w).
wiewih oy 1t a) = (w4 0)[ = inf (@ —b) = (wy —wy)]

Observacao 2.1

Note gque todo vetor do subespago Wi + Wy = {r + s,7 € W; e s € W>} também pode ser escrito como
w, — Wy, onde wy = s € w; = —r. Isso significa que a distancia entre W7 + a e W5 + b pode ser escrita como

inf —b) —v|.
vevlvrll+wz|(a )=l

Isso significa que a distancia entre os subespacgos afins W; + a e W, + b é a distancia do vetor a — b ao

subespaco Wi + Wo.

Conclusao: Para calcular distancia entre subespacos afins basta saber como calcular distancia entre vetor e
subespaco vetorial. Iremos nos concentrar nisso nas préximas secoes.

4 D. Cariello



Volume 11 - Nimero 1 Outubro 2024 Paginas: 1all

3 Projecao de vetor a subespaco e Matriz de Gram

Seja V um espaco vetorial real com produto interno e W um subespaco de V de dimensao finita. Veremos

nessa secdo que o vetor de W mais préximo do vetor v é a projecdo de v em W que é definida da seguinte
maneira.

Definicao 3.1

Definimos a projecdo de v em W, denotada por projw (v), como sendo o vetor com as seguintes proprieda-
des:

(i) projw(v) € W,

(i) v — projw(v) é ortogonal a todo w € W. Em outras palavras, v — projw(v) € W+, onde W+ é o
complemento ortogonal de W.

Vejamos abaixo que realmente existe um vetor com essas propriedades.
Proposicao 3.1

Seja V um espaco vetorial real com produto interno e W um subespaco de V de dimensao finita. As
seguintes afirmacdes sao validas:

(i) A projw (v) existe e é Unica.

(i) Se adimensdo de V é finita entdo projy . (v) = v—projw (v) e |[v—projw (v)|?+ |v—projw+ (v)|? = |v|2.

Demonstracao: Seja wy, ..., w, uma base de W. Pela Defini¢do 3.1, queremos que projw (v) = a;wi+. ..+ anWn,

e que v — projw (v) seja ortogonal a todo w € W, mas para isso ocorrer basta que v — projw (v) seja ortogonal a
base.

Assim (w;,v —ajw; — ... — a,w,) =0 paratodoz=1,...,n, ou seja,

(wy,v) = ag{wy,w1) + ... + an{wy, wy)

(W, V) = a1 (We,w1) + ... + & (Wn, Wy).

Podemos reescrever essas equacdes no seguinte sistema linear.

(wi,w1) ... {(wi,wy) a; (wy,v)
= : . (3)
(Wryw1) ... (Wn,wp) an (Wn, V)
Vimos na introdugao desse artigo que a matriz desse sistema é a matriz de Gram dos vetores

wy,...,w, (denotada por Gram(wi,...,w,)). Para que projw(v) exista e seja Unica, basta que a matriz
Gram(wsy,...,wy) seja invertivel. Dessa maneira os valores de ay,...,a, serdo Unicos e

projw(v) = a1wy + ... + apWn.

Mas isso é facil de ver. Suponha que Gram(ws,...,w,) tenha um vetor (b1,...,b,) # (0,...,0) no nlcleo.
Assim
<’LU1,'LU1> s <w17w‘n> bl 0
(Wn,w1) ... (Wn,wy) bn 0
D. Cariello
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Mas isso implica que
<’LU1,’LU1> . (wl,wn) bl
(b1y---,bn) : : | =0
(Wryw1) ... (Wn,wy) bn

O lado esquerdo da igualdade acima pode ser reescrito como
(b1w1 + ...+ bnwn, b1w1 + ...+ bnwn) = O,

ou seja, byw; + ...+ byw, = 0, o que é absurdo pois nem todos os b; sao nulos e w; ..., w, sdo linearmente
independentes.

Portanto o nucleo de Gram(wy,...,w,) s6 contém o vetor nulo, isso garante que ela é invertivel. Vejamos
agora a segunda parte.

Se V tiver dimensdo finita entdo acabamos de ver que projy . (v) existe e é o Unico vetor de V' que satisfaz
« projw(v) € W,

+ v — projyy.(v) é ortogonal a todo vetor de W+.

Note que v—projw (v) possui as mesmas propriedades de projy . (v), pois v—projw (v) € W+, pela propriedade
2 da Defini¢&o 3.1, e v— (v —projw (v)) = projw (v) € W que é ortogonal a todo vetor de W+. Assim v—projy (v) =
proju+ (v).
A Ultima informagao do enunciado desse teorema é simplesmente o fato que v — projyy 1 (v) = projw (v), junto
com a equagao
=0

(v,v) = (v — projwv,v — projw (v)) + 2 (v — projw (v), projw (v)) +(projw (v), projw (v)).

Observacao 3.1

Na demonstracao dessa proposicao aprendemos uma coisa importante sobre a matriz de Gram de veto-
res linearmente independentes, ela tem determinante diferente de zero. Iremos usar essa informacdo no
Teorema 4.1.

Agora provamos o resultado que haviamos prometido no inicio da secdo: a projw (v) é o vetor mais préximo de
v dentro de W. Veja a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2

Seja W um subespaco de dimensao finita de um espaco vetorial real V com produto internoe v € V. Para
todo s € W temos que

|lv — progw (v)| < |v — s|.

Portanto lélva |v — s| = |v — projw (v)|, ou seja, a distancia entre v e W vale |v — projw (v)|.
5

Demonstracao: Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos que

|v — progw (v)||v — s| > [{(v — projw (v),v — s)|. (4)
Mas
(v —projw (v),v — s) = (v — progw (v),v) = (v — progw (v),v — projw (v)), (5)

pois (v — projw (v), s) = (v — projw (v), progw (v)) = 0, ja que s e projw (v) pertencem a W.
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Assim pela desigualdade (4) e pela igualdade (5) temos
v — projw (v)|[v — s| > |{v — projw (v),v — projw (v))| = |v — projw (v)|*.

Provando o resultado. [ ]

Na préxima secdo obtemos a férmula para distancia de vetor a subespaco vetorial. Ela estd totalmente conec-
tada com a matriz de Gram, isso ocorre porque a matriz de Gram estd intimamente conectada com a projecao,
COMO Vimos nessa seg¢ao.

4 Distancia de vetor a subespaco

Finalmente estamos em condicdes de provar o resultado que dé a distancia de um vetor v, que pertence a um
espaco vetorial real com produto interno V, a um subespaco W de V com base wy, ..., w,.

Teorema 4.1
Seja V um espaco vetorial real com produto interno, v € V e W um subespaco de V' com base wy,...,w, .
Se d é distancia de v a W entéao

2 _ det(Gram(wy, ..., wn,v))
det(Gram(wy,...,wy))

d? = |v — projw (v)|

Demonstracao: Vimos na secdo anterior que se projw (v) = a;w; + ... a,w, entdo

(wi,w1) ... {(wg,wy) a; (wy,v)

(Wryw1) .. (Wn,wy) an, (Wn, V)

Agora vimos na Proposicdo 3.2 que d = |v — projw (v)|. Assim

=0

d? = (v — projw (v),v — projw (v)) = (v,v — projw (v))— (projw (v),v — projw (v)) .

Portanto

& = (v,v —a1wy — ... — @ W,) = (v,v) — a1 (v, w1) — ... — an (v, wy).

Podemos acrescentar essa Ultima equacdo ao sistema (6),

(wy,wi) ... (wp,wy) O a; (wq,v)
(Wn,w1) ... (wp,wn) O an, - (W, v)
(v,wy) ... (vywp) 1/ \d? (v,v)

Fazendo a expansdo de Laplace na ultima coluna da matriz desse sistema para calcular seu determinante obtemos

(wy,w1) ... (wi,wn) O

i . i . <w11w1> s <w1)wn>

det : - : | =1.det : : #0,

(Wryw1) ... {(Wnp,wn) O

(Wr,w1) ... (Wn,wn)
(v,wy) ... (v,w,) 1
pois wy, ..., w, formam uma base (Observacao 3.1).

Assim esse Ultimo sistema tem solugdo Unica, (a1, ...,as,d?), e o Ultimo coeficiente dessa solugao Unica, d?,
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pode ser calculado pela regra de Cramer como

<w1,:w1> . <w1’lwn> <w1:, v> <w1’ 'LU1> <'LU1, wn> d t(G ( ))
det <’wn,w1> .. (wn,wn> <’¢Un',v) /det : : = det(Gram(wr, ..., wn)) "
(v,wl) <’U,u)n) (’U,’U) <wn;’LU1> (‘wn,wn>

Corolario 4.1

Seja V um espaco vetorial real com produto interno, a,b dois elementos de V e W1, W, dois subespacos

de V ambos de dimensdo finita. Seja wy,...,w, base do subespaco W; + W,. Se d é a distancia entre os
subespacos afins W; + a e W5 4+ b entao

2 det(Gram(wy, ..., wp,a — b))
det(Gram(ws,...,Ws))
Em particular se W; = {6} entdo wy,...,w, é base de W, e a férmula acima da o quadrado da distancia de

aao Wy + 0.

Demonstracao: Pela Observagdo 2.1, a distancia de Wy + a a W, + b é igual a distancia de a — b ao subespaco

Wy + W,. Agora o resultado que queremos provar segue do Teorema 4.1. |

Se soubermos uma base para W+ entdo podemos calcular a distancia de um vetor v a W, sem calcular a base
de W. Veja o seguinte corolario.

Corolario 4.2

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita com produto interno e vy,

...,V, Uma basede W+. Sed
é distancia de um vetor v ao subespaco vetorial W entao

2o det(D(v1,...,Un,v))
~ det(Gram(vy,...,v,))’

onde D(vy,...,vn,v) é uma matriz de ordem n + 1 definida por

D ) Gram(vi,...,vn,v);, paratodo (¢,7) # (n+1,n+1)
UViyenry UnyV)is = s .
' ’ 0, quando (z,5) = (n+ 1,n + 1)

Demonstracdo: Como V tem dimens&o finita entdo W e W~ também tém dimensdes finitas. Pela Proposicdo

3.2, temos que o quadrado da distancia de v a W+ vale |v — projy.(v)|? e o quadrado da distancia de v a W vale

d? = |v — projw(v)|?. Pelo item 2 da Proposicao 3.1 temos que d? = |v|? — |v — proj+(v)|?. Assim pelo Teorema
4.1 temos que
2 = |of? det(Gram(vy,... ,vn,v))‘ 7)
det(Gram(vy,...,v,))

Para concluir o corolario veja que podemos escrever

(vi,v1) ... (v1,vn) (v1,v) (vi,v1) ... (v1,vn) (v1,v)
det(Gram(vy,...,vpn,v)) = det + det - =
(Un,v1) oo (Un,Un)  (Un,0) (Vn,v1) oo (UnyUn)  (Un,v)
0 0 (v,v) (vyv1) ... (v,vp) 0
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det(Gram(vy, ..., vn))|v|? + det(D(vy, ..., vn,v)).

Substituindo essa informacado na equacao (7) obtemos o resultado do enunciado. |

5 Aplicacoes da formula do Teorema 4.1

Abaixo mencionamos algumas aplicacdes dessa férmula obtida no Teorema 4.1 e das férmulas dos seus corold-
rios. Sabemos que algumas dessas aplicacdes sdo mais faceis de serem obtidas apenas calculando a projecdo de
vetor em subespaco. Isso ndo quer dizer que essas férmulas sado ruins, apenas mostram que em casos bem parti-
culares outros argumentos sdao melhores. Esse é o preco a se pagar por uma férmula com variados usos. Existem
outras situagdes onde essas férmulas mostram seu real valor, como o Teorema de Miintz que descrevemos abaixo.

5.1 Distancia entre ponto e o conjunto solucao de um sistema no R"

Considere y = (y1, ..., ¥Y») Um ponto no R” e o subespaco afim que é solugdo do sistema

a11w1+...+a1nmn—+—d1:0

AmiZ1 + ...+ Gy +dp, =0

Suponha que a; = (@11, ---,81n), - - - @m = (@1, - - -, Gmyn ) SEjAamM linearmente independentes e seja b = (by, ..., by,)
uma das solugbes desse sistema. Se W + b é o subespaco afim que é solucdo desse sistema entdo aj,...,am
formam uma base de W+'. Como sabemos a base de W+ entdo podemos usar a férmula do Corolério 4.2 para
calcular a distancia d entre y — b e W que, pela Observacao 2.1, é a mesma distancia entre y e W + b. Assim

det(D(ay,-.-,am,y — b))

d* =
det(Gram(ay,...,am))

Ja chegamos na férmula que queriamos. Agora observe o que ocorre quando sé temos uma equacao no sis-
tema. Entdo
. ( ar,a1) (1,9 - b>>
det(D(a1,y — b)) _ (y —b,a1) 0 _ ({ay,y—b)?

d? = = =
det(Gram(a,)) |aq|? |ay]?

Agora como b satisfaz (a1, b) + d; = 0 entdo
a1,y —b) = a11y1 + ... + ainYn + di.

Assim

d— |(a1,y — b)| _ la11y1 + ... + a1n¥Yn + d1|.

lai| a? +...+ad?,

Essa é a férmula da distancia de ponto a hiperplano no R™ que é o conjunto solucdo de um sistema com uma
Unica equacdo. Note que daf tiramos as férmulas de distancia de ponto a reta no R? e de ponto a plano no R3
descritas na introdugao. E possivel usar a férmula do Corolario 4.1 diretamente para calcular a distancia de ponto
a hiperplano, ao invés do Corolario 4.2. Entretanto isso dd um pouco mais de trabalho. Veja abaixo como fica a

demonstracdo da férmula da distancia de ponto a plano no R® sé com o Corolario 4.1.

5.2 Distancia entre ponto e plano no R3 usando Coroléario 4.1

Considere (zg,¥0, 20) um ponto no R? e o plano az + by + cz + d = 0. Sabemos que (a,b,c) é o vetor normal
a esse plano e qualquer vetor perpendicular a ele é um vetor diretor do plano. Escolhemos vetores v, e v, tais
que v; X vy = (a,b,c), onde v; X vy é 0 produto vetorial de v; e v,. Entdo eles ndo sédo multiplos um do outro, pois
seu produto vetorial ndo da o vetor nulo e ambos sdo perpendiculares ao seu produto vetorial. Assim vy, v, sdo
vetores diretores do plano e também sao linearmente independentes.
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Note que o ponto

da db dc
(mlvyl,zl) = ( >

@202 +c2 a4+ b2+ a4+ b2 + 2
pertence ao plano az + by + cz + d = 0. Assim uma equacgdo paramétrica desse plano é (z1,y1, z1) + Avy + pva.
Pelo Corolario 4.1, a distancia de (zg, yg, 20) @0 plano (z1,y1, 21) + Avy + pvs vale

det(Gram(vy,v2)) '

\/det(Gram(vl, v3,v)) (8)

d db d
onde v = (zg — 1,90 — ¥1,20 — 21) = (ZEo + iy Yo T e 20t m)
Agora, pela identidade de Lagrange,

det(Gram(vy,vs)) = (v1,v1)(v2, v2) — (v1,v2)? = |v1 X v2]2 = |(a,b,¢)]* = a® + b* + 2. (9)

Note também que Gram(vy,vz,v) = RER, onde R = (v1,v2,v) é uma matriz 3 x 3 cujas colunas sdo vy, v, € v.
Portanto
det(Gram(vy,vs,v)) = det(R")? = det((v, v1,v2)%)? = (v, v1 X v3)?,

aqui estamos usando a férmula do produto misto.

Como vy X vp = (a,b,c)ev = (3:0 + a2+§g+cz,yo + a2+ig+52,zo + a2+§g+52) entdo
(v,v1 X v2) = (v, (a,b,¢)) = azo + byg + czo + d. (10)
Portanto pelas equacdes (9) e (10) temos
det(Gram(vy,va,v)) = (azg + by + czo + d)?> e det(Gram(vi,vs)) = a? + b% + 2.

Pela equacdo (8), temos a famosa férmula de distancia de ponto a plano no R3.

5.3 Distancia entre planos no R™ (Caso particular do Corolario 4.1).

Considere as equacodes paramétricas dos planos a + Aw; + pws € b+ aws + fwy no R™. Qual é a distancia entre
eles ? Vimos, na Observacdo 2.1, que a distancia entre a + Aw; + pws e b + awz + fw, é a distancia de a — b ao
subespaco W gerado por wy, w», ws, ws. Podemos obter uma base de W a partir desse conjunto gerador e usar a
féormula do Coroldrio 4.1 para calcular a distanciaentrev=a—be W.

5.4 Volume do sdlido gerado por vetores linearmente independentes.

Sejam vy, ..., vg vetores linearmente independentes de um espaco vetorial real com produto interno. Considere
o sélido [vy,...,vg] = {z1v1 + ... + zxvk, z; € [0,1]}. Seu volume é definido indutivamente,
vol([v1]) = |v1| e vol([vy,...,v]) = vol([vy,...,vi—1]) x dist(v;, W;_1),
onde W,_; é o espago vetorial gerado por vy, ...,v;—1 e dist(v;, W;_1) é a distancia de v; ao W,_.

Por inducdo provamos que

vol([vs, . ..,v;]) = \/det(Gram(vy, .. .,v;)). (11)

Para: = 1, temos que

vol([v1]) = v/det(Gram(v1)) = \/{(v1,v1) = |v1].

Suponha que (11) vale para ¢ = j e provemos para ¢ = j + 1. Por defini¢do, vol([vy, ..., v;41]) = vol([vy, ..., v;]) %
dist(v;y1, W;). Pelo Teorema 4.1,

_ /det(Gram(vy, ..., v;41)) .
V/det(Gram(vy, ..., v;))

dist(v;41, Wj)
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Por hipétese de inducdo,

vol([vy,...,v4]) = \/det(Gram(vl, ceU)).

Assim

\/det(Gram(vy, ..., vj11)) '
/det(Gram(v1, ..., v;))

vol([vy,...,v41]) = \/det(Gram(ul, .o, 05)) X

Concluindo a indugao e provando a equagao (11).

5.5 O Teorema de Miintz

Uma das aplicacées mais bonitas dessa formula do Teorema 4.1 é o Teorema de Miintz que descrevemos a
seguir. Considere o espago das fungdes reais continuas com dominio [0, 1], denotado por C|0, 1], com o produto

interno )
(o) = [ Fe)geiat
0
Considere as fungdes continuas t*1,¢%2,¢%3,..., onde 0 < z; < z3 < z3 < .... Podemos calcular a distancia de
t* até o espaco gerado por t®1, . .., % utilizando a férmula do Teorema 4.1 com esse produto interno.

Obtém-se o seguinte resultado

det(Gram(t®™,...,t% %)) |k —z1|... |k — 2y
det(Gram(tz:, ..., t%n)) k421 +1|...k+z, + 1|2k + 1)% ’
E possivel provar que
k— k=
lim k=] |k = ) - =0,
n—oo |k+zy+1...k+z,+ 12k + 1)z
parak=0,1,2,..., seesbse,
(o)
1
DEEE
-1 T
Isso mostra que as funcdes 1,t,t2,..., podem ser aproximadas por funcdes do espaco gerado por %%, ..,
se e somente se,
[ee]
1
Z z.
=1 Z

Consequentemente os polindbmios também podem ser aproximados por funcées do mesmo espaco. Mas sabemos
pelo famoso teorema de Weiertrass que qualquer funcdo continua pode ser aproximada por um polinémio. Assim
temos que qualquer funcédo continua pode ser aproximada por funcdes do espaco gerado por t*:,t%2,..., se e
somente se,
(o0
1

Z z.
i—1 T

A aproximacao entre funcdes aqui estd ocorrendo com a norma do produto interno, a chamada norma 2.
O Teorema de Mintz geral fala da aproximacdo com a norma do supremo. Veja seu enunciado na referéncia
(CAROTHERS, 2009).
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