Revista Eletronica Matemaética e Estatistica em Foco

Volume 11l - Niumero 2
Dezembro 2024

Artigo de Divulgacao

Teorema de Eckart-Young-Mirsky: Decomposicao em
Produtos de Kronecker

Joao Socorro Pinheiro Ferreira
Universidade Federal do Amapa
joaoferreira@unifap.br

Tomy Felixon
Universidade Estadual de Campinas
t123735@dac.unicamp.br

Fabiana Correia Pereira
Universidade Estadual de Campinas
f262293@dac.unicamp.br

Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma decomposicao em produtos de Kronecker utilizando a Decomposi¢cdo em Valores Singulares (SVD),
bem como sua relagdo com o Teorema de Eckart-Young-Mirsky. Para tanto, realizamos uma pesquisa bibliografica e demonstramos as principais
propriedades da SVD e do produto de Kronecker. Além disso, utilizamos outros métodos para a decomposi¢cao, como método das poténcias e
reflexdes de Householder a fim de obter a decomposicdo QR de matrizes simétricas. E importante observar que uma compreensao sélida dos
fundamentos da &lgebra linear é essencial para acompanhar as discussdes desenvolvidas ao longo deste trabalho.

Palavras-chaves: Decomposicdo QR. Medida de Emaranhamento. Método das Poténcias. Reflexdes de Householder. SVD.

Abstract

The objective of this work is to present a decomposition into Kronecker products using the Singular Value Decomposition (SVD), as well as its
relationship with the Eckart-Young-Mirsky Theorem. To this end, we carried out a literature search and demonstrated the main properties of
SVD and Kronecker’s product. Furthermore, we use other methods for decomposition, such as the power method and Householder reflections
in order to obtain the QR decomposition of symmetric matrices.lIt is important to note that a solid understanding of the fundamentals of linear
algebra is essential to follow the discussions developed throughout this work.

Keywords: QR Decomposition. Entanglement Measurement. Powers Method. Householder Reflections. SVD.

1 Introducao

O produto de Kronecker, nomeado em homenagem ao matematico alemao Leopold Kronecker, que fez contri-
buicdes importantes a Algebra e & Teoria dos Nimeros no século XIX (HORN e JOHNSON, 1991). Segundo (GENTLE,
2007), é uma operacao matemdtica que combina duas matrizes para produzir uma terceira matriz maior. Esse pro-
duto tem aplicacdes relevantes em diversas areas da Matemaética e das Ciéncias, como Algebra Linear (STEWART,
1993), Fisica, Processamento de Sinais e Aprendizado de Maquina (VAN LOAN, 2000). Neste trabalho, daremos
enfoque & Algebra Linear, destacando conceitos fundamentais que serdo recorrentes ao longo da discussdo e
aplicacbes. Para os leitores que desejam revisar os conceitos basicos dessa area, sugerimos as referéncias de
(BOLDRINI et al., 1980) e (ANTON e RORRES, 2012).

Neste trabalho, vamos apresentar as principais propriedades do produto de Kronecker, destacando o problema
de matriz de posto baixo, que podemos relacionar diretamente com a Decomposicao em Valores Singulares (SVD)
(ECKART e YOUNG, 1936). Também, vamos aplicar a SVD para encontrar os autovalores e autovetores de uma
matriz quadrada através de métodos iterativos. A demonstracdo da decomposicao SVD estd na Secdo 2 e de sua
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forma reduzida, juntamente com a inversa SVD de matrizes nao singulares. (HORN e JOHNSON, 1991; VAN LOAN,
2000; GOLUB e KAHAN, 1978).

Na Secgao 3 estao a formulagao do produto de Kronecker e o Teorema 3.1 de Eckart-Young-Mirsky sobre a matriz
de posto baixo ¢ < p. O posto p é da matriz A. (SAA, 2023; VAN LOAN e GOLUB, 1996)

Na Secao 4 sao apresentados e discutidos os resultados de cinco situagdes problemas com a fundamentagao
tedrica deste artigo, dentre as quais o produto de Kronecker, matriz de posto baixo, medida de emaranhamento,
algoritmos QR iterativos - com transformacdes similares ou semelhantes de matrizes, método de iteracao orto-
gonal, algoritmo para iteragdo de subespacos e decomposicdes QR utilizando transformacdes de Householder,
Hessenberg e Gram-Schmidt. As situacdes problemas sédo solucionadas por intermédio de algoritmos e seus res-
pectivos cédigos fonte no MATLAB, com checagem pra validar os resultados. (HORN e JOHNSON, 1991; SAA, 2023;
STEWART, 1993; VAN LOAN, 2000; VAN LOAN e GOLUB, 1996)

Finalmente, na Secao 5 estd a Conclusao deste artigo descrevendo sinteticamente os principais resultados
obtidos nesta pesquisa. A parte pds-textual contém os Apéndices A com o resultado para matriz de posto baixo
com g = 1, o Apéndice B - para ¢ = 2 e o0 Apéndice C, com resultados sobre medidas de emaranhamento .

2 Decomposicao SVD

Antes de fazermos a demonstracao da Decomposicao de Valores Singulares (SVD), simbolizado por o;, para: =
1,---,m, vale destacar o artigo cientifico On the Early History of the Singular Value Decomposition' de (STEWART,
1993), que tem por objetivo relatar a contribuicdao de cinco eminentes matematicos: Eugénio Beltrami (1835-
1899), Camille Jordan (1838-1921), James Joseph Sylvester (1814-1897), Erhard Schmidt (1876-1959) e Herman
Weyl (1885-1955) - que foram responsaveis por estabelecer a SVD e desenvolver a sua teoria. Os primeiros
registros datam de 1839.

Sejam A € R™*", U € R™*™, ¥ ¢ R™*" e VI ¢ R™", A matriz A pode ser decomposta sob a forma
Decomposicao de Valores Singulares (SVD), do inglés Singular Value Decomposition:

A =UzVT, (1)

em que as matrizes U e V sdo ortogonais unitarias. A matriz X é uma matriz diagonal formada por valores
singulares. Os valores singulares estdo relacionados com os autovalores ndo nulos de ATA e AAT ( escolher a
que tiver menor dimensao, ou entdo, qual delas que for mais esparsa?, se for o caso).

Para estudarmos a SVD, precisaremos do Teorema 2.1, Coroldrio 2.1 e do Lema 2.1.

Teorema 2.1

Se v é autovetor de AT A associado a A # 0 = Av é autovetor de AAT associado a \.

Demonstracao:
(AAT)Av =A (ATA)v = AXv = )Av.

Observacao 2.1

p = posto (A) = posto (ATA) = posto (AAT).

Corolario 2.1
ATA e AAT, ambas tem o mesmo conjunto de autovalores ndo nulos, contendo as mesmas multiplicida-
des.

1Sobre o Histérico Inicial da SVD.
2Uma matriz é dita esparsa quando possui uma grande quantidade de elementos com valor zero.
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Seja p = posto(ATA) = posto(AAT). Os demais autovalores de ATA e AAT s&o nulos com multiplicidade
adequada.

Lema 2.1

Todos os autovalores de AAT sdo n&do negativos.

Demonstracdo: Seja A € R™*™, Consideremos o produto AAT € R™*™, que é uma matriz simétrica, pois
(AAT)T = (AT)T AT = AAT.

Como AAT é simétrica, seus autovalores sdo reais. Agora, vamos mostrar que esses autovalores sdo nio-
negativos. Seja A um autovalor de AAT com autovetor associado u € R™. Temos

AATu = )
Multiplicando & esquerda ambos os lados por u”, obtemos
uTAATu = AuTu.
Como uTu = ||u||?> > 0 (jad que u # 0) e uTAATu = ||[ATu||? > 0, segue que
MuTu = Aul? = |ATu|? > 0.
Portanto, A > 0. Assim, todos os autovalores de AA” s&o n&o-negativos. |

Teorema 2.2: Decomposicdao em Valores Singulares (SVD)

Seja A uma matriz m x n de posto(A) = p. Entdo existem ndmeros reais o1 > o3 > --- > 0, > 0, uma base

ortonormal vy, -- -, v, de R™” e uma base ortonormal uy, - - - , u,, de R™ tais que,
Av, = orug k=1,---,p Avy = 0 k=p+1,---,n
ATw, = opvy k=1,---,p ATw, = 0 k=p+1,---,m
Os vetores vy, - - - , vy, S80 autovetores de ATA, uy,--- ,u,, sdo autovetores de AAT e o2, ,af, sao auto-

valores ndo nulos de ATA e AAT.

Demonstracao:

Sejam vy, - - , vy, autovetores ortonormais de ATA e A\; > A, > --- > ), os autovalores associados. A matriz
quadrada AT A é semidefinida positiva (SDP), portanto, A; > 0. O posto (A) = posto(AAT) = p. Entdo, A, > 0
eds =0,s=p+1,---,n. Os autovalores sio as raizes do polindmio caracteristico de ATA ou AAT. Deve-
se escolher aquela que tem a menor dimensdo ou aquela que for menos esparsa. O polind6mio caracteristico é
definido por

P()\) = det(ATA — )I).

Os vetores singulares a direita de A, sdo os v, k = 1,---n sdo determinados por
(ATA = X\I,) v, =0,k=1, - ,n. (2)
eug,- -, U, Sao chamados vetores singulares a esquerda de A.

AVk = OgUug, COmo ||llk|| =1.
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LOgO,
AVk = 0g-

Os valores singulares sao determinados por

cr,% = ||Avk||§ = (Avk)T(Avk) = vg(ATAvk) = )\kvgvk = Ag.

Portanto, os valores singulares sao determinado por

O'k:\/)\k, kzl,-~-,p, (3)
comoy >0 > - > 0p > 0.
O conjunto completo correspondente de vetores singulares a esquerda dado por
AVk
=—\ k=1,---,p.
Ug ||AVk||, ) P
Seja oy =||Avg]|, e
(4)

1
uszAVk, k:1)7p
ok

Falta definir upy1, -+, um. N(AAT) tem dimensé&o (m — p). Seja upt1,: - ,un UMa base ortonormal desse

subespaco. Esses serdo os autovetores de AAT associados aos autovalores nulos. Além disso, esses vetores
serdo ortogonais a ug,--- , up. Ou seja, para calcular os vetores da matriz ortogonal Uy : (p+ 1) X (m — n),

ATu, =0, k=(p+1),---,m.

AmatrizU = [uy, -+, Up, Upt1,- -, Uy], particionada é

U=[U, U, |

mXm

onde U1 = [ul, v ,Llp] e Uz = [up+1, s ,llm].
A construcao da matriz V, parte do fato de que

2
Vi Ak o
ATuk = ATAf = —Vp = —kvk = OrVgk.
Ok Ok Ok

Para calcular os vetores da matriz ortogonal V; : m X p,

vk:iATuk. k=1,---,p. (6)
Ok
Para calcular os vetores da matriz ortogonal V, : (p + 1) x n,
Avpy =0, k=(p+1), - ,m. (7)
|

Se A é uma matriz real m por n, entdo existem matrizes ortogonais

U=|w, - uy, | ER™™ e V=1 vy, --- vn]ERnxn

tal que
UTAV = diag(oy,- -+ ,0,) € R™*" p = min{m,n},

ondeo; > 03 > --- >0, > 0.
As matrizes AT A e AAT s&o diagonalizéveis e podem ser decompostas nas matrizes U, D e V que podem ser
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particionadas na seguinte forma

D; O

D= V=[V,V
0 0 [V1Va]

U =[U; U,

de modo que A = U;D; VT é a forma reduzida da SVD de A; e a matriz

01
02
D, =
Op
Teorema 2.3
Seja A™*™ e posto(A) = p. Entdo,
p
A= ZUkUkaT-
k=1
Demonstracao:
Pela decomposicao SVD temos que
I o1 ) [ VT
T
g v
AMmXn u; Up Upir Um ] P T:D
1xm 0 Vp+1
T
- 0 - mXn \‘ Vn
_ VT -
vT
= 0 --- 0 p = T4 ... T L L04---40
= ui01 u,0y, T = | oguvy + +opupv, +0+ +
1xn V.
p+1
T
- Vn - nx1l
T T
= oiu1vy + -+ 0pupv } .

Pela Ultima expressdo verifica-se que
p
A= E (rkukvf,
i=1

onde u; é a k—ésima coluna de U e v, é a k—ésima coluna de V. Sendo que

nx1

1xp

U11 Uip
U21 Uzp
ul — . R ,up —
Up1 Upp
e
T _
Vi = | Y11 v Un1l |» yVp = | Vip V2p Upp
||
13
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3 Produto de Kronecker

O produto tensorial de Kronecker possui uma algebra rica e muito agradavel que suporta uma ampla gama de
algoritmos répidos, elegantes e praticos. (VAN LOAN, 2000)

Por simplicidade, vamos considerar apenas matrizes reais. Dadas duas matrizes A € R"*™ e B € RP*9, seu
produto de Kronecker A ® B € R("P)*(m4) & definido como

allB algB e almB
ang ang e asz

C=A®B= , (8)
anB apB - ap,,B

As suas propriedades fundamentais sdo diretas: (A®B)T = AT@B7T, (A®B) ! = A" 1@B !, (A®B)(D®E) =
AD®BEeDQ®(A®B)=(D®A)®B. (HORN e JOHNSON, 1991)

Na Subsecgao 4.1 implementamos o algoritmo para resolver (8).

3.1 O problema de matriz de posto baixo

Vamos mostrar como o Teorema de Eckart-Young-Mirsky pode ser usado para resolver o problema da melhor
aproximagao em termos de um produto de Kronecker. Vamos supor por simplicidade que temos uma matriz Cgx4
e queremos determinar qual é sua melhor aproximacdo em termos de um produto Aszys; ® Bsys, com todos os
caveats (ressalvas) com relacdo a unicidade deste problema. Deve-se minimizar

Ci1 Ci2 | €13 Cia

C21 C22 | C23 Co24

a11 A1z
C31 C32 | C33 C34 b1 b1
#(C) = — | Q21 Q22 (9)
C41  C42 | Ca43 C44 bor  boo
as1 as2

Cs1 Cs2 | C53 Co4

C61 Ce2 | C63 Ce4

dada a matriz C.

O Teorema de Eckart-Young-Mirsky, também conhecido como Teorema da Aproximacao de Menor Posto, afirma
que, dada uma matriz A de posto p, a melhor aproximagcao de A por uma matriz de posto ¢ < p em relagao
a norma espectral (ou de Frobenius) é obtida pela decomposicdo em valores singulares reduzida da matriz A,
truncando-se o Teorema 2.3, parak=1,--- ,¢<p.

Teorema 3.1: Eckart-Young-Mirsky

Seja A,.«» Uma matriz de posto p. Para a norma espectral (idem para a de Frobenius),
[A — Agllz < [|A - B2,

para todas matrizes B de posto ¢ < p.

Demonstracao: A demonstracao encontra-se em (SAA, 2023). |

Na subsegao 4.2 escrevemos o algoritmo para encontrar a matriz B de menor posto g que minimize a norma
da diferenca de uma matriz A de posto p > gq.
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4 Resultados e Discussoes

4.1 Produto de Kronecker

O Algoritmo 1 para determinar o produto de Kronecker definido n

a Equacao (8) estd desenvolvido a seguir:

Algoritmo 1 Algoritmo para o produto de Kronecker

1: Inicializar a matriz Cprxgs

2: Para: « 1 até p faca

3 Para j + 1 até q faca

4 row++ (1—1)-p+1

5: Para k < 1 até r faca

6 col+—(j—1)-s+1
7 Paral + 1 até s faca
8 C(row,col) < A(i,3) - B(k,1)
9: col < col +1

10: Fim Para

11: row  row + 1

12: Fim Para

13: Fim Para

14: Fim Para

15: Retorne Cprxgs

A segquir, realizaremos os calculos acima, para as mesmas matriz
processando de fato

1 1

A=|1 -1 )
1 1

3x2

de posto p = 2 e a matriz

1 2

B ] ,
-2 -1

2x%2

de posto g = 2, temos que o produto de Kronecker é ao utilizarmos o

es, como forma de testar se o algoritmo esta

produto (8), para esta aplicacao, temos

) 1 2 1 1 2 1 2 1 2
-2 -1 -2 -1 -2 -1 -2 -1
1 2 1 2 1 2 -1 -2
A®B = 1- (-1)- = =C.
-2 -1 -2 -1 -2 -1 2 1
1 2 1 2 1 2 1 2
1- 1
-2 -1 -2 -1 -2 -1 -2 -
L L i L i - L -4 6x4

utilizando o programa acima no MATLAB, produz o mesmo resultado:

1 2 1 2
-2 -1 -2 -1
1 2 -1 =2
C=
-2 -1 2
1 2 1 2
-2 -1 -2 -1
4.2 Matriz de posto baixo
Para responder a pergunta “[---] Em palavras simples, o proble

ma da aproximaca de posto baixo (lowrank

approximation) pode ser formulado como: dada uma matriz arbitrdria A de posto p, que matriz de posto ¢ < p

J. S. P. Ferreira - T. Felixon - F. C. Pereira
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pode ser considerada sua melhor aproximante? Com um pouco mais de precisdo, qual é a matriz B de posto mais
baixo tal que ||A — B|| seja minimo?” (SAA, 2023)

Algoritmo 2 Algoritmo de Eckart-Young-Mirsky
1: Fungao EckartYoungMirsky(A4, q)

2: [U, S, V] + Decomposicdo SVD de A

3 A< U(,1:q)-S(1:q,1:q)-V(;,1:q) > Melhor aproximacéo de posto g
4: E+— A-A,

5: o<« norma(E,2)
6
7
8:

i B« A
: Retorne B, o
Fim Funcao

Considerando-se que podemos escolher o posto g < p, entdo paraamatrizA=[-10 1;0 —1 1;1 1 0], que
tem posto p = 3, 0 ¢ pode assumir os seguintes valores: 1 e 2. Para o posto g = 1, o programa retorna a matriz que
tem o posto mais baixo que é a seguinte:

—0.6667 —0.6667 0.6667
—0.6667 —0.6667 0.6667
0.6667  0.6667 —0.6667

B,

Quando g = 2, o programa retorna

—1.0000 —0.5000 0.5000
B; = | —0.0000 —1.0000 1.0000
1.0000 0.5000 —0.5000

. , 1 .
Amatriz A é Ay = > 1_ opugvi. Paraopostog =1, Ay = Y, _, oxupvi = ocyusvy. Resumimos nas Tabelas
1 e 2 a analise das principais normas das duas matrizes.

Tabela 1: Comportamento das normas da matriz de posto mais baixog =1 < p.

Matriz  Posto  ||-|l2  |llF
A 3 2 V6
B, 1 2 2

A-A, 2 1 V2

A -B; 2 1.3333 V2
Fonte: elaborada pelos autores.

Tabela 2: Comportamento das normas da matriz de menor posto g = 2 < p.

Matriz  Posto ||-|lz |l llr
A 3 2 2.4495
B, 2 2 22361

A-A, 1 2 22361
A — B, 1 1 1

Fonte: elaborada pelos autores.

Portanto, a matriz By, para k = 1,2, de posto mais baixo que minimiza a norma da matriz diferenca ||A — B

|
i.e., que cumpre o Teorema 3.1 de Eckart-Young-Mirsky é a matriz By, porque de acordo com a Tabela 1, as
|JA — A1l = 1 e ||A — B1||r = v/2 s8o, respectivamente, menores ou iguais de que as normas de ||A — B;

l2 e
|A — B1||r = v/2, enquanto que para a matriz B, ocorre o contrério, conforme & Tabela 2 . |
Os detalhes do resultados do MatLab para ¢ = 1 estdo no Apéndice A e para ¢ = 2, no Apéndice B.

16 J. S. P. Ferreira - T. Felixon - F. C. Pereira
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4.3 Medida de emaranhamento

O termo “emaranhamento” geralmente nao é aplicado diretamente a duas matrizes. Emaranhamento é um
conceito que pertence a fisica quantica e estéd relacionado a correlacdo nao classica entre particulas subatémicas,
como elétrons, fétons e ions. O emaranhamento quantico ocorre quando o estado quantico de um sistema com-
posto por multiplas particulas ndo pode ser descrito independentemente dos estados das particulas individuais.

Em fisica quantica, as particulas emaranhadas estdo intrinsecamente correlacionadas, de modo que as medi-
cdes feitas em uma particula afetam instantaneamente o estado da outra, independentemente da distancia entre
elas. Isso viola a intuicao cldssica e é um fendmeno fundamentalmente quantico.

A “medida” de emaranhamento de um estado C sera

u(C) =||C - A®B. (10)

A principal tarefa sera propor e implementar um algoritmo para calcular u(C) definida por (9) e de modo geral
(10). Estamos interessados apenas em casos nao triviais, entdo vamos excluir os casos nos quais pelo menos uma
das matrizes “fatores” A e B é um escalar. Portanto, dado uma matriz C,, x», vamos minimizar (9) para todos os
possiveis produtos A,; ® B, com m = pr e n = gs, excluindo-se o caso trivialp=g=1e/four =s = 1.

Os resultados encontram-se no Apéndice C. Portanto, a medida de emaranhamento é: u(C) = 13.6381.

4.4 Algoritmo QR iterativo

Para estudarmos a decomposicao QR por método iterativo - para determinar os autovalores e os autovetores
associados, precisamos conhecer alguns fundamentos teéricos.
4.4.1 Transformacoées similares ou semelhantes

As matrizes A e B sdo similares se existir a matriz P, no singular, tal que B = P~1AP.

Teorema 4.1
Matrizes similares tém os mesmos autovalores.

Demonstracao:
det(A\I-B) = AP !P-P !AP = P1QI-A)P
det(A\I-B) = det ()\P—lP - P—lAP) = det (P—1 (AI-A) P)
= = det (P7!) det (\I — A) det (P)
1
= = det (AI — A)det (P
Jei(p) et 1 — A) det (P)
= = det(AI-A).
Portanto, A e B tém os mesmos polindmios caracteristicos. | |

Teorema 4.2
Seja B = P~'AP. Se (), v) é autopar de A, entdo (AP~'v) é autovetor de B.

Demonstracao: Suponhamos que (A, v) é autopar de A entdo Av = Av. Como B = P~1AP, entdo

BP'v = P !APP v =

BP v = P lAv =

BP v = P l, pois, Av=2Av —
BP v = )P lv.

J. S. P. Ferreira - T. Felixon - F. C. Pereira 17
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Portanto, (A, P~'v) seja autopar de B. [ ] [ ]

4.4.2 Método de Iteracao Ortogonal

(0)

Generalizagao do método das poténcias para p colunas com Q,,;,, onde Q tem colunas ortogonais.

Notem que o passo iterativo da decomposicdo QR é

A, = QiRg

(11)
A = ReQr = QFAQ,.

Por construgdo, o algoritmo, a cada passo, gera uma matriz A, similar a anterior Ay e, portanto, que tém os
mesmos autovalores. E facil ver que comecando-se com A0 = A, teremos

/—lzk%
A1 =Qf - QIQf =Qi1Qz- - Q. (12)
e ——

Py

sendo Pz uma matriz ortogonal. O ponto central do algoritmos é que sempre temos:

lim Pr,=U (13)

k—sc0

e, portanto, klim A; = D, e o problema da diagonalizacao esta resolvido.
—00

O pseudocédigo abaixo implementa o método QR definido em (11):

Algoritmo 3 Algoritmo QR para diagonalizagao de matrizes

Entrada: Matriz A € R™**™

Saida: Autovetores (matriz ortogonal U) e autovalores de A (diagonal da matriz A).
U« 1

: Para k = 0 até convergéncia faca

Realize a decomposicao QR de A: A = QR

Atualize A: A + RQ

Atualize U: U «+ UQ

: Fim Para

o U A W N

Os cédigos a seguir, correspondem ao Algoritmo 3 que estd sendo aplicado para diagonalizar uma matriz A
quadrada e exibir os elementos da matriz D que sado os autovalores de A, com isto, a matriz D serd semelhante
a matriz simétrica A. Por exemplo: seja

-1 0 1
A= 0 -1 1]. (14)
1 10

No Algoritmo 3, temos a decomposicao QR de uma matriz quadrada, para determinar os autovalores e os
autovetores associados. Nas Tabelas 3 e 4 estdo as oito (k = 8) iteracdes necessérias para determinar os trés
autovalores da matriz (14).

Tabela 3: Implementacao do Algoritmo 3

Iteragdes (k) 1 2 3 4 5 6
—1.5000 —1.8333 —1.9545 —1.9884 —1.9971 —1.9993
Autovalores —1.1667 —1.0758 —1.0222 —1.0058 —1.0015 —1.0004
0.6667 0.9091 0.9767 0.9942 0.9985 0.9996

Fonte: elaborado pelos autores.
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Tabela 4: Continuagao da Implementagdo do Algoritmo 3

Ilteracdes (k) 7 8
—1.9998 —2.0000
Autovalores —1.0001 —1.0000
0.9999 1.0000

Fonte: elaborado pelos autores.

Observe que ao atingirmos oito iteracdes obtivemos aos trés autovalores. Agora, Q é uma matriz ortogonal e

R é uma matriz triangular superior, e A = QR.

Teorema 4.3: Método das Poténcias

Considerem a sequéncia {x, Ax, A?x, - - - } de vetores, com x € R™ arbitrario. O que podemos afirmar sobre
essa sequéncia para o caso de A simétrica? Bem, nesse caso, os autovetores u; de A formam uma base
ortonormal de R™, e teremos x = ) _,_; axu,. Vamos supor os autovalores associados ordenados como

A1 > Aa,---. O caso de eventuais autovalores repetidos nao sera um problema. Teremos

n n A m

A"x = Zak)\znuk =AT" | oqu; + Zak <)\k> ug |,

1
k=1 k=2

Portanto,

lim AFfx = al)\’fuk.
m—r00

Demonstracao:

E um método iterativo que tem como objetivo encontrar o maior autovalor de A : n x n em valor absoluto.

No método das poténcias, iniciamos com um vetor arbitrario ug e escrevendo-o como combinacdo linear dos

autovetores ug, 1 =1,--- ,n.

k=1
Aplicamos A em x sucessivamente, obtemos
n n
Ax = E akAle = E ak)\kuk
k=1 k=1
n n
A2X = E akszi = E ak)\iuk
k=1 k=1

n
x” = A™x g apAp ug,
k=1

I
ing
2
>
3
g
I

onde (\g, ux) sdo autopares de A. Assumimos que,

AL] > [Xz] > |Az] > - > |An],

temos

n

X" = A™x = al)\;"ul—kZak)\Z‘uk
k=2

n m
Ak
= AT a1u1+Zak— ug
k=2 A1
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. e |
Assim, quando m — o0, W — 0, para k =2,---,n. Portanto,
1
lim Afx = al)\’fuk.
m—r00
Logo, o método converge para u;, 0 autovetor de A, associado ao maior autovalor. |

Seria possivel propor uma sequencia que selecionasse, por exemplo, os dois autovetores u; e u; associados aos
dois maiores autovalores? A resposta é sim, e basicamente devemos gerar duas sequéncias comecando-se com
dois vetores x e y linearmente independentes. Porém, se simplesmente repetirmos as iteracdes, terminaremos
com as duas sequéncias convergindo na mesma direcdo, a de u;. Como garantir, por exemplo, que a sequencia
de x convirja pra u; e a de y convirja pra uz? A resposta é: garantindo que as duas sequéncias sejam ortogonais
entre si, i. e., (A*y)T(A¥x) = 0 para todo k. Com isto, estaremos garantindo que a sequéncia A*x converge para
a direcao de u;, enquanto a Ay converge para a direcdo de maximo autovalor do subespaco ortogonal a uy,
quer dizer, estamos selecionando u, automaticamente. Se além de exigir ortogonalidade também impusermos
que todos os vetores da sequéncia sejam unitarios, evitaremos o problema da divergéncia em (16) para m — co.
Esta operacdo na pratica, corresponde a aplicar um procedimento de Gram-Schmidt a cada iteragao.

Porém, estamos interessados apenas nos vetores ortogonais, entdo podemos fazer A = QR e utilizar, no passo
seguinte, a matriz AQ, que por sua vez seria novamente decomposta em um produto QR e assim sucessivamente.
Estes passos correspondem ao Algoritmo 4, chamado de iteracao de subespacos, cuja convergéncia é muito mais
intuitiva que a do Algoritmo 3. A iteracao bésica aqui é

AUk = Uk+1Rk+1. (17)
Porém, aqui esperamos que
lim U, = U, (18)
k—oo

quer dizer, Uy converge para a matriz ortogonal dos autovetores de A.
Notem que, combinando-se (11) e (12), temos que o passo do algoritmo QR pode ser escrito como

Qf - QIQTAQ.Q: - Qr = Qr1Ri+1,

de onde temos:
Uy

—
Api1Q1--QQr AQi1Qsz - QrQpy1 Ry, (19)

Uk41

comprovando que os algoritmos 3 e 4 sdo, na préatica, idénticos, estabelecendo a convergéncia de 3 com base na
convergéncia esperada de 4.

Algoritmo 4 Algoritmo da iteragao de subespacos

Entrada: Matriz A € R™"*"

Saida: Autovetores (matriz ortogonal U) e autovalores de A (diagonal da matriz D).
1: U+1

2: Para k = 0 até convergéncia faca

3 Realize a decomposicao QR de AU: AU = QR

4: Atualize U: U + Q
5: Fim Para
6: D« UTAU

Este cédigo MATLAB implementa o algoritmo da iteracdo de subespacos , com entradas e saidas apropriadas.
Designaremos essa funcao com a matriz A, o nimero maximo de iteracées e um critério de tolerancia para
verificar a convergéncia. A matriz U retornada contém os autovetores, e a matriz D contém os autovalores de A.
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O Algoritmo 4 encontra a decomposicdo QR de uma matriz A: n x n através das reflexdes do método de
Householder.

4.4.3 Fatoracao QR utilizando Transformacoes de Householder

Considere A = QR. Obtemos uma matriz triangular superior que nao é semelhante a matriz A. Vamos usar
matriz de Householder para anular todos os elementos abaixo das subdiagonais.
O Algoritmo 5 retorna as matrizes T e Q.

Algoritmo 5 Reducao Tridiagonal QR

Entrada: Matriz simétrica A
Saida: Matriz tridiagonal semelhante T e matriz ortogonal Q

1: Inicialize T como uma cépia de A

2: Inicialize Q como a matriz identidade do mesmo tamanho que A
3: n + numero de linhas de A

4: Parak «+ 1 atén — 2 faca

5: Selecione a submatriz de T para a transformagao Householder
6: v + vetor de zeros do mesmo tamanho que a submatriz

7:  v(1) + norma da submatriz

8: Vv ¢ Vv + submatriz

9: v+« v/norm(v)

10: Atualize T e Q com a transformacao Householder

11: T(k+1l:nk:n)«T(k+1:nk:n)—2-v-(vI - T(k+1:n,k:n))
122 T(,k+1:n)«TGE+1:n)—2- (TG k+1:n)-v) -vT

132 Q(Lk+1:n)«Q(,k+1:n)—2-(Q(,k+1:n)-v) vl
14: Fim Para
15: Retorne T e Q

4.4.4 Fatoracao QR utilizando Transformacoes de Hessenberg

Seja Q uma matriz ortogonal. Entdo a QT AQ tem os mesmos autovalores de A. QTAQ = H, que é a matriz
de Hessenberg.
Definicao 4.1: Hessenberg

Uma matriz H = [h;;] € R™*™ é dita Hessenberg superior se h;; = 0 sempre que 7 > j + 1. Caso H” seja
Hessenberg superior, dizemos que H é Hessenberg inferior.

hi1 hiz aiz --- hl,nfl hin
ha1 hay haz -+ hon_1 hon
- 0 hzgs hzgz -+ hzn-1 hsn
- 0 0 haz -+ hapn1 hay
L 0 0 0 e hn,n—l hnn J

Considere H uma matriz de Hessenberg superior. H é uma matriz irredutivel se nao possui elementos nulos
na subdiagonal, ou seja, H; ;1 # 0.
Definicao 4.2

Uma matriz T = [t;;] € R™*" é dita tridiagonal se t;; = 0 sempre que |z — j| > 1, ou seja, se T é Hessenberg
inferior e superior.
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Teorema 4.4: Forma Hessenberg de um a Matriz

Toda matriz A € R™*™ pode ser decomposta em A = QHQT, em que Q € R™*" é ortogonal e H € R"*" ¢
Hessenberg superior.

Demonstracao: Ver (VAN LOAN e GOLUB, 1996).

Corolario 4.1: Forma tridiagonal de uma matriz simétrica

Toda matriz A € R™*™ simétrica é tridiagonalizdvel, ou seja, existem Q € R™"*™ ortogonal e T € R"*"
tridiagonal tal que QTAQ = T.

Demonstracao:
Pela decomposicdo de Schur, toda matriz é similar a uma matriz triangular superior T = Q7 AQ, em particular

QTAQ =T, para as matrizes reais, onde |\;| > [Aiy1], 1 =1,--- ,n.
T ) ’U,{’)\l’Ul 'U,{’)\Q'U2 0
v 1 T T T
1 U5 )\1’1)1 V5 )\2’!)2 U5 )\3’03
T vz A2 T T
Q AQ = ] ) [ Uy Uy 0 Uy | = 0 U3 AaUs U3 A3Us
T : : : 0
v, An r
0 0 0 S Un ApUp

Observe que os elementos fora da diagonal principal sao iguais a zero porque os autovetores sdo ortogonais entre
si (devido a ortogonalidade de Q). Portanto, QT AQ é uma matriz tridiagonal, e demonstramos assim que toda
matriz simétrica A é tridiagonalizavel por uma matriz ortogonal Q resultando em uma matriz tridiagonal T, o que
confirma o corolario. [ ]

4.4.5 Algoritmo QR Householder com reducao tridiagonal

Em principio, temos tudo o que precisamos para implementar um algoritmo bastante decente de diagonaliza-
cao e, com ele, podemos implementar um de SVD. H4, porém, um Ultimo passo que vale a pena expor. H4 ganhos
consideraveis, tanto de desempenho como de precisao, se aplicarmos o algoritmo QR a uma reducao tridiagonal
de A. Isto significa que nao aplicaremos o algoritmo QR diretamente na matriz A, mas sim numa matriz seme-
lhante QT AQ que seja tridiagonal, i.e., tem todas as entradas nulas exceto a diagonal principal, uma diagonal
acima e uma abaixo. Nao é dificil determinar que matriz ortogonal Q reduz uma matriz simétrica A a uma forma
tridiagonal, fica de exercicio. A dica é usar as transformacdes de Householder.

Algoritmo 6 QR Householder
1: Fungao QR_Householder(A)

2: n < tamanho da matriz A

3: @ < matriz de identidade de tamanho n

4. Parak < 1atémin(n — 1,n) faca

5: z + A(k : fim, k)

6: el « vetor de zeros de tamanho length(z)

7 el(1) «+ 1

8: v« sign(z(1)) - ||l|z||]| - el +z

9: v ”HZW

10: Ak : fim,k : fim) < A(k: fim,k : fim) —2.v - (v - A(k : fim, k : fim))
11 Q(k : fim,:) «+ Q(k : fim,:) —2-v - (v' - Q(k : fim,))
12: Fim Para

13: R+ A

14: Fim Funcao
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O Algoritmo 6 serve para gerar as matrizes A. Esse cédigo comega com uma matriz A, realiza a decomposicao
QR usando reflexdes de Householder e, em seguida, imprime a matriz A, a matriz Q, a matriz R e os autovalores
associados a essas matrizes resultantes, bem como a matriz QT AQ e seus autovalores. A decomposicdo QR é
Util para varias aplicacdes, como encontrar autovalores, resolver sistemas de equacdes lineares e realizar andlise
numérica.

4.4.6 Algoritmo QR Gram-Schmidt com reducao tridiagonal

O Algoritmo QR com Gram-Schmidt e reducao tridiagonal é utilizado para fatorar uma matriz, e a reducao
tridiagonal € um passo comum para simplificar uma matriz simétrica em uma matriz tridiagonal antes de aplicar
algoritmos QR. Vamos utilizar o pseudo cédigo para a decomposicao QR utilizando o processo de Gram-Schmidt
modificado e em seguida descrever a reducdo tridiagonal.

Entrada: Matriz A de dimensio m x n (com m >= n)

Saida: Matrizes ortogonais Q e triangulares superiores R tais que A = Q * R

Inicializar Q como uma matriz m x n de zeros.
Inicializar R como uma matriz n x n de zeros.
. Para cada coluna k de A (1 <= k <= n):

v = A[:, k] (a k-ésima coluna de A)

R[j, k] = dot(Q[:, jl, v) (produto escalar entre a coluna j de Q e v)

v =v - R[j, kI * Q[:, j]

Rlk, k]

Ql:, k]
10.Retornar Q e R.

1.

2

3

4

5. Para cada coluna j de Q (1 <= j < k):
6

7

8 [lvl|] (norma de v)

9

v / Rlk, k] (normaliza v para formar a k-ésima coluna de Q)

Algoritmo 7 Algoritmo QR Gram-Schmidt com Reducao Tridiagonal

1: Entrada: Matriz A de dimensaom xncomm > n
2: Saida: Matrizes ortogonais @ e triangulares superiores R tais que A = @ - R e matriz tridiagonal T
3: Parte 1: Decomposicao QR (Gram-Schmidt modificado)
4: Inicializar @ < Omxn > Matriz @ de zeros
5: Inicializar R < Opxn > Matriz R de zeros
6: Para k = 1 até n faca
7. v+ ALK > Selecionar a k-ésima coluna de A
8: Paraj =1 até k — 1 faca
o: R[5, k] < Q[:,5]F -v > Produto escalar entre Q[:,7] e v
10: UFU—R[jak]'Q[:vj]
11: Fim Para
12: Rk, k] « ||v]| > Norma de v
13: Q[ k] < v/R[k, k] > Normalizar v e armazenar em Q
14: Fim Para
15: Parte 2: Reducdao Tridiagonal (para matriz simétrica)
16: Parak = 1 atén — 2 faca
17:  Selecione o subvetor z «+ A[k + 1: n, k]
18: Compute o vetor de Householder v tal que reflete z
19:  Compute a matriz de Householder H « I — 2vv7
20: Atualize a matriz A:
21 Alk+1:nk+1:n]« H-Ak+1:nk+1:n]-HT
22 Alk+1:n,k]l« H-Alk+1:n,k
23: Fim Para
24: A matriz resultante A é tridiagonal.
25: Retornar Q,R, A > Onde A agora é a matriz tridiagonal T’
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4.4.7 Pseudo-cédigo Reducao Tridiagonal (para matrizes simétricas)

Se vocé tem uma matriz simétrica, antes de aplicar o método QR, geralmente a matriz é convertida para uma
forma tridiagonal. A seguir estad o pseudo-cddigo basico para a reducdo tridiagonal utilizando transformacdes de
Householder:

Entrada: Matriz A simétrica de dimensdo n x n

Saida: Matriz T tridiagonal equivalente a A

[y

. Para k = 1 até n-2:
Selecione o vetor x = A[k+1:n, k] (subvetor da coluna k)
Compute o vetor de reflex@o de Householder v tal que v reflete x ao longo de um vetor
paralelo ao eixo.

4. Compute a matriz de Householder H = I - 2%v*v~T (I & a matriz identidade e v & o vetor

de Householder)

5. Atualize a matriz A:

Alk+1:n, k+1:n] = H * A[k+1:n, k+1l:n] * H°T

Alk+1:n, k] = H * A[k+1:n, k]

6. Retornar A como uma matriz tridiagonal.

Observacao 4.1

QR com Gram-Schmidt modificado: O algoritmo constréi as matrizes ortogonais Q e triangulares R
iterativamente. A cada passo, uma nova coluna de Q é obtida ortogonalizando a respectiva coluna de A
em relagdo as colunas anteriores e normalizando.

Reducao Tridiagonal: A matriz simétrica A é transformada em uma matriz tridiagonal T, que possui ele-
mentos diferentes de zero apenas nas diagonais principal e sub/superdiagonal. As reflexdes de Householder
sao usadas para zerar elementos fora dessa faixa.

Este é o c6digo em MATLAB que implementa tanto o Algoritmo QR utilizando o processo de Gram-Schmidt
modificado quanto a reducao tridiagonal para matrizes simétricas:

function T = tridiagonal_reduction(A)
clc;
A=[-2-1012;-13579; 05568 ;176711 ; 2938 11 0];

size(A, 1); % Dimensdo de A

n
T =A; % Inicializar T como uma cdpia de A
for k = 1:n-2
% Selecione o subvetor x
x = T(k+1:n, k);
% Crie o vetor de Householder v
el = zeros(length(x), 1);
el(1) = norm(x);
v=2x - el;
v = v / norm(v);
% Atualize a matriz T
T(k+1:n, k:n) = T(k+1:n, k:n) - 2 * v * (v’ * T(k+1l:n, k:n));
T(k:n, k+1:n) = T(k:n, k+1:n) - 2 * (T(k:n, k+1:n) * v) * v’;
end
end
disp(’Matriz A:’);
disp(4);
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disp(’Matriz T:?);
disp(T);

As matrizes sao:

Matriz A:
-2 -1 0 1
- 3 5 7
0 5 5 6
7 6 7 11
2 9 8 11 0
Matriz T:
-2.0000 2.4495 0 0.0000 0.0000
2.4495 0.6667 14.4818 0 -0.0000

0 14.4818 17.4147 7.1298 0.0000
0.0000 -0.0000 7.1298  -2.9125 0.9117
0.0000 -0.0000 0.0000 0.9117 -0.1688

ans =
-2.0000 2.4495 0 0.0000 0.0000
2.4495 0.6667 14.4818 0 -0.0000
0 14.4818 17.4147 7.1298 0.0000
0.0000 -0.0000 7.1298 -2.9125 0.9117
0.0000 -0.0000 0.0000 0.9117 -0.1688
b

5 Conclusao

Neste texto, abordamos diversos tépicos relacionados a métodos computacionais de matrizes e algebra linear,
apresentando algoritmos e conceitos importantes.

Na primeira parte do trabalho, utilizou-se a decomposicao SVD, Equacgao (1), para estudar o produto de Kro-
necker e o problema da matriz de posto baixo, conforme o Algoritmo 2 e os resultados discutidos nas Tabelas 1 e
2.

A segunda parte, envolve a decomposicao de matrizes para determinar autovalores/autovetores iterativos: de-
senvolvimento de algoritmos relacionados as decomposicdes SV D e QR de matrizes e calculo de autovalores/au-
tovetores. Algoritmo eficiente para calcular o produto de Kronecker entre matrizes, Util em varias aplicacdes.
Algoritmo de Eckart-Young-Mirsky para aproximacao de matriz de posto baixo, com cédigo MATLAB fornecido. A
demonstracao pratica com exemplos e andlise das normas das matrizes.

Medida de emaranhamento em decomposicdes tensoriais: Calculo da medida de emaranhamento entre matri-
zes resultantes de decomposicdes tensoriais. Utilizacao de matrizes D e E para calcular C por meio de decompo-
sicao tensorial. Uso de loops para considerar todas as combinacdes de tamanhos de matrizes A e B. Célculo da
norma-2 da diferenca entre C e Cestimado Para avaliar o grau de emaranhamento.

Algoritmo QR Iterativo para Autovalores/Autovetores: matrizes similares e o teorema de que matrizes simila-
res compartilham os mesmos autovalores, com a explicacdo do método de iteracao ortogonal QR para calcular
autovalores e autovetores. Diversos pseudocddigo do algoritmo QR iterativo, destacando a convergéncia com
uma métrica de tolerancia. Exemplo pratico de diagonalizacao de matriz usando o algoritmo QR.
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A diagonalizacdo de Matrizes e Algoritmo QR Householder: importancia dos autovalores/autovetores na al-
gebra linear e suas aplicacdes. Apresentacao do algoritmo QR Householder para diagonalizacao de matrizes
simétricas. Uso da decomposicdo QR para transformar a matriz em uma forma tridiagonal. Apresentacao do
Algoritmo QR de Householder e sua aplicacao pratica em um exemplo numérico.

A diagonalizacao de matrizes e algoritmo QR de Gram-Schmidt: com a reducao tridiagonal. Este algoritmo é
usado para diagonalizar uma matriz, transformando-a em uma forma tridiagonal, simplificando assim o processo
de diagonalizagao. O Algoritmo QR Gram-Schmidt com reducao tridiagonal realiza a ortogonalizagao de vetores
da matriz A, produzindo a matriz ortogonal Q e a matriz tridiagonal R. Essas matrizes sao essenciais para a dia-
gonalizacao de matrizes simétricas e tém amplas aplicacdes em campos como andlise numérica e processamento
de sinais. O exemplo numérico fornecido ilustra a implementacao bem-sucedida do algoritmo e a obtencado das
matrizes Q e R a partir de uma matriz A.

Em resumo, o texto explora uma variedade de algoritmos e conceitos relacionados a matrizes e &lgebra linear,
abordando desde a multiplicacdo de matrizes até a diagonalizacdo de matrizes simétricas. Esses tdpicos sdo
fundamentais em diversas areas da ciéncia e engenharia e fornecem ferramentas poderosas para resolver uma
ampla gama de problemas complexos envolvendo matrizes.
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A Matriz de posto baixo para q=1

Norma da diferengca ||A - Bl|: 1
0 posto da matriz A eh:
3

Matriz B de posto mais baixo:
-0.6667 -0.6667 0.6667
-0.6667 -0.6667 0.6667

0.6667 0.6667 -0.6667

0 posto da matriz B eh:
1

A norma-2 da matriz B eh:
2.0000

A matriz A eh:

-1 0 1
0 -1 1
1 1 0

A norma-2 da matriz A eh:
2

A matriz A - B eh:
-0.3333 0.6667 0.3333
0.6667 -0.3333 0.3333
0.3333 0.3333 0.6667

0 rank da matriz A-B eh:
2

A norma-2 da matriz A eh:
2

A norma-2 da matriz A-B eh:
1.0000

Matriz U:
-0.5774
-0.5774

0.5774

>>

B Matriz de posto baixo para q=2

Norma da diferenca ||A - Bl|: 1
0 posto da matriz A eh:
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Matriz B de posto mais baixo:
-0.6667 -0.6667 0.6667
-0.6667 -0.6667 0.6667

0.6667 0.6667  -0.6667

0 posto da matriz B eh:
1

A norma-2 da matriz B eh:
2.0000

A matriz A eh:

-1 0 1
0 -1 1
1 1 0

A norma-2 da matriz A eh:
2

A matriz A - B eh:
-0.3333 0.6667 0.3333
0.6667 -0.3333 0.3333
0.3333 0.3333 0.6667

0 rank da matriz A-B eh:
2

A norma-2 da matriz A eh:
2

A norma-2 da matriz A-B eh:
1.0000

Matriz U:
-0.5774
-0.5774

0.5774

C Medidas de emaralhamento

Resultados da Subsecgao 4.3: célculo de u(C).

A matriz D eh:

-1 0 1
0 -1 1
1 1 0

28

J. S. P. Ferreira - T. Felixon - F. C. Pereira



Volume 11 - Nimero 2 Dezembro 2024 Paginas: 9 a 30

0 posto da matriz D eh:
3

A matriz E eh:

1 2
2 3
3 4

0 posto da matriz E eh:

0 posto da matriz C = D*E eh:

0 valor de p eh:

0 valor de q eh:

0 valor de r eh:

0 valor de s eh:

A matriz A = randn(p, q) randomica eh:
0.6128 -0.3740 -0.7033
1.9565 2.2380 0.5635
2.2663 -0.1596 -0.0503

A matriz B = randn(r, s) eh:
1.1636 -3.0291
0.6588 0.5406
-1.5501  -1.0090

A matriz C = D*E eh:

-1 -2 1 2
-2 -3 2 3
-3 -4 3 4
0 0 - -2 1 2
0 0 -2 -3 2 3
0 0 -3 -4 3 4
1 2 1 0 0
2 3 0 0
3 4 0 0

A matriz rand~omica C eh:
0.7131 -1.8563 -0.4351 1.1328 -0.8183 2.1303
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0.4037
-0.9499
2.2766
1.2890
-3.0328
2.6371
1.4931
-3.5130

0.
-0.
-5.

1.
-1.
-6.

1.
-2.

3313
6183
9265
0577
9741
8650
2251
2867

0 posto da matriz A

3

0 posto da matriz B

2

.2464

0.5797
2.6042
1.4744

eh:

eh:

.4692
.1857
.10561
.2474

0 posto da matriz C_estimada

6

ans =

13.6381

eh:

.2022
L3773
L7793
.2098
.2582
.4834
.0863
.1610

.4633

1.0901
0.6557
0.3712

.8734
.0585
.0331
.0780

-0

.3802
.7096
.7068
.3046
.5685
.1524
.0272
.0507
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