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Resumo

Neste trabalho verificamos que qualquer anel associativo primo sem elemento identidade pode ser considerado como um ideal de um anel
associativo primo com elemento identidade. Este resultado facilita a solugdo de alguns problemas na teoria de anéis primos sem identidade.
Em particular, utilizando este resultado verificamos algumas equivaléncias usuais de ideais primos em anéis associativos sem identidade.

Palavras-chaves: Anel Associativo. Sem Identidade. Imersdo.

Abstract

In this work we verify that any prime associative ring without identity element can be considered as an ideal of a prime associative ring with
an identity element. This result facilitates the solution of some problems in the theory of prime rings without identity. In particular, using this
result we verify some usual equivalences of prime ideals in associative rings without identity.

Keywords: Associative Ring. Without identity. Embedding.

1 Introducao

Uma das caracteristicas da matematica do Ultimo século foi a sua tendéncia para a abstracao, a teoria de anéis
é um dos frutos dessa abstracdo, sendo um sistema algébrico que funciona como uma das pedras fundamentais
para estruturas que compreendem o campo de estudos denominado Algebra Moderna. Existem muitos resultados
que sao validos para anéis com identidade e ndo se verificam para anéis sem identidade, por exemplo, todo ideal
maximal de um anel com identidade é um ideal primo, este resultado ndo é valido para anéis sem identidade.
Um exemplo importante de anéis sem identidade sao os anéis nil, ou seja, anéis cujos elementos sao nilpotentes.
Existe uma famosa conjectura, na teoria de anéis nil, que atualmente é denominada como o problema de Koéthe,
que estabelece a seguinte questdo: A soma de dois ideais a direita nil é também um ideal a direita nil? Este
problema foi introduzido por G. Kéthe em 1930 e continua em aberto até o presente momento. Uma longa lista
de questdes relacionadas com a conjectura de Kéthe aparece na literatura, todas abordando questdes de nilidade.
Algumas questdes envolvendo nilidade de anéis podem ser encontradas em (FERRERO e WISBAUER, 2003). Neste
trabalho, estudamos algumas propriedades de anéis associativos ndo necessariamente com elemento identidade.
Na secdo 2 apresentaremos alguns conceitos bdsicos na teoria de anéis associativos ndo necessariamente com
elemento identidade, para mais detlhes ver (DOMINGUES e IEZZI, 2003), (GONCALVES, 1979), (MCCQY, 1969) e
(MILLES, 1972). Na secao 3 apresentamos o resultado principal deste trabalho. Assumimos que o leitor tenha uma
razoavel familiaridade com as noc¢des basicas da teoria de grupos.
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2 Nocoes Basicas na Teoria de Anéis

Definicao 2.1

Um conjunto ndo vazio R é dito um anel associativo ou simplesmente um anel, se em R estdo definidas

duas operacdes bindrias, que indicaremos por + e -, chamadas de adicdo e multiplicacdo, respectivamente,
tais que, para todos a, b, c € R, verifica-se:

i) (a+b)+c=a+ (b+c), aoperacao de adicdo é associativa.
%1) a+ b =>b+ a, a operagao de adicao é comutativa:.
11t) Existe um elemento neutro0 € R, talquea+0=0+a = a.
1v) Existe o elemento simétrico —a € R, tal que a + (—a) = (—a) +a = 0.
v) (a-b)-c=a-(b-c), aoperagdo de multiplicagdo é associativa.
vi) a-(b+c)=a-b+a-ce(b+c)-a=b-a+c-a, as operagdes de multiplicacdo e adigdo satisfazem as

leis distributivas.

Observacao 2.1

Sejam R um anel e a, b elementos quaisquer de R. Se a operacao multiplicacdo em R é comutativa, isto é,
a-b=2"b-a, dizemos tratar-se de um anel comutativo. Se a operacdo multiplicacdo em R tem um elemento

neutro, isto é, existe um elemento e € R,e # 0, tal que a-e = e -a = a, dizemos que o anel R tem elemento
identidade.

Por simplicidade de notagao eliminaremos, de agora em diante, o ponto de a.b e indicaremos este produto
simplesmente por ab. A seguir listamos alguns exemplos de anéis.

Exemplo 2.1

O conjunto M, (R) das matrizes de ordem n sobre os nimeros reais com as operacdes usuais de adicdo e
multiplicacdo é um anel ndo comutativo com identidade.

Exemplo 2.2

O conjunto 2Z = {2n tal que n € Z} com as operagdes usuais de Z é um anel comutativo sem identidade.

Exemplo 2.3

Considere os anéis R; e R,. No produto cartesiano
R; x Ry = {(a,b) tal que a € Ry, b€ Ry}
definimos as operacdes de adicdo e multiplicacdo respectivamente, por
(a,b) + (c,d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b)(c,d) = (ac, bd).

Com estas operacdes R; X Ry é um anel, chamado anel produto de R; e R, ou simplesmente, produto
direto de R; por Rs.
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Definicao 2.2

Seja R um anel. Um subconjunto S de R é chamado um subanel de R, se S é um anel em relacao as
operacoOes induzidas por restricao das operacdes de R.

Exemplo 2.4
%) 0 conjunto 2Z é um subanel sem identidade Z.
24) O conjunto Z é um subanel de R e ambos tém a mesma identidade.

14%) Considere o produto direto Z x Z com as operagdes usuais. O conjunto {0} x Z é um subanel de Z x Z.
Aidentidade do anel Z x Z é o elemento (1, 1) e a identidade de {0} x Z é o elemento (0, 1).

Proposicao 2.1

Sejam R um anel e S um subconjunto ndo vazio de R. O conjunto S é um subanel de R, se e somente se,
a—beSeabe Sparacadaa,beS.

Demonstracao: Sejam S é um subanel de Rea, b € S. Como S é um anel, claramentea —b € Seab € S.
Reciprocamente, considere a —b € Seab € S paracadaa, b€ S. Temos que, 0 =a —a € S, assim o elemento
neutro da adigdo estd em S, o que mostra a condicdo :2z) da definicdo de anéis. Como a + (—a) = 0 € S, entdo
—a € S, que mostra a condicdo 7v) da definicdo de anéis. Além disso, a + b = a — (—b) € S. As condigdes ), 1), v)
e vt) da definicdo de anéis seguem do fato que S C R. Portanto S é um anel com as operagdes induzidas de R. B

Definicao 2.3

Sejam R um anel e I um subgrupo de R com relacdo a adicdo. Entao
%) [ é um ideal a direitade R, seba € I paracadaa € Rebe I.
24) I éum ideal a esquerdade R,seab¢€ [ paracadaaec Rebe I.

244) I é um ideal de R, se I é simultaneamente um ideal a esquerda e um ideal a direita de R.

Exemplo 2.5

Sejam Rum anel ea € R.
4) O subconjunto aR = {abtal que b € R} é um ideal a direita de R.
4%) O subconjunto Ra = {ba tal que b € R} é um ideal a esquerda de R.
144) O subconjunto (a) = {na+sa+at+ ) s;at; talquen € Z, s, t, s;, t; € R} é um ideal de R, chamado

de ideal gerado por a.

Proposicao 2.2

Sejam I e J ideais de um anel R. Entdo
1) Alintersecdo, INJ={z € Rtalquez € [ ez € J} é um ideal em R.
13) Asoma, I+ J={z+y€ Rtalqueze ey € J} éumideal em R.
114) O produto, IJ ={>"" z;y; € Rtalquez; €  ey; € J} é umideal em R.

Demonstracdo: Temosque0 € Je0 € J,assim0€INJ,0=0+0€ I+ Je0=00¢c IJ. E facil verificar
que, INJ, I+ J e IJ sao subgrupos aditivos de R.
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i1)Sejamz € INJea€ R . Entdoz € I ez € J. Como I e J sdo ideais, entdo az, za € [ e az, za € J. Portanto az,
za € INJ. Entdo I N J é um ideal de R.

11) Sejambe I+Jea € R. Entdob=z+ycomz € Tey € J. Como I e J sdo ideais, entdo ba = (z+y)a = za+ya
comza € I, ya € J. Portanto ba € I + J. Analogamente, ab € I + J. Entdo I + J é um ideal de R.

i1) Sejam b € IJea € R. Entdo b = Y. z;y; comz; € [ ey; € J. Como I e J sdo ideais, entdo ba =
(> ziyi)a =y zi(ysa) comz; € I, y;a € J. Portanto ba € IJ. Analogamente, ab € IJ. Entdo IJ é um ideal
de R. |

Sejam R um anel e I um ideal de R. Definimos em R uma relacao da seguinte forma:
a=bse, esomentese,a—bel.
A relacdo definida acima é uma relacdo de equivaléncia. De fato, como0 =a—a € I, entdoa = a. Se a = b,
entdoa—bel. Assmb—a=—(a—0b) €l logob=a. Sea=beb=c entdoa—-beleb-cel. Logo

a—c=(a—0b)+(b—c) €I, assim, a = c. Portanto é uma relagdo de equivaléncia.
Denotamos por R/I o conjunto das classes de equivaléncia, onde a classe do elemento a € R é o subconjunto

a=a+I={a+btalquedbe I}
No conjunto R/I definimos as operagdes de adicdo e multiplicacéo, a partir das operagdes de R, da seguinte forma
a+b=a+bistoé (a+I)+(b+I)=(a+b)+1.
@b = abou seja, (a+ I)(b+I) = (ab) + I.
As operagdes definidas acima ndo dependem da escolha de representantes em R/I. De fato, se

a+I=a+Teb+1=0Vb+1,

entao
a—a €leb-b €l
Na soma,
(a+b)—(a"+b)=(a—a )+ (b-V) €I
Entao

(a+b)+I=(a"+b)+1I,istoé, (a+I)+(b+I)=(a"+1I)+ (b +1).
No caso da multiplicacao, temos que
bla—a')elTe(b—0)d el
Entdo
ba —b'a’ = ba —ba' +ba' —b'a' =bla—a')+ (b—V)a €1
Entdo

ba+I="ba +1,istoé, (b+1)(a+1)= b +1)(a' +1).
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Proposicao 2.3

Sejam R um anel e I um ideal de R. O Conjunto R/I com as operagdes de soma e multiplicacdo definidas
anteriormente é um anel, chamado anel quociente R por I.

Demonstragéo: i) Associatividade da adig&o,
la+D)+@G+D]+(c+)=[(a+b)+I]+(c+I)=(a+b)+c+I
=a+(b+e)+I=(a+D)+[b+c)+I=a+I+][b+1I)+ (c+1I)].

i) Comutatividade da adic&o,
(@+D)+0+D)=(a+b)+I=0b+a)+I=(b+I)+(a+]).

121) 0+ I é o elemento neutro de R/I, onde 0 é o elemento neutro de R, pois (a+I)+ (0+I)=(a+0)+I=a+ 1.
1w) —a + I é o elemento simétrico do elemento a + I de R/I, onde —a é o elemento simétrico de a em R. De fato,
a+I+(—a)+I=a+(-a)+I1=0+1.

v) A operacdo de multiplicagdo é associativa, pois

(a+ )b+ D)(c+1)=(ab+I)(c+1I) = (ab)c+I
a(be) + I = (a+I)(bc+1I) = (a+D)[(b+I)(c+1I).

vi) As operacdes de multiplicacdo e adico satisfazem as leis distributivas, pois
(a+D[b+I)+(c+D]=(a+)b+c+I)=ab+c)+1
=(ab+ac)+I=(ab+I)+(ac+I)=(a+I)(b+I)+ (a+I)(c+]I).

A outra lei,
6+ 1)+ (c+D(a+I)=@+I)(a+I)+(c+D(a+1)
pode ser verificada de forma anéloga. n

Proposicao 2.4

Sejam R um anel e I um ideal de R. Se J é um ideal de R/I, entdo existe um ideal H de R que contém I
tal que J = H/I.

Demonstracdo: Seja J um ideal de R/I. Considere H = {a € Rtalquea+ I € J}. Sea € I, entdo
a+I=0+4+I€J, logol C H. Dadosa,be Her € R, pordefinicioa+I€ J,b+Ie€Jer+I¢e R/I. Como
J éideal de R/I, seque que (=b+ 1) € J, (a+I)+(-b+I)=(a—-b)+I € Je(a+)(b+1I) =ab+1I€J.
Entdoa —b € H e ab € H. Portanto H é um subgrupo aditivo de R. Além disso, (a+ I)(r+I) =ar+I € Je
(r+I)(a+1I)=ra+1¢€ J, entdo ar, ra € H. Portanto H é um ideal de R. Temos que, J = H/I. De fato, seja
a€J entdoa=>b+1. Assimbe H,logoa =b+ 1 € H/I. Portanto J C H/I. Para outra inclusdo considere
a € H/I,assima=>b+1combe H. Entdo pela definicdo de H temos que a =b+ 1 € J, assim H/I C J. Portanto
J=H/I. |

Definicao 2.4

Dados os anéis R e S, uma funcdo f : R — S é chamada de um homomorfismo de anéis se para todo
a,b € R, vale:

E. S. Miranda - V. C. Cardoso - J. G. Zabini 5



Revista Eletronica Matematica e Estatistica em Foco

i) fla+b) = f(a) + f(b)
) f(ab) = f(a)f(b)

Exemplo 2.6

Sejam R um anel e I um ideal de R. A fungdo f : R — R/I dada por, f(a) = a é um homomorfismo de
anéis.

Definicao 2.5
Seja f : R — S um homomorfismo de anéis.
%) f é chamado monomorfismo se f é injetor.
%4) f é chamado epimorfismo se f é sobrejetor.

111) f é chamado isomorfismo se f é injetor e sobrejetor. Nesse caso, dizemos que R e S sdo isomorfos e
denotamos por R~ S.

3 Imersao de Anéis sem ldentidade

Seja R um anel nao necessariamente com elemento identidade. Nesta secao denotaremos por S = Z x R o
produto do conjunto dos nimeros inteiros Z por R com as seguintes operacdes de adicao e multiplicacdo. Se m e
n estaoem Z e a, b estao em R, definimos a adicao e a multiplicacao em S por

(m,a) + (n,b) = (m +n,a+b)
(m,a)(n,b) = (mn,mb+ na + ab),

onde na e mb denota (a+ a + ... + a) n-vezes e (b+ b + ...b) m-vezes respectivamente. Se n é um inteiro negativo,
o elemento na denota ((—a) + (—a) + ... + (—a)) (—n)-vezes. No caso n = 0, Oa denota o elemento neutro 0 de R.

Proposicao 3.1

Seja R um anel qualquer. O conjunto S = Z x R é um anel com identidade, com as operacdes de adicao e
multiplicacao definidas acima.

Demonstracao: Sejam (m,a), (n,b) e (o,c) € S.

(z) vale a associatividade da adigdo, pois

(m,a)+ [(n,b) + (0,¢)] = (m,a) + (n+o0,b+c)=(m+[n+o],a+[b+c])

= ([m +n]+o,[a+8]+c) =[(m,a) + (n,b)] + (0, ¢).

(i2) O elemento neutro da adicéo é (0, 0), pois

(0,0) + (m,a)=(0+m,0+a)=(m+0,a+0) =(m,a) +(0,0) = (m,a).
(i12) A soma é comutativa, pois

(m,a) + (n,b) = (m+mn,a+b) =(n+m,b+a) = (n,b) + (m,a).
(zv) O elemento simétrico da adicdo de (m, a) é o elemento (—m, —a), pois
(m,a) + (—m, —a) = (m —m,a —a) = (0,0).

(v) Vale a associatividade da multiplicacéo, pois
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(m,a)[(n,b)(o,c)] = (m, a)(no,nc+ ob + bc)
= (mno, m(nc + ob+ bc) + noa + a(nc+ ob + be))

= (mmno, mnc + mob + mbc + noa + anc + aob + abc)

= (mno, mnc + omb + ona + oab + mbc + nac + abc)

= (mno, mnc + o(mb + na + ab) + (mb + na + ab)c)

= (mn,mb+ na + ab)(o,c) = [(m, a)(n,b)](o,c).
(ve) vale a distributividade, pois
(m,a)[(n,b) + (0,c)] = (m,a)(n + o0,b+ c) = (mn + mo,mb+ mc+ an + ao + ab + ac)
= (mn, mb+ an + ab) + (mo, mc+ ao + ac) = (m,a)(n,db) + (m,a) + (o, c).
Além disso, (1,0) é o elemento identidade de S. Pois,

(1,0)(m,a) = (Im,la + m0 + Oa) = (m,a)
(m,a)(1,0) = (m1,m0+ la + a0) = (m, a).

Portanto S é um anel com identidade. ]
A préxima proposicdao mostra que qualquer anel sem identidade pode ser considerado como um ideal de um
anel com identidade.

Proposicao 3.2

Sejam R um anel qualquer e S = Z x R. Entao existe um ideal de S isomorfo a R como anel.

Demonstracdo: Seja R um anel qualquer. Considere o conjunto B = {(0,r) tal que »r € R}. Basta mostrar
que B é um ideal de S = Z x R, isomorfo a R, como um anel. Temos que B é um subanel de S. De fato, Sejam
(0,a) € Be (0,b) € B. Entéo

(0,a) — (0,b) = (0,a—b) € B

(0,a)(0,b) = (00,06 + Oa + ab) = (0, ad) € B.
Portanto B é um subanel de S. Sejam (m,a) € S e (0,b) € B. Entéo,
(0,b0)(m,a) = (0Om,0a + bm + ba) € B
(m,a)(0,b) = (m0, mb+ a0 + ab) = (0, mb + ab) € B.

Portanto, B é um ideal de .S. Considere a aplicagdo ¢ : R — B, dada por ¢(r) = (0,r). Para cada ry, 7> € R, temos
que

p(r1+7r2) = (0,71 +72) = (0,71) + (0,72) = (r1) + p(r2)
p(rir2) = (0,r172) = (0,71)(0,72) = p(r1)p(r2)

Assim ¢ é um homomorfismo de anéis. Claramente ¢ é um homomorfismo sobrejetor. Além disso, se ¢(r;) =
©(r2), entdo (0,71) = (0,72), assim ry = r5. Entdo, ¢ é homomorfismo injetor. Portanto ¢ é isomorfismo, ou seja,
R~ B. |
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Observacao 3.1

Sejam R um anel qualquer e S = Z x R. Pela proposicao anterior, existe um ideal de .S isomorfo a R. Para
simplificar as notagdes podemos considerar R C S.

Definicao 3.1

Um ideal P de um anel R é chamado ideal primo se para quaisquer ideais I, J de R com IJ C P, entdo
I CPouJCP. Um anel R é dito primo se (0) é um ideal primo de R, isto é se IJ = 0, entdo I = 0 ou
J=0.

Exemplo 3.1

R =27 é um anel primo e S = Z x 27Z nao é um anel primo.

Para anéis primos R, estudamos a construcdao de um anel R* com as mesmas propriedades de S e preservando
algumas propriedades de R.

Lema 3.1

Sejam R um anel qualquer e S = Z x R. O conjunto anulador A,,S(R), definido por
AnnS(R) = {s € S tal que Rs = 0}

é um ideal de S.

Demonstracdo: Sejam (m,a), (n,b) € AppS(R) e (0,c) € S. Temos que
R((m: a) - (n7 b)) g R(m’ a’) - R(na b) =0e R(m’ a)(n7b) = 0;

assim (m,a) — (n,b) € ApnS(R) e (m,a)(n,b) € ApnS(R). Portanto, A,,S(R) é um subanel de S. Temos que
R(m,a)(o,c) = 0, entdo (m,a)(o,c) € AnnS(R). Assim A,,S(R) é um ideal a direita de S. Agora vamos mostrar
que A,,S(R) é um ideal a esquerda de S. De fato, paracadar € R, (0,7) € S,

(0,7)(0,c)(m,a) = (0,70 + rc)(m,a) C R(m,a) = 0.

Logo R(o,c)(m,a) =0, entdo (o, c)(m,a) € AnnS(R). [ |
Sejam R um anel sem identidade e S = Z x R. Definimos o anel com identidade R* como o anel quociente

R* = S5/A,.S(R).
Note que, (1,0) + AnnS(R) é 0 elemento identidade de R*, onde (1,0) é o elemento identidade de S.

Proposicao 3.3

Se R é um anel primo qualquer, entdo o anel R* = S/A,,S(R) é um anel primo com identidade.

Demonstracao: Sejam U e V ideais de R* tal que UV = 0. A Proposicéo 2.1 implica que U = U; + A, S(R) e
V =Vi + A S(R) onde U, e V; séo ideais de S. Como U1V + A, S(R) CUV =0, entdo U1 V; C A, S(R). Assim
RU,V; =0, logo RU1RV; = 0. Como R é um anel primo, entdo RU; = 0 ou RV; = 0. Portanto U; C A,,S(R) ou
Vi C A S(R). Portanto U =0 ou V = 0. Entdo R* é um anel primo. [ ]

A seguir apresentamos o resultado principal deste trabalho, o qual mostra que todo anel primo sem identidade
pode ser considerado como um ideal de um anel primo com identidade.

Proposicao 3.4

Sejam R um anel primo qualquer, S =Z x Re R* = S/A,»S(R). Entdo o anel R é isomorfo a um ideal de
R*.
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Demonstracdo: Considere o conjunto B = {r + A,,S(R) € R* tal que r € R}. Claramente B é um subanel
de R*. Vamos mostrar que B é um ideal de R*. De fato, sejam a + A,,S(R) € R* eb+ A,,S(R) € B. Temos que
a€Sebec R ComoRéumideal de S, entdo, ab € R e ba € R. Assim,

(@ + AnnS(R))(b+ AnnS(R)) = ab+ AnnS(R) € B
(b+ AnnS(R))(a + AnnS(R)) = ba + AnnS(R) € B.

Portanto B é um ideal de R*. A aplicacdo ¢ de R em B, dada por ¢(r) = r + A,,S(R) para cadar € R é um
homomorfismo sobrejetor de anéis. Se ¢(r1) = p(r2), entdo ry + ApnS(R) = ro + AnnS(R). Portantor =7y — 7o €
RN A,,S(R), assim Rr = 0. Portanto RSrS = 0, pois RS C R. Como R é um anel primo, entdo SrS = 0. Portanto
r =0, ou seja r; = ro. Entdo ¢ um homomorfismo injetor. Portanto R ~ B C R*. |

No estudo de anéis associativos primos sem identidade é interessante considerar o anel R*, pois este anel tem
identidade e ainda é um anel primo. A Proposicdo 10.2 em (LAM, 1991), estabelece equivaléncias mais usuais
de ideais primos em anéis com elemento identidade. O préximo resultado mostra que este resultado também
é satisfeito para anéis sem identidade, na demonstracdo utilizamos o anel R* seguindo a mesma idéia de (LAM,
1991).

Proposicao 3.5

Sejam R um anel qualquer e P um ideal de R. As seguintes condicdes sdo equivalentes:
%) P é um ideal primo de R.
414) Se I e J sao ideais a direita (ou a esquerda) de Rtaisque IJ C P,entdo I C Pou J C P.

24%) Paraa, b€ R,seaRbC P,entéaoa € Poube€ P.

Demonstracdo: i) = i:) Sejam P um ideal primo de R, I, J ideais a direita de R com IJ C P. Entdo RI e
RJ sdo ideais de R com (RI)(RJ) C IJ C P. Como P é primo, entdo RI C P ou RJ C P. Se R tem elemento
identidade, entao I C P ou J C P. Se R nao tem elemento identidade, considere o anel primo R*. Temos que R
é um ideal de R*, assim R*] e R*R sao ideais de R. Se RI C P, entdo RR*I C RI C P. Como P é primo, segue
que R*I C P. Portanto, I C P, pois R* tem elemento identidade. Analogamente, se RJ C P, entao J C P. O caso
a esquerda é analogo.

12) = 111) Se aRb C P, entdo aRbR C P. Como aR e bR sdo ideais a direita de R, entdo aR ou bR estdo em P. Se
aR C P, e R tem identidade, segue que a € P. Se aR C P e R nao tem identidade, temos que aR*R C P. Como
aR* e R sdo ideais a direita, segue que aR* C P. Entdo a € P. Se bR C P, analogamente temos que b € P.

111) = 1) Considere I e J ideais de R tais que IJ C P. Se I ndo esté contido em P, entéo existe a € ] coma ¢ P.
Sejab € J. Entdo aRb C IJ C P e por hipétese b € P. Portanto, J C P. Logo P é um ideal primo. |
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