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RESUMO

Se discutem detalhadamente trés problemas propostos para a Olimpiada Internaci-
onal de Matematica (IMO), onde o foco esta em lidar com recorréncias. No primeiro,
a recorréncia € uma igualdade de segunda ordem, linear e nao homogénea e pede-se
mostrar a validade de determinada propriedade. No segundo a lei de recorréncia é
definida usando uma desigualdade de segunda ordem linear e homogénea e deve-se
mostrar que vale outra desigualdade para os termos da sequéncia correspondente.
No terceiro problema a recorréncia € de primeira ordem, porém nao linear, e se requer
encontrar uma formula fechada para os termos da sequéncia relacionada. Os desa-
fios permitem treinar o uso de varias técnicas como somas e produtos telescopicos,
soma de uma progressao aritmética e geométrica e demonstracao por contradicao.
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ABSTRACT

Three problems proposed for the International Mathematical Olympiad (IMO) are dis-
cussed in detail, where the focus is on dealing with recurrences. In the first, recur-
rence is a second order equality, linear and inhomogeneous, and it is requested to
show the validity of a given property. In the second, the recurrence law is defined
using a second-order linear and homogeneous inequality and it must be shown that
another inequality is valid for the terms of the corresponding sequence. In the third
problem, recurrence is first order, but not linear, and it is necessary to find a clo-
sed formula for the terms of the related sequence. The challenges make it possible
to train the use of various techniques such as telescopic sums and telescopic pro-
ducts, the sum of an arithmetic and geometric progression and demonstration by
contradiction.
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1 INTRODUCAO

E comum que os valores ou as propriedades de sequéncias numéricas sejam expressos
mediante uma relacao entre o termo n-ésimo da sequéncia e os anteriores. Usar recorrén-
cias pode ser a forma mais simples de formular matematicamente um problema da vida
real. Porém, no Ensino Médio o estudo das mesmas usualmente € restrito a recorréncias
de primeira ordem, lineares e homogéneas, tais como as progressoes aritméticas e geomeé-
tricas. Uma excelente introduc¢ao ao estudo de relacoes de recorréncia pode ser encontrada
em [1] e [2].

Neste artigo detalhamos a resolucao de trés problemas da Olimpiada Internacional de
Matematica (IMO), visando incentivar estudantes e professores do Ensino Médio. Embora
uteis e proveitosas, as resolucoes apresentadas nos féoruns de problemas da IMO nao deta-
lham muitas transicoes, as quais ficam para o leitor. Os autores parecem supor que todos
temos conhecimentos matematicos suficientemente avancados. Adicionalmente, essas re-
solucdes se encontram somente em inglés.

Nossa apresentacio visa que o material possa de fato ser lido e estudado por estudan-
tes de lingua portuguesa (e talvez espanhola) que se preparam para as fases finais das
olimpiadas nacionais ou internacionais. Em comparacao com outras soluc¢des disponiveis,
as apresentadas no artigo usam argumentos menos rebuscados € um numero menor de
transicoes a serem preenchidas pelo leitor. Iniciamos com uma introducao dos conceitos
basicos sobre recorréncias.

2 CONCEITOS BASICOS

Sequéncia € uma funcao em que os elementos do dominio sao niumeros naturais. Limi-
taremos nosso estudo a sequéncias com contradominio real. Usaremos as notacoes (a,),
a = f(n) ou simplesmente a,, para referirmos a sequéncia (aj,asg, - ,a,).

Definicdo 2.1 (Ordem m de lei de recorréncia): Sejamm,n € N,a, e Re f: NxR™ - R. A
lei de recorréncia
an = f(nu Ap—1,0p—2," " 7an—m)7 \V/Tl > m,

é chamada de ordem m.

Exemplo 2.1: Sejamn €N, ay,,b,,cp,dy, ER €
ap = Tap_1, YN > 1,

by, =n° — by_a, Yn > 2,
Cp = NCp_o + Hey_3, Vn > 3,
dp = d>_5 —11d,,_4, Yn > 4.

A leis de recorréncia para as sequéncias a,, b,, ¢, e d, sé@o de ordem 1, 2, 3 e 4, respectiva-
mente.

Definicdo 2.2 (Homogeneidade de lei de recorréncia): Uma lei de recorréncia sera chamada
homogénea quando a _func¢ao que define a mesma nao tem somandos que ndao dependam de
outro elemento da mesma sequéncia. Caso contrario é dita ndo homogénea.

Exemplo 2.2: Sejamn €N, a,, by, cp,d, €R e

an = Ta> Vn > 1,

n—1>
bn, = nby_1 + 5by_o, YN > 2,
cn =1+ 02_3, Vn > 3,

dyp =n%dy_s — 1, ¥n > 4.

2 ARTIGO DE DIVULGACAO



REVISTA ELETRONICA MATEMATICA E EsTATiSTICA EM FocCcoO

As leis de recorréncia para as sequéncias a,, e b, sdo homogéneas e para as sequéncias c,, e
d, s@o ndo homogéneas.

Definicdo 2.3 (Linearidade de lei de recorréncia): Sejam m,n € N e {k(n),p1(n), - ,pm(n)}
um conjunto de m + 1 _funcées com dominio natural e contradominio real. A lei de recorréncia
de ordem m para a sequéncia (a,) é linear quando:

anp =kn)+p1(n)an—1+ ...+ pmn) an—m, ¥Yn > m.
No caso em que k(n) é zero para todo n, a lei de recorréncia sera também homogénea.

Exemplo 2.3: Sejamn €N, a,,b,,cp,d, €R e

an = Ta_1, ¥n > 1,

b, = \/ﬁbn_l + 5bp_o, VYN > 2,
Cp = NCp_3 —n, Yn > 3,
dp = dp_1dp_4, Yn > 4.

As leis de recorréncia para as sequéncias b,, e ¢, sao lineares e para as sequéncias a,, e d,
nao lineares.

A lei de recorréncia de ordem m permite calcular todos os termos da sequéncia (a,)
em funcao dos iniciais (a1, a9, - ,a,). Os problemas sobre leis de recorréncia usualmente
fornecem os valores iniciais e requerem a obtencao do termo geral a,,. Este deve ser dado
por uma féormula explicita (fechada) em n, sem conter o proprio a,, termos anteriores da
mesma sequéncia ou de outras sequéncias auxiliares.

2.1 RESOLUCAO DE RECORRENCIA LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM E HOMOGENEA

Como modelo de lei de recorréncia linear e homogénea de primeira ordem iremos resol-
ver uma progressao geométrica (PG). Sejam n € N, a,,b,g e R, a1 =be

Un = QGp_1, YN > 2. (1)

Queremos encontrar uma férmula fechada (explicita). Isto é, escrever a, como uma

funcao de n e nao do termo anterior. Para tal escrevemos (1) para valores decrescentes de
n até 2:

an = 4 Ap=T,
Qp=T = (q * An=7,

Op=7 = (q * An—3,

as =(q '9'2/7
%: q-ai.
Multiplicando todas as equac¢des anteriores temos um produto telescopico:

n—1
an = (¢ s ag,

an=q" 1 b, Vn > 1.

Esta ultima equacao é a formula fechada de uma PG de razao ¢ e valor inicial b.
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2.2 RESOLUCAO DE RECORRENCIA LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM E NAO HOMOGE-
NEA

Para exemplificar leis de recorréncia lineares nao homogéneas de primeira ordem, res-
tringimos nosso estudo a coeficientes constantes. Sejam n € N, a,,b,q,7 € R, r # 0 e
g ¢ {0,1}. Iremos considerar dois casos: a, = 1-a,_1 + r (progressao aritmética ou PA) e
an = q-an—1 + 7 (progressao aritmética-geométrica ou PAG).

2.2.1 PROGRESSAO ARITMETICA
Uma progressao aritmética (PA) € definida como a; =b e
an=1-an_1+r, Vn > 2. (2)

Escrevemos (2) para valores decrescentes de n, até n = 2, para por em evidéncia uma
soma telescopica:

On = OQp=T + T,
OAp=T = Ap=7 + 7,

Op=7 = Qp-3 + T,

a3 = as+,
ag=ay+r.

Somando todas as equacodes anteriores encontramos
anp =ai1 + (n—1)r,
an =b+(n—1)r, Vn > 1.
Esta ultima equacao é a formula fechada de uma PA de passo ou razao r e valor inicial b.
2.2.2 PROGRESSAO ARITMETICA-GEOMETRICA
A lei de recorréncia de uma progressao aritmética-geométrica (PAG) € da forma:
an =¢q Qpn_1+71, YN > 2. (3)

Quando ¢ = 0 a recorréncia esta resolvida e se ¢ = 1 resulta em uma PA. Quando r = 0
temos uma PG. Logo consideramos ¢ ¢ {0,1} e r # 0. Primeiro, procuramos uma solucao
da equacao homogénea correspondente de (3):

Cn=¢q"Cn_1, VN > 2.
Temos que (c¢,) € uma progressao geométrica de razao ¢, logo uma solucao é
en=q""1, Vn>2.
Segundo, escrevemos (a,) como produto de (c¢,) € uma nova sequéncia (d,):
ap =cp - dn=q"""dy, 4)

n—2
p—1 = Cp—1 - dp—1 = q “dp—1.

Substituindo as duas equagdes anteriores em (3) encontramos:

qnfl . dn =q- qn72 . dn—l + r,
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dn=dy-1 + 7, ¥n > 2, (5)
q
Substituindon =1 e a; = b em (4) teremos d; = b.

Terceiro, escrevemos (5) para valores decrescentes de n, até n = 2, para por em evidéncia
uma soma telescopica:

.
dn:/1/1+Fa
M:%+q[j,
M:dn_qu—r_?,,

/dé:dl—l—g.

Somando todas as equacgoes anteriores encontramos:
1 1 1 1

A expressao entre colchetes no lado direito da equacéao (7) € a soma de uma PG de razao %
e termo inicial 1. Sua soma é:

- 1*(]”_1

Finalmente, o resultado de (7) é substituido em (4):

o 1_qn—1
w=a" <b+r [(1—61)?1"1]) ’

3 1_qn—1
_ .n—1
o= [0 ]

Esta ultima equacao € a formula fechada de uma PAG.

3 RECORRENCIA DE SEGUNDA ORDEM-I. SL pA IMO 1984 P6
Problema 1: Seja ¢ um inteiro positivo. A sequéncia (f,) se define como: fi1 =1, fa=c, e
o1 =2fn—fn1+2 (n>2). (8)

Mostre que para cada k € N existe r € N tal que fi fxi1 = fr.

A IMO 1984 foi realizada na cidade de Praga, antiga Checoslovaquia, atualmente Repu-
blica Checa. O problema acima foi proposto pela delegacao do Canada [3].
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3.1 RESOLUCAO DO PROBLEMA 1

A relacao de recorréncia (8) pode ser reescrita como

fn-i-l _fn :fn_fn—1+2 (TLZ 2).

Vamos escrever agora a recorréncia para diferentes valores de n para por em evidéncia
uma soma telescopica:

fs—fo=fo—fi+2,
fo—T15=fs—f2 +2,
fs— f1=fa—T3+2,

fn+1_fn:W+2-
Somando todas as equacoes anteriores encontramos
fot1—=fo=fo— fi+2(n—1). 9)

Escrevendo de forma explicita a equacao (9) para diferentes valores de n fica em evidén-
cia outra soma telescopica

B—fa=(c—1)+2-1,
H—F=(c—-1)+2-2,
f5—/f{:(c—1)+2'3,

fo—fri=(c—1)+2-(n—2).

Somando todas as equacdes anteriores encontramos
fo—fo=m-=2)(c=1)+2-(1+2+ -+ (n—-2)),
fn=c+(n—=2)(c—1)4+(n—1)(n—2),

fo=n%+(c—4)n+ (4 —c).

Chamando b = ¢ — 4 temos uma férmula explicita para a sequéncia (f,):
fn=n2+bn—b. (10)
Trocando n por k e k+ 1 em (10) escrevemos:

frfitr = (K + 0k —b) ((k+1)* +b(k +1) — b),

Fufier = K4+ 200+ DES + (0% + b+ DI — (0% + bk — b. (11)

Queremos encontrar um numero natural r tal que ffr+1 = fr. De (11) sabemos que
frfre1 € um polindmio de grau 4 em k e de (10) temos que f, € um polindmio de grau 2 em
r. Logo devemos fazer » um polinémio de grau 2 em k. Isto €,

r=k*+pk +q, (12)
onde p e ¢ sdo inteiros a serem determinados. De (10) e (12) segue que

Fr = fieapirg = (2 +pk+q)" +b (K +pk+q) — b,
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fr =K+ 20k + (p® + 20+ b) k> + p(2¢ + b)k + (¢* +bg — b) . (13)

Igualando os coeficientes respectivos de cada poténcia de k£ em (11) e (13) chegamos a
um sistema de equacdes com variaveis p e ¢:

p=brl, (149

P2 +2g=0b>+1, (15)
(2 +b) = —(b* + 1),

> +bg=0. (16)

Substituindo p = b+ 1 de (14) em (15) encontramos ¢ = —b. O valor de ¢ = 0, solucao de
(16), nao satisfaz o sistema.
Logo, voltando em (12), o valor de r procurado €

r=k+O+1)k—b. (17)

ou, usando que b =c — 4,
r=k+(c—3)k—c+4

Temos que r € o resultado da soma e produto de inteiros, logo r sera um numero inteiro.
Como c € k sao inteiros € no minimo 1 teremos que r € no minimo 2:

r=k*+ (c—3)k — (c — 4),

r=[k=1)+17+[(c=1) =2k - 1) +1] = [(c—1) = 3],
r=k-124+2k-1)+1+(c-—DE-1)+(c—1)—2(k-1)—2—(c—1)+3,
r=Fk-12+(c-1)(k—-1)+2>2.

De (10) a equacao (17) também pode ser escrita como
r=fi+k
e a propriedade da sequéncia reescrita como

Jrfes1 = fro4k-

4 RECORRENCIA DE SEGUNDA ORDEM-II. SL pA IMO 1975 P4

Problema 2: Seja aq,as, ..., a,, ... uma sequéncia de nitimeros reais tais que

0<a,<1 (18)
e
Gn — 20p+1 + Gpi2 >0 (19)
para todon =1,2,3,---. Mostrar que
0< (n+1) (an—ane) <2 (20)

paratodon=1,2,3,---.

A IMO 1975 foi realizada na cidade de So6fia, Bulgaria. O problema acima foi proposto
pela delegacao da Suécia [3].
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4.1 RESOLUCAO DO PROBLEMA 2

Inicialmente notamos que a relacao de recorréncia (19) pode ser escrita de forma mais
simétrica como

(p — Gpg1 > ppl — Q2. (21)
A desigualdade anterior e a que queremos provar sugerem definir a variacao Aa, como
Aay = ap — Gpt1-
Usando a definicao anterior reescrevemos (21) e (20) como

Aay > Aapt (22)

0<(n+1)Aa, <2.

Notamos que o fato da desigualdade (22) ser valida para todo numero natural implica
que se j € [ sao numeros naturais, com j < [, entao

Aaj > ACL[. (23]

Temos duas desigualdades para provar em todon € N: i) 0 < (n+1)Aa, e ii) (n+1)Aa, < 2.

i) 0 < (n+1)Aa, para todo n € N.

Como n + 1 € um numero positivo basta provar que Aa, > 0 para todo n. Suponhamos,
por absurdo, que exista algum numero natural n = ng tal que

Aay, < 0. (24)
Segue de (23) que para todo numero natural £ > ng teremos
Adp, > Aay. (25)

Seja m um numero natural. Vamos procurar uma relacao entre a diferenca a,, — any+m
e a variacao Aay,:

Ang = Ang+m = (Ang = Ang+1) + (Ang+1 — Ang+2) + -+ + (Ang+m—1 = Ang+m) 5

Any — Qnog+m = Aano + Aano—‘rl + T+ Aano-‘,—m—l-

Por (25) os m somandos no lado direito da equacao anterior sao menores ou iguais a
Aap,:
(ny — Qngt+m < Aano + Aano +oF Aanoa

Any — Ong+m < MAap,.

Por (24) sempre podemos escolher um valor de m = m( suficientemente grande tal que
moQAay, < —1. Segue que para todo m > mg teremos

Gny — Ano+m < —1.
Esta ultima desigualdade € um absurdo pois por (18) devemos ter que
—1<ap, — angem < 1.

Concluimos que Aa,, > 0 e vale que 0 < (n + 1)Aa, para todo n € N.
ii) (n 4+ 1)Aa, < 2 para todo n € N.
Inicialmente vamos estudar a soma

n
Zak:a1+a2+--~+an.
k=1

8 ARTIGO DE DIVULGACAO
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De (18) temos que

Zak§1+1+-~-—|—1:n. (26)
k=1

A seguir vamos estudar outra soma usando as variagoes Aayg:

Zk‘Aak:(al—a2)+2(a2—a3)—|—3(a3—a4)—|—---—|—(n—1)(an,1—an)+n(an—an+1),

k=1
D kAap =ay+az+ -+ an — nany,
k=1
Z kAay, = Z ap — NGpa1-
k=1 k=1
Logo
Z ap = Z kAayp + nap1. 27)
k=1 k=1
Juntando (26) e (27) obtemos a desigualdade
Z kAay + napy1 < n. (28)
k=1

Notamos agora que

Z kAa; < Z kEAay + napy1
k=1 k=1

pois na,+; € um numero nao negativo. De (28) e a desigualdade anterior segue que
n
> kAag <n. (29)
k=1
Por outro lado, temos
n
> kAag = Aay +2Aay + -+ - + nAay,.

k=1

Neste ponto usamos a relacao de recorréncia (23) que determina que se £ < n entao
Aay > Aay:

Z kAay > Aay, + 2Aa, + - - + nlay,,

k=1

ZkAak2(1—|—2+~-—|—n)Aan,
k=1

" 1
S kAay > ”(”;)Aan. (30)
k=1

Juntas as desigualdades (29) e (30) garantem o que queriamos demonstrar:

n(n+1)

5 Aa, < Zk‘Aak <mn,

k=1

nntl), .

Concluimos que vale (n + 1) Aa,, <2 para todo n € N.

J. L. LINARES - A. BRUNO-ALFONSO - G. F. BARBOSA 9
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5 RECORRENCIA NAO LINEAR. SL pA IMO 1981 P9

Problema 3: A sequéncia (a,,) estd definida pela relacéo de recorréncia a; = 1,

1+ 4a, + /1 + 24a,
16 '

(31)

n4+1 =

Encontre uma formula explicita para a.,.

A IMO 1981 foi realizada na cidade de Washington, Estados Unidos. O problema acima
foi proposto pela delegacao da antiga Alemanha Ocidental [3].
5.1 RESOLUCAO DO PROBLEMA 3

Primeiramente observamos que a,, > 0 implica a,+; > 0. Como a; > 0, o principio de
inducao finita garante que a,, seja um numero real positivo para todo n € N.
Para eliminar a raiz quadrada, definimos a sequéncia (b,,) tal que

by, = V14 24a, > 0. (32)
Segue que
b2 —1
p=tnl 33
Y (33)

Substituindo (33) em (31) e simplificando encontramos
2 5 3 b
g1 =gt o

3 9 by + 3 2
2 _Yn e e n
Vo1 =3+ 5bn + 5 ( )

Logo teremos
bn-l—l = %bn + ;a
uma recorréncia linear e nao homogénea para (b,). Quando a; = 1 usando (32) encontra-
mos b; = 5.
Neste ponto seguimos os procedimentos para resolver recorréncias lineares nao homo-
géneas visto anteriormente. No caso hipotético em que o coeficiente que acompanha b, em
(34) tivesse sido 1 usariamos diretamente uma soma telescopica. Como isto nao acontece,

primeiro procuramos uma solucao da equacao homogénea correspondente:

(34)

1

Cn+1 = 5671'

- ~ P ~ 1 ~ 2 1\n—1
Temos que (c,) € uma progressio geométrica de razao 5, logo uma solucao € ¢, = (5) .
Segundo, seja b, = ¢, - d, ou
1 n—1
bp=1 = ~dp. 35
(3) 35
Como b; = 5 teremos d; = 5.
Substituindo a equacao (35) em (34) e simplificando encontramos

dpy1 =dp, +3-2"71 Yn>1.

Isto €, a sequéncia (d,) € linear e ndo homogénea como a sequéncia (b,), porém agora o
coeficiente que acompanha d,, € 1.
Reescrevendo a equacao anterior para valores do subindice variando entre 1 e n — 1:

%:d1+3'1,

10 ARTIGO DE DIVULGACAO
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d5=d5+3-2,

d4=%+3~22,

dn:ﬁ1f/1+3'2n_2

e somando todas as equacoes anteriores (soma telescopica) encontramos
dyp=di +3(1+2+2°+ - 4+2"2) Vn>2.
A soma entre parénteses na linha anterior € de uma progressao geométrica de razao 2,

logo
dy=5+3(2"1-1) va>1

Substituindo o resultado anterior em (35) e simplificando encontramos
b,=3+4-27" VYn>1. (36)

Juntando as formulas em (36) e (33) obtemos:
1 3 1 1 1 1
(e ) () (162 s

6 COMENTARIOS FINAIS

Neste artigo foram discutidos trés problemas sobre recorréncias propostos para olim-
piadas internacionais de Matematica. No primeiro desafio a recorréncia foi de segunda
ordem, linear e ndo homogénea e se mostrou a validade de determinada propriedade sa-
tisfeita por todos os termos da sequéncia associada. No segundo a lei de recorréncia foi
definida usando uma desigualdade de segunda ordem linear e homogénea e se mostrou a
validade de outra desigualdade para os termos da sequéncia correspondente. No terceiro
problema a recorréncia foi de primeira ordem, porém nao linear e se encontrou uma for-
mula fechada para os termos da sequéncia relacionada. Os mesmos permitiram treinar
o uso de varias técnicas como somas e produtos telescopicos, soma de uma progressao
aritmética e geométrica e demonstracao por contradicao.
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