VOLUME 7 - NUMERO 1 MAIO DE 2020 PAGINAS: 16 A 41

METODO NAO OSCILATORIO PARA EQUACAO
DE CONVECCAO-DIFUSAO UNIDIMENSIONAL

César Guilherme Almeida Paulo Roberto C. de Almeida Junior
Universidade Federal de Uberlandia INSTITUICAO
cesargui@ufu.br pholo777@gmail.com

RESUMO

Neste trabalho, noés utilizamos duas técnicas numeéricas para aproximar a equacao
de conveccao—difusdo unidimensional correspondente ao modelo de escoamento
miscivel incompressivel da mistura de 6leo e solvente, em meios porosos. Primeira-
mente, discretizamos a concentracao da mistura, em relacao a variavel espacial, uti-
lizando o Método dos Elementos Finitos Mistos Hibridos, juntamente com o espaco de
Raviart-Thomas de mais baixa ordem (funcdes escalares serao aproximadas por va-
lores constantes em cada elemento finito). A variavel principal do sistema resultante
da formulacao discreta sera a concentracdo da mistura avaliada no centro de cada
elemento finito. Uma outra aproximacao dara origem a um Problema de Valor Inicial
(PVI), levando-se em consideracdo a variavel temporal nas formulacdes discretas da
equacao de conveccao—difusao e da velocidade de fluxo de concentracao. A solucao
aproximada do PVI € obtida pelo Método de Adams-Moulton de ordem 2. A solucao
analitica do problema sera comparada com o resultado de simulacoes numéricas
referentes tanto ao método proposto quanto a outros métodos tradicionais. Apresen-
tamos também um codigo computacional que controla as oscilacoes espurias (nao
genuinas) que podem ocorrer nas solucoes numeéricas associadas as discretizacoes
da equacao de conveccao—difusao. Acreditamos que o novo método aqui proposto
seja competitivo com outros métodos tradicionais denominados Métodos Euleriano-
Lagrangeanos.

ABSTRACT

In this work, we use two numerical techniques to approximate the unidimensional
convection-diffusion equation corresponding to the incompressible miscible displace-
ment in porous media. Firstly, we approximate the mixture concentration taking into
account the spatial variable and using the mixed-hybridized finite element method
together with the lowest Raviart-Thomas space (scalar functions will be approxima-
ted by constant values in each finite element).The mixture concentration evaluated
at the center of each finite element will be the main variable of the resulting system
from the discrete formulation of the convection-diffusion equation. Then, considering
the time variable, we obtain an Initial Value Problem (IVP) from the discrete formu-
lation of the concentration velocity flux and the convection-diffusion equation. The
approximate IVP solving is based on second-order Adams-Moulton Method. Nume-
rical solutions obtained with the proposed method and other traditional numerical
methods for ordinary differential equations will be compared with the analytic solu-
tion of the problem. We also present a simple algorithm for removing or reducing
spurious oscillations that usually occur in numerical solutions of the convection—
diffusion equation. We believe that the new method proposed here is competitive
with classical Eulerian-Lagrangian Methods.

Palavras-chave: Conveccdo-difusao, Métodos Mistos Hibridos, Espaco de Raviart-Thomas de or-
dem zero.
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REVISTA ELETRONICA MATEMATICA E EsTATiSTICA EM FOCo

1 INTRODUCAO

O trabalho de Douglas [1] (1982) foi pioneiro no uso do Método dos Elementos Finitos
Mistos como uma técnica de aproximacao apropriada para o calculo numérico preciso de
campos de velocidades que sao fortemente influenciados pelas heterogeneidades geologicas
do meio poroso. Esse e outros trabalhos de Douglas sao, por essa razao, referéncias impor-
tantes em estudos relacionados a escoamento de fluidos misciveis (e imisciveis) em meios
porosos heterogéneos. Igualmente importante € o Método Modificado das Caracteristicas
(MMOC) (veja Douglas e Russell [2], 1982), que foi desenvolvido para ser um procedimento
computacional eficiente para a discretizacao da equacao de conveccao—difusao, permitindo-
se o uso de passos grandes de tempo. Porém, o MMOC apresenta uma falha grave que € a
falta de conservacao de massa dos fluidos envolvidos no estagio de transporte (conveccao).

Dentre os métodos que competem com o MMOC podemos citar o Método Euleriano-
Lagrangeano Localmente Conservativo (LCELM) ([3], 2002), que segue a mesma metodo-
logia dos dois trabalhos de Douglas mencionados anteriormente, e a classe de métodos
denominados Eulerian-Lagrangian Local Adjoint Method (ELLAM [4]).

Os Meétodos do tipo Euleriano-Lagrangeano apresentam uma dificuldade computacio-
nal. Como as aproximacodes das equacoes diferenciais envolvem um dominio espaco-tempo,
entao os elementos finitos utilizados na discretizacdo podem assumir formas diferentes, em
cada passo de tempo. Esse tipo de estrutura nao é facil de ser implementada computaci-
onalmente. Além disso, as integrais que aparecem nas formas discretizadas das equacoes
diferenciais sao dificeis de serem calculadas numericamente, por conta da “deformacao”
dos elementos finitos, a qual pode gerar um dominio de integracao complexo.

As técnicas utilizadas, neste trabalho, para aproximar a solucido da equacao de conveccao-
difusao e para aproximar a velocidade de fluxo de concentracao darao origem a um pro-
blema de valor inicial que sera resolvido pelo método de Adams-Moulton de ordem 2 ([5],
2015). Tal procedimento evitara as dificuldades computacionais apontadas anteriormente,
porque a malha computacional nao vai variar com o tempo. Salientamos que a formulacao
discreta do problema recorre ao espaco de Raviart-Thomas de mais baixa ordem [6] e aos
Elementos Finitos Mistos Hibridos [7-9].

A equacao de conveccao—difusao apresentada a seguir foi adaptada do artigo de Healy e

Russell [10]:

0% {lpd+ luldi] ez — uch = T, )
onde a concentracdo do solvente é ¢ = c(z,t), z € Q = [0,250] (o reservatério tem 250 cm
de comprimento) e t € J = [0, 5] (iremos simular um periodo de 5 horas de escoamento); o
termo fonte sera considerado nulo, ou seja, ¢ = 0; a velocidade de Darcy (velocidade superfi-
cial de fluxo convectivo) e a porosidade do meio serao constantes e dadas, respectivamente,
por u = 7.5¢cm/hora € ¢ = 0.3; o coeficiente de difusdo molecular sera nulo, isto &, d,, = 0;
o coeficiente de dispersao longitudinal, d;, podera assumir dois valores, ou d; = 0.01 cm ou
dy = 1.00cm. O termo de dispersao hidrodinamica sera indicado por D(u) = |u|dy; a velo-
cidade de fluxo de concentracao sera indicada por v = —[pd,, + |u| d¢] ¢, e a velocidade de
fluxo total sera V = v 4+ uc. Consideraremos as seguintes condi¢oes de fronteira:

c(0,t)=1,t>0, e (—D(u)c,)(250,t)=0,VttelJ, 2)
e a condicao inicial sera dada por
c(x,0) = co(z) =0,Vx € Q. (3)

A solucao analitica deste problema de valor inicial e de fronteira, considerando-se Q =
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[0, 00), foi obtida no artigo de Ogata ([11], 1970). Tal solucao € exibida a seguir:
1 — ol -1
Clot) = = |erfe [ 228071 o, p< >ef wAugt )] @
2 2¢/dyugp—1t 2¢/dyugp—1t

onde erfc(z) —1—/6’1‘]? —t?)d

O dominio () sera partlclonado em n subdominios como mostrado na Figura 1,

x0=xmin xl ‘IZ x&‘ xi-] Z; xz

i

mazx-1 xmar

F1GURA 1: Elementos F = FE; da particdo do dominio ).

onde Q) = U QZ'; E: [mi,l,xi] = Ei € hi =T —Ti—1.

i=1
Cada problema local de aproximacao em F = [a:(LE) a:SDLE)], um elemento qualquer da

decomposicao de {2 em subdominios, possuira 5 incognitas: 2 multiplicadores ((g 1, € (g Rr),
2 componentes de fluxo (vg, € vg r) € 1 valor constante de concentracao (cg), e levara em
consideracao as seguintes observacoes:

e hp = a:g%E) x(LE), Zg = (v} () 4 o R ) /2. Valores de concentracao e termo fonte serao

considerados constantes por elemento e serao denotados, respectivamente, por: cg €
B . E)y\; — E)\g —
qE. Além disso, WEJ,(l’) = (.I'—ng_z))hEl, WE,R( ) (x—a:% ))hEl € QE:hEQE-

e Na fronteira de F,0F, a concentracao sera constante e denotaremos seu valor por

(B)y _ 4lo)

c(xy EL C(ZU(E)) = )

R E,R

onde os subscritos L e R fazem mencéao aos valores de concentracao nas fronteiras es-
querda e direita, respectivamente. Esses valores sao conhecidos como Multiplicadores
de Lagrange.

e Porosidade, coeficiente de difusao molecular e coeficiente de dispersao longitudinal
serao constantes por elemento e seus valores serdo denotados, respectivamente, por:
g, dm,E € dep. Além disso, no elemento E, a velocidade de fluxo de concentracao sera
aproximada por vg(z) = vg Wg (z) + ve r W r(z), onde vg 1, € vg r sdo escalares (a
serem determinados) da combinacao linear das func¢oes linearmente independentes
WE,L(.I) € WE7R(IE).

Note que
We(@) = —1; We@@)) =0, Wer@) =0 Wer@l’)=1;
Wg,L(Tp) = —0.5; Wgr(@g) =05, Wg(z)=Wpg(z)=hg.

Além disso, se z = :c(L ) 4+ hpX, entdo W Lx)=(X-1)e Wgg(z) = X.

Seja ¢(x) uma funcao derivavel em cada elemento E. Usando integracado por partes,
temos que

/ d(z) W(x)dx = [c(z) W (z)]"E (E) / c(z) W (x) dx.

(B) (E)
Zr

Na formulacao discreta da Equacao (1), com condi¢oes de fronteira (2) dadas anterior-
mente, os seguintes resultados serao importantes:
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(E
IER)

e (D /(WE,L(%’))2 dx

R

1
hE/(X —1)%dX;
0

(E)
TR

1
o (II) /(WEﬂ(x))zdx = h,E/X2 dX;
0

{2

)

R 1
o (III) / Wg r(x) Wg (z) de = hE/X(X —1)dX;
0

(B)
Zr,

:UEQE) IS{E)

) (IV) - / C,(x) WE’,L(-’E) dr = Cp — E(EC,)L e — / C/(.’E) WE’R(QZ) de — g — E(EC?R

m(LE) x(LE)

Para finalizar essa secao, vamos mencionar as dificuldades numéricas que surgem ao se
formular aproximacoes para equacoes diferenciais parciais como as tratada neste trabalho.

A oscilacao numérica (gerada por efeitos dispersivos) e a difusdao numérica (suavizacao
excessiva da solucao numérica em relacao a solucao fisica) sao dois fenomenos tipicos que
podem surgir em aproximacoes de problemas fisicos modelados com equacoes diferencias
parciais (EDP), que tém uma predominancia hiperboélica. Como exemplo, citamos as leis
de conservacao (ver a referéncia [12]) e a equacdo de conveccao-difusiao apresentada nesse
trabalho. Em determinados problemas, a solucao fisica é descontinua (ou apresenta, em
um ou mais pontos, um perfil que tem a aparéncia de descontinuidade do tipo salto) e,
portanto, nao poderia satisfazer uma EDP no sentido classico. Dessa forma, os esque-
mas numeéricos devem ser desenvolvidos levando-se em conta teorias matematicas e leis
fisicas que garantam a existéncia de uma solucao fraca da EDP (solucao que pode nao ser
a classica). Um estudo rigoroso relacionado ao desenvolvimento de métodos numeéricos
eficientes para a solucao de leis de conservacao pode ser encontrado no livro de LeVeque
[12].

Neste trabalho, utilizamos uma técnica de construcao de métodos que sao similares
aos métodos conservativos apresentados em LeVeque, com um tratamento diferente para a
funcao de fluxo numérico. Os métodos apresentados na referéncia [12] utilizam diferencas
finitas para aproximar a funcao de fluxo. Ja em nosso trabalho, utilizamos o Método dos
Elementos Finitos Mistos Hibridos, combinado com Espaco de Raviart-Thomas de ordem
zero, para aproximar a funcao de fluxo. Tal formulacao evitou, ou minimizou, os efei-
tos da difusdao numérica; porém em alguns casos as oscilacoes persistiram, mesmo com
o refinamento da malha computacional. Assim, tivemos que recorrer a uma técnica que
utiliza interpolacao polinomial para diminuir as oscilagdes numeéricas e para ajustar o
perfil da solucao numeérica, evitando-se a falta de sincronismo com a solucéao fisica do pro-
blema. Uma metodologia diferente da apresentada neste trabalho, para controlar oscilacoes
numéricas, também emprega técnicas de interpolacao na reconstrucao da funcao de fluxo
numeérico. Tal metodologia pode ser encontrada na Dissertacao de Mestrado, "Métodos
Numeéricos nao oscilatorios aplicados as leis de conservacao hiperbolicas unidimensionais”,
de Marta Helena Oliveira [13]. Essa dissertacdo apresenta um estudo introdutorio sobre
os métodos nao oscilatorios: (i) Essentially non-oscilatory schemes (ENO), introduzido, em
1987, por A. Harten e S. Osher (veja as referéncias citadas em [13]), e (ii) Weitghted Essen-
tially non-oscilatory schemes (WENO), introduzido, em 1994, por T. P. Liu, S. Osher e T.
Chan (veja as referéncias citadas em [13]).
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2 APROXIMACAO DA EQUACAO DE CONVECCAO-DIFUSAO

Seja F = [x(LE), xg% )} um elemento qualquer da particao do dominio 2. A velocidade do

fluxo total € dada por V = v + uc = —[pdy, + |u|d¢] c; + uc. No elemento E, essa velocidade
sera aproximada por Vg(z) = vg, Wg r(x) + vg.r WE,r(2) + cg ug(z). Embora, neste traba-
lho, a velocidade u seja constante, vamos utilizar uma formulacao discreta mais geral, na
qual consideraremos a seguinte aproximacao: |ug(z)| = |up, Wg L(TE) + ug.r WE r(ZTE)| =
0.5|ug,r — up,| = |ug|, de acordo com a notacdo utilizada no final da Secao 1. Assim, a
formulacao discreta para a velocidade V, no elemento F, é dada por:

) e
R R
/ e, LWE,L(x) +vE rRWE R(2)|W () de = —0p dm,E / cz W(x)dx
2 2P

—dgE/\uE | o W(x) dx,

(E)

onde W sera dado por Wg 1, ou Wg g.

A integral do lado esquerdo da igualdade anterior € aproximada pela Regra do Trapézio
e a do lado direito € resolvida por integracao por partes (veja o item IV apresentado no final
da Secao 1) e |ug(x)| sera aproximado por |[ug|. Dessa forma, a expressao para cada uma
das componentes ortogonais do fluxo € dada por:

vEs = 2435 h5 (g — 05;), (5)

onde a%) = ppdnEe + digltE|
Observacao: Para nao sobrecarregar a notacao, denotaremos Eg)ﬁ simplesmente por
lEg.

Definicdo 2.1: Dados um elemento E da particGo do dominio e uma extremidade 3 desse
elemento, denotaremos por E o elemento vizinho a E com relacdo a extremidade 3. Além
disso, no elemento E, a extremidade equivalente a extremidade 3, em E, sera denotada por
3. Assim, se 3 =R, entdo 8 = L:se3= L, entao 8 = R. O comprimento do intervalo E sera
denotado por h.

Da Deﬁmgao 2.1, considerando-se, por exemplo E = [xi.1,2;) e f = L, entao E =
[zi_2,zi_1] e B = R. Se B =R, entdo £ = [zi,zis1] e 8 = L.

Definicdo 2.2: Seja x3 uma das extremidades do elemento E (se § = L, entdo x3 é o extremo
inferior de E; xg sera o extremo superior, se 3 = R). Dizemos que o fluxo relacionado a
concentracao é continuo em g, se vg(zg) = vg(zy ).

Lembrando-se de que ve(z3) = ve, . WE,L(23) + ve,r WE,rR(2g) € utilizando as observacoes
feitas no final da Secao 1, a relacao de continuidade de fluxo € dada por

vEg + Vg g = 0.

Como (g3 =l 4 = {, entdo, da relacao de continuidade do fluxo, obtemos

E: QSEC)CEhE + ag)thE _ (ZE cg + h%(% )
a(EC)hE + a%)hE ag)
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Substituindo tal valor na Equacao 5 (expressao da componente ortogonal do fluxo), tem-se
que
ZQSEC)(L%)

aihg+ahp

VES = (ce — CEyg) = aEEﬁ(CE - CEﬂﬁ)? (7)
CHp € a concentracao no elemento vizinho a F, com respeito a extremidade £.

A formulacao discreta para a equacdo de conveccao-difusiao é dada por

RE) o)
\% ~
/ [(pgj + 9 69(cx)]W dr = / cqW dx, com W constante nao nula.
x(LE) w(LE)

Embora, neste trabalho, consideremos a velocidade de Darcy, u, constante e o termo
fonte nulo (¢ = 0), vamos apresentar uma discretizacdo um pouco mais geral, que sera
importante para o desenvolvimento de trabalhos futuros, nos quais a velocidade podera
variar com o tempo e podera assumir diferentes valores (ug) em cada elemento F, bem
como o termo fonte. Além disso, consideraremos que u, = ¢ (condicao equivalente ao caso
bidimensional em que o divergente de u € igual a ¢). Neste caso mais geral, fazendo-se uso
das aproximacoes no elemento F, obtemos (lembre-se de que a%(uc) = UzC + ucy):

oc -
OE aitE hg + [ve,r +vE L]l + Ue(le.r — lEL) = (CE — CE) qE hE- (8

No poco de injecao (E1), cg = 1; no poco de producao (E,), cg = cg. Nas aproximacoes
envolvendo o tempo, o intervalo J = [0, 7] sera decomposto em n; subintervalos de compri-
mento At = Tn, !, Seja f uma funcdo dependendo do tempo e definida em F, usaremos a
notacao: f(j) = fr(t;), onde t; = jAt. Dados os valores de fgfl) e gfz), o valor de fg) sera
calculado por extrapolacao linear: fg ) f ](EJ U g -2,

Considerando-se elementos que nao correspondem nem ao poco de injecao nem ao
poco de producao, vamos aplicar o Método de Adams-Moulton de ordem 2 na equacao
diferencial ordinaria anterior (8). Utilizando as seguintes notagoes: sgn(R) = 1, sgn(L) = —1,
Ag=Agp = appp € Cg = Cg — cg, obtemos

()
% <A5(CE - CEB) + Sgﬂ(ﬁ)ﬁEgEﬁ) — [th]E] } =

{SDECE + 2%72
9)

(-1
{(pECE — 2%72 [Z (-AB(CE — cﬁ,ﬁ) + Sgn(ﬁ)ﬂEEE,g> — [th]E] } .
B
Esta ultima equacao dependera apenas de valores de concentracao, se utilizarmos a
expressao que foi deduzida anteriormente para os multiplicadores de Lagrange (Equacao 6).

Note que as condicoes de fronteira (Equacao 2) devem ser satisfeitas, portanto, a Equacao
(9) deve ser reescrita adequadamente no poco de injecao, onde

qge=q >0, cg=1, lgr=1¢€
VE,L ZQCLSEC)hEl(CE*KEjL) E.AL(CE*EE,L);

e no poco de producao, onde

qg = —q1, CE =cg € vgR = 0;

e nos demais elementos, onde gz = 0.
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Com a finalidade de exibirmos os elementos da matriz tridiagonal (A1) e o vetor de ter-
mos independentes (B©) correspondentes ao sistema linear oriundo do Método de Adams-
Moulton (Equacéao 9), considere os elementos F; e E;_;. Consultando a Equacao (7), é facil
mostrar que

AE,L = ag, By = a5, E = AB_y R
Sendo assim, denotaremos Ag, r simplesmente por A;, para 1 < i < n. Além disso, conside-
raremos Ay = 2a1h1_1.
Com as notacdes anteriores, os elementos da diagonal superior, no tempo ¢t = t;, sao
dados por

(cg) _ At [ft . ait1h;

) — U , 1 <i<n. 10
bitl 2h; “aghis1 + ai+1hi:| (10)

Os elementos da diagonal inferior, no tempo ¢ = t;, sdo dados por

A, = QAht [Ai_l +uah“1+1};1h] ,1<i<n. (11)
Os elementos da diagonal da matriz de coeficientes, no tempo ¢ = t;, sao dados por
Aﬁi’” =1+ % [Ao + w1 + q1h1] — A(c’zj), (12)
AT = g — A% — A, (13)
AP = ou = AL (14)

O vetor de termos independentes tem coordenadas dadas por

B = { 1= A [Ao + 7 + ]V + AT 1)} SR Vil

_i_QATtl{[‘AO_i_ﬂl](J*l)_’_[AO+E1](])} + QATtI |:qu ) (])} h17

B = A

7

{SOJ + AE {] 11) + Agczill)} Cz(j_l) - Af-f;i]”c(i}”, 1<i<n,
e

B = AP 1 {4 AV}

Agora, o nosso interesse esta voltado para a obtencao de condicoes suficientes que ga-
rantam a existéncia e a unicidade de solucao do sistema linear oriundo da discretizacao
da Equacao (1), com condicoes de fronteira apresentadas na Equacao 2 e condicao inicial
dada na Equacao 3. Lembramos que a formulacao discreta utilizou o Método dos Elemen-
tos Finitos Mistos Hibridos, com eliminacdao dos Multiplicadores de Lagrange, e o Método
de Adams-Moulton de ordem 2. A partir dos dois lemas e do teorema, que serao enunciados
a seguir, atingimos o nosso proposito. Assim, com as hipoteses apresentadas no Teorema
2.1, garantiremos que a matriz tridiagonal A(®) é diagonal dominante e, portanto, o sistema
linear mencionado anteriormente tera uma tinica solucao.

Lema 2.1: Dada a matriz A, os elementos de sua diagonal principal (A °) ) séo todos positi-

vos e os termos da diagonal inferior (A _1J) eda diagonal superior (Al i+1/ sao todos negativos,

sempre que u; = 0 ou quando h; < fﬂ“| com i variando de 1 até n.
2
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Demonstracao: De acordo com a Equacao (7), tem-se que

@i Ai41 (CLZ‘ Ait1

A, =2—
hi  hiq

-1
, 1 <1< n.
hhz—i—l >

Como os valores de porosidade e de difusao molecular sao positivos, entao a; > 0 e A; > 0,
1 <¢ < n. Também, segue que Ay > 0 e a, > 0. Agora, observe que

_ aiy1h; a1 (@ | a1\ [2a
Ai —u; = —+ - — Ui,

aihiy1 +aith; hipr \hi  hipt hi
€ 1
_ a;—1h; a1 (a; a1\ |2a;  _
A1+ = — + — 4wl 1< <n.
T e+ aj—1h;  hi—1 <hi h¢—1> [ h; Z]

Se u; = 0, entao os valores anteriores sao positivos. Se u; # 0, entao, por hipotese, segue
que

2(IZ‘

hi

Portanto, utilizando as Equacoes 10 e 11, concluimos que tanto os elementos da diagonal

superior como os da diagonal inferior sao negativos. Dessa forma, usando as Equacoes

12, 13 e 14, observando que o valor da porosidade € sempre positivo e que Ay + u; =

2a1h{* +7; > | |+4; > 0, conseguimos provar que todos os elementos da diagonal principal

sao positivos. O

2.
— ;>[4 — 7w >0, e %+ﬂi> @) + @ > 0.
T

Lema 2.2: Sejam by, be, N1, No, At >0, o > 0 e h > 0 niimeros reais. Se

At ¥
0<N <l 0<No<l —=<—m—r <t
< Np < 1, < Ng < 1, h < ma${|bl|a ’bQ‘} ¢ R

entao |(,D —|— (Nlbl + Nsz) | > 55 (’Nlbﬂ + |N2b2|)

Demonstracao: Inicialmente, observe que

At % At ® At ®
—e—F L T e =< X
h max{|by], |b2|} h b h bl

Além disso, como |Nibi| < |b1],

’NQbQ’ < |bg’ e > s max{\bl\ ‘bg

}, obtemos que

At At
© > f’Nlbly e > 7’N2b2’.

h h

Casos a analisar: (i) N1by + Naby = 0, (ii) N1by + Noby > 0 e (iii) N1b1 + Noby < O.

(i) Se N1b1 + Noby = 0, entao ’N1b1| = ‘Ngbg‘ Assim
At At At
|90 + — (Nlbl + szg) ‘ > (|Nlbl| + ‘NQbQ’) — P> 7|N1b1|.

2h

Para a demonstracao dos casos restantes, vamos supor que b; > 0 e by < 0 (obtém-se
uma demonstracao analoga, quando b; < 0 € bs > 0).

(ii) Se Nib; + Naby >0, by > 0 € by < 0, entao |N1bi| = N1by, |Naoba| = —Naby €

At At At
@+ 55 (Nibi + Nabo) | > o (INiba| + [Nabal) <= > —=|Nabs).

(iii) Se N1b; + Nobs < 0, entao ¢ + (N1b1 + Naby) > 0, pois

At
» > Tmax{’bl\a lb2|} — 2¢ > —(Nib1 + Nsz)T'
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Assim,
At At At
‘gD—i-f(Nlbl—l-Ngbg)‘ > 7(|N1b1‘+‘N2b2’) — P> 7‘N2b2‘.
2h 2h h
Dos argumentos anteriores, o lema fica demonstrado. O

Teorema 2.1: A fim de que a matriz A\© seja diagonal dominante, é suficiente que, para cada
linhai, 1 < i < n, tenhamos

Qai At %2
u; =0, ou hi<—, ou —< ,
‘ C hi  maz{|bi|,|b2;|}
2a; 2a;
onde bl,i = hfzz —u; e bz,i = hij + Uu;.

Demonstracao: A demonstracao deste teorema € consequéncia direta dos Lemas 2.1 e
2.2. =

3 SIMULACOES NUMERICAS

Nesta secdo, apresentaremos os resultados das simulagdées numeéricas que validarao
o procedimento adotado na aproximacao da equacao de conveccao—difusdao unidimensi-
onal (Equacao 1). Os resultados numéricos serao comparados com a solucao analitica
(Equacao 4). O numero de subintervalos de tempo sempre sera igual a n, = 500, em todas
as simulacdes. O numero de subintervalos do dominio () sera denotado por n, e podera
assumir os seguintes valores: 20, 100 ou 500.

O calculo do erro envolvendo a solu¢ao numeérica ¢(7) e a solucao analitica C(i), 1 <1i <
n., sera efetuado por meio da média quadratica, ou seja,

Erro— ni S (eli) - C(0))*.
T =1

A metodologia adotada para a discretizacdao da equacao de conveccao—difusao (Equacao
1) deu origem ao método que chamaremos de Misto-Hibrido/Adams-Moulton (veja a Secao
2). Se existe alguma originalidade nesse método, ela nao € devida nem ao Método de
Adams-Moulton de 22 ordem, que € um método classico para a resolugcdo numérica de
equacoes diferenciais ordinarias (EDO), nem ao Método dos Elementos Finitos Mistos Hibridos,
que vem sendo utilizado em equacdes diferenciais parciais (EDP) desde a sua apresentacao
(método hibrido), em 1969, conforme esta relatado no artigo de Raviart e Thomas [14] (veja
as referéncias la citadas).

A técnica de aproximacao combinando Espaco de Raviart-Thomas de ordem zero; Ele-
mentos Finitos Mistos Hibridos, com eliminacao dos Multiplicadores de Lagrange; Método
de Adams—-Moulton e Algoritmo de Correcao de Oscilacao deu origem a um meétodo simples
de ser implementado computacionalmente. Tal simplicidade vem do fato das técnicas em-
pregadas na discretizacao da EDP nos conduzir, de modo facil, a um problema envolvendo
apenas a solucao de uma EDO. Essa EDO ¢ resolvida por um método numérico classico
que vai exigir apenas a solucao de um sistema linear tridiagonal. Embora seja simples, o
Método Misto-Hibrido/Adams—Moulton apresenta bons resultados de convergéncia, produ-
zindo aproximac¢des numeéricas que nao apresentam perfil oscilatério nem efeitos difusivos
excessivos. Além disso, o estudo realizado neste trabalho para o caso unidimensional pode
ser estendido para o caso bidimensional, sem grandes alteracoes, se considerarmos, por
exemplo, reservatorio retangular e malha computacional estruturada com elementos re-
tangulares.

Uma das facilidades mencionadas anteriormente diz respeito a solu¢cdo numérica da
equacao de conveccao—difusao sem recorrer a técnica de separacao de operador (operator
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splitting), que trata separadamente o estagio de transporte (conveccao) do estagio difusivo.
Tal técnica, que pode trazer complicacdes computacionais (conforme relatamos no inicio
da Secao 1), em geral, € utilizada nos chamados Métodos Eulerianos Lagrangeanos, como
o Método Modificado das Caracteristicas (MMOC).

Baseados nos resultados apresentados nesta secao, acreditamos que o Método Misto-
Hibrido/Adams-Moulton seja competitivo com outros métodos tradicionais denominados
Meétodos Euleriano-Lagrangeanos. As comparacoes desse método com o MMOC sao apre-
sentadas nas proximas subsecoes. Os dados sobre o MMOC foram retirados do artigo de
Healy e Russel [10], considerando-se sempre os melhores resultados.

Observacao: Os dois Métodos de Runge-Kutta utilizados neste trabalho foram aplica-
dos em um PVI vetorial (sistema de equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem)
cujo vetor de funcdes incognitas tem coordenadas denotadas por cp. Cada uma das coor-
denadas satisfaz uma equacéao diferencial ordinaria proveniente da Equacao 8. Note que,
na construcao desse PVI vetorial, devemos levar em consideracao as Equacoes 6 € 7 e a
condicao inicial cg(z,0) = co(x) =0, Vz € Q.

3.1 RESULTADOS NUMERICOS PARA d;, = 1,0cm

As simulacdes numéricas exibidas nesta secao utilizam o coeficiente de dispersao lon-
gitudinal d;, = 1,0cm. Em tais simulacoes, o PVI resultante das discretizacoes apresenta-
das na Secdo 2 é resolvido numericamente utilizando-se trés métodos classicos: Adams-—
Moulton de 22 ordem, Runge-Kutta de 4* ordem e Runge-Kutta-TVD de 3% ordem. O Método
de Runge-Kutta de 4* ordem € bastante conhecido e o seu algoritmo pode ser encontrado,
por exemplo, na referéncia [5]; o Método de Runge-Kutta-TVD de 3% ordem utiliza o es-
quema de diminuicao de variacao total (Total Variation Diminishing scheme), que foi em-
pregado com sucesso em problemas de captura de choque referentes a escoamentos de
fluidos regidos por uma lei de conservacao (veja o artigo [15] e as referéncias la citadas).

Com respeito aos resultados obtidos pelo Método Misto-Hibrido/Adams—-Moulton (veja
o inicio desta Secao 3), o qual se mostrou mais preciso do que os outros dois métodos uti-
lizados nesse trabalho, salientamos que a unica simulacao apresentando perfil oscilatorio
considerou uma particao grossa do dominio, com n, = 20 subdominios. Com o refinamento
da malha computacional (n, = 100 e n, = 500), o fendmeno oscilatorio foi eliminado. Porém,
tais oscilacoes espurias podem ser corrigidas por meio de um algoritmo, o qual sera exi-
bido na Subsecao 3.1.3. Os resultados dos outros dois métodos estio exibidos na Secao
3.1.1, na qual enfatizamos os resultados insatisfatérios desses métodos, para uma malha
computacional com n, = 500 elementos. Nos outros casos, n, = 20 e n, = 100, os resultados
das simulc¢oes foram similares aos obtidos com o Método de Adams—Moulton.

3.1.1 METODOS QUE APRESENTARAM RESULTADOS INSATISFATORIOS

Os Métodos de Runge-Kutta-TVD de 3* ordem e Runge-Kutta de 4* ordem nao convergi-
ram para a solucao analitica, quando consideramos n, = 500 e dy = 1,0 cm. Para visualizar
o comportamento desse caso especifico, envolvendo uma solucao divergente, fizemos uma
simulacao considerando d;, = 0,7c¢m. Para os demais casos, n, = 20 € n, = 100, considera-
mos dy = 1,0cm.

As Tabelas 1 € 2 e as Figuras 2-4 e Figuras 5-7 correspondem as simulacoes realizadas
com os Métodos de Runge-Kutta, para os casos em que n, = 20 € n, = 100 (d; = 1,0cm) e
n, = 500 (d; = 0,7 cm), considerando-se 1" = 5 horas.

Nas Figuras 2 e 5, € possivel perceber o comportamento oscilatorio incorreto da solucao
numeérica correspondente ao perfil de concentracao no caso em que o dominio foi particio-
nado em n, = 20 subintervalos. Apresentaremos um algoritmo para minimizar as oscilacoes
espurias, na Subsecao 3.1.3.
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Dispersao = 1,0 cm; n = 20
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COMPRIMENTO DO RESERVATORIO

FIGURA 2: Runge-Kutta; n, = 20; d, = 1.0; T =5 - referente a Tabela 1.

O perfil de concentracao, no caso em que o dominio foi subdividido em n, = 100 sub-
dominios, obtido com o Método de Runge-Kutta-TVD de 3% ordem, ou com o Método de
Runge-Kutta de 4% ordem, esta bastante similar ao perfil da concentracao da solucao
analitica. Este fato pode ser comprovado pelas Tabelas 1 e 2, as quais exibem um erro
da ordem de 10~4, quando comparamos a solucdo numérica com a solucdo analitica.

H dy \ Ny \ Erro H
1.0 20 | 0.351 x 1072
1.0 | 100 | 0.141 x 10~*

0.70 | 500 | 0.3842 x 10

TABELA 1: Método de Runge-Kutta de 4* ordem; 7' = 5 horas.

[ & [ ] Emo_]
1.0 20 | 0.351 x 1072

1.0 | 100 | 0.141 x 10~
0.70 | 500 | 0.12 x 1087

TABELA 2: Método de Runge-Kutta-TVD de 3% ordem; T' = 5 horas.

Conclusao: De acordo com as Tabelas 1 e 2 e de acordo com as Figuras 3 e 4, e Figuras
6 e 7, podemos concluir que ambos os métodos, Runge-Kutta TVD de 3% ordem e Runge-
Kutta de 42 ordem, convergiram para a solucao analitica, quando foi considerado n, = 100, e
que ambos os métodos divergiram, quando considerou-se n, = 500. Além disso, observando
as Figuras 2 e 5, notamos um comportamento oscilatorio no caso em que n, = 20.
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Dispersao = 1,0 cm; n = 100
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FIGURA 3: Runge-Kutta; n, = 100; dy, = 1.0; T =5 - referente a Tabela 1.

Dispersao = 0,70 cm; n = 500
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FIGURA 4: Runge-Kutta; n, = 500; dy = 0.70; T =5 - referente a Tabela 1.
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Dispersao = 1,0 cm; n = 20
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FIGURA 5: TVD; n, = 20, d, = 1.0, T =5 - referente a Tabela 2.
Dispersao = 1,0 cm; n = 100
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FIGURA 6: TVD; n, = 100, dy = 1.0, T = 5 - referente a Tabela 2.
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Dispersao = 0,70 cm; n = 500
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FIGURA 7: TVD; n, = 500, d, = 0.70, T = 5 - referente a Tabela 2.

3.1.2 METODO QUE APRESENTOU RESULTADOS SATISFATORIOS

Em relacdo a analise das simula¢cdes numeéricas referentes ao estudo aqui proposto, o
método que apresentou resultados mais robustos do que o Runge-Kutta TVD de 3% ordem
e o Runge-Kutta de 42 ordem foi o Método de Adams-Moulton de 22 ordem, combinado
com o Método dos Elementos Finitos Mistos Hibridos. Chegamos a essa conclusao porque
tal método apresentou convergéncia em todas as simulacoes realizadas neste trabalho. As
Tabelas 3 e 4 e as Figuras 8, 9, 10 e 11 apresentadas a seguir comprovam a eficiéncia
do Método Misto-Hibrido/Adams-Moulton. As tabelas e as figuras mencionadas anteri-
ormente correspondem as simulacdées dos casos em que n, = 20, n, = 100 e n, = 500,
considerando-se dy = 1,0cm e T = 5 horas.

H dy \ Ng \ Erro MMOC Erro H
1,0 | 20 0.234 x 1072 | 0.351 x 1072
1,0 | 100 0.710 x 107° | 0.142 x 10~*
1,0 | 500 0.321 x 1076 | 0.288 x 107

TABELA 3: Método de Adams-Moulton sem correcao de oscilacoes; 7' = 5 horas.

Observacao: O método Misto-Hibrido/Adams—Moulton, em todos os casos estudados
nesta secao, convergiu para a solucao analitica e ndo foi acometido por difusdao numérica.
Isso pode ser constatado pelas Figuras 9 e 10. Note que os perfis das solu¢cées numéricas
sao similares aos perfis das solucdes analiticas. Porém, apresentou um comportamento
oscilatorio indesejado, quando n, = 20. E interessante ressaltar que, para n, = 500, o erro
gerado por esse método foi menor do que o obtido no trabalho de Healy e Russell [10], que
utilizou o Método Modificado das Caracteristicas (MMOC), de acordo com a Tabela 3.
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FIGURA 8: Adams; n, = 20, d, = 1, T = 5 - referente a Tabela 3.
Dispersao = 1,0 cm; n = 100
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FIGURA 9: Adams; n, = 100, d, = 1, T =5 - referente a Tabela 3.
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Dispersao = 1 cm; n = 500
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FIGURA 10: Adams; n, = 500, d, = 1, T = 5 - referente a Tabela 3.

3.1.3 CORRECAO DA OSCILACAO

Como vimos no final da Secao 1, a oscilacao numérica € um fenomeno que pode surgir
em aproximacoes de problemas fisicos modelados com equacoes diferencias parciais que
tém uma predominancia hiperbolica. Para corrigir o surgimento de oscilacoes espurias
causadas por erros numeéricos, utilizamos um algoritmo de pos-processamento ao final
de cada passo de tempo. Isto €, apoOs a aplicacao do método numeérico para se obter os
valores de concentracao em um dado instante de tempo, o codigo de correcao de oscilacao é
utilizado para garantir que valores de concentracao, correspondentes a elementos vizinhos,
nao sejam discrepantes.

A avaliacao de discrepancia € realizada na regiao proxima da fronteira de transicao, na
qual os valores da concentracdo variam de 1 (ou proximo de 1) até valores proximos de
zero (veja, por exemplo as Figuras 2, 5 e 8, para valores no eixo horizontal entre 50 e 100).
Para isso, estabelecemos um valor limite, que sera denotado por L., de modo que a média
entre dois valores consecutivos de concentracao nao exceda tal limite. Caso essa média
seja superior ao limite estabelecido, o algoritmo utiliza uma interpolacao com polindmios
constantes para atribuir um valor adequado para a concentracao em questao.

A motivacdo para tal procedimento esta relacionada ao tipo de aproximacao espacial
considerada em nossa formulacao discreta, a qual utiliza Espaco de Raviart-Thomas de
ordem zero. Assim, funcoes escalares devem ser aproximadas por valores constantes, em
cada elemento finito. As etapas do algoritmo sao exibidas a seguir.

e Etapa 1: Partindo-se da extremidade superior do dominio, onde os valores de concentracao

estao proximos de zero, e indo em direcao a extremidade inferior, onde os valores de
concentracao estao proximos de 1, pretende-se obter o primeiro elemento, denotado
por E;nq:, no qual a concentracdo assume valor maior do que 1.

e Etapa 2: Correcao do valor da concentracao no elemento E;,,,., por meio de interpolacao
linear. Para isso, sdo considerados os valores de concentracdo correspondentes aos
elementos Eiaz+1 € Fimaz+2-

e Etapa 3: Seja c(i) o valor da concentracao no elemento F;, 1 < i < imaz. O procedi-
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Dispersao = 1,0 cm; n = 20

1
APROXIMADA ——
EXATA ——

: \

CONCENTRACAO

N

0 50 100 150 200 250
COMPRIMENTO DO RESERVATORIO

FIGURA 11: Adams sem oscilacao; n, = 20, dy = 1, T =5 - referente a Tabela 4.

mento adotado para a correcao das oscilagcdes, por meio de interpolacdo com valores
constantes, € o seguinte: (I) calcula-se o valor médio: M = (c(i) + c(i + 1))/2; (II) se
M > L., entao devemos calcular m; = |1 —¢(7)| € mg = |1 —¢(i+ 1)|, para identificar qual
valor de concentracao esta mais proximo de 1; (III) se m; < mq, entdo c(i + 1) = ¢(i);
senao c(i) = c(i + 1).

Observacao: O valor de L., 0.93 < L. < 1, usado no algoritmo anterior, foi obtido ex-
perimentalmente. Observamos, nas simulacoes apresentadas neste trabalho, que existe
uma relacao do valor de L. com o valor do coeficiente de dispersao longitudinal e, portanto,
com a amplitude maxima das oscilagoes: O,,q, = maximo{|c(i) — c(i + 1)|, 1 < i <imaz — 1}.
Quando consideramos d; = 1¢m, usamos L. = 0,94. Lembramos que, nesse caso, o perfil
oscilatério somente ocorreu quando foi utilizada uma malha computacional com n, = 20
elementos. Para d, = 0,01 cm, noés utilizamos L. = 0,97. Dessa forma, a relacdao observada
em nossos experimentos € a seguinte: "Quanto menor o valor de dy, maior deve ser o valor
de L.”.

Nas simulacoes referentes a Tabela 4, utilizamos o Método Misto-Hibrido/Adams—Moulton
sem oscilacao e consideramos 7' = 5 horas. Os dados apresentados nessa Tabela sao
comparacoes referentes aos erros obtidos com o Método de Adams-Moulton e com o Método
Modificado das Caracteristicas (MMOC).

| d | ng | EroMMOC | Erro ||
[ 1,020 ] 0.234x10°2]0.260 x 102 ||

TABELA 4: Método de Adams-Moulton sem oscilacao; T' = 5 horas.

De acordo com a Tabela 4 e com a Figura 11, o Algoritmo de Correcao da Oscilacao
melhorou o perfil de concentracdo e manteve a mesma ordem do erro (10~2) obtido com o
meétodo oscilatorio, quando n, = 20.

Observacao: As simulacoes que foram apresentadas anteriormente nesta secao, com
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| de | ne | Erro |
1,0 20 | 0.408 x 10~2
1,0 | 100 | 0.195 x 104
1,0 | 500 | 0.399 x 10~7

TABELA 5: Método de Adams—Moulton sem oscilacdo e T' = 2,5 horas.

Dispersao = 1,0 cm; n = 20; T = 2,5 horas
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FIGURA 12: Adams sem oscilacao; n, =20, d, = 1, T = 2,5 - referente a Tabela 5.

o Método Misto-Hibrido/Adams—Moulton, serdo repetidas considerando-se 7' = 2,5 horas.
Consultando as Figuras 12, 13 e 14, para T = 2,5 horas, observamos que o perfil das
concentracoes das solucoes numeéricas nao apresentam oscilacoes e sao analogos aos ob-
tidos nas simulac¢ées que consideraram o tempo final 7' = 5 horas. Além disso, de acordo
com a Tabela 5, observamos que as ordens dos erros foram preservadas.

3.2 RESULTADOS NUMERICOS PARA d, = 0,01

As simulacoes numéricas exibidas nesta secao utilizam o coeficiente de dispersao lon-
gitudinal dy = 0,01 cm. Assim como na Subsecao 3.1, em tais simulacoes, o PVI resultante
das discretizacoes apresentadas na Secao 2 € resolvido numericamente utilizando-se os
meétodos: Runge-Kutta-TVD de 3% ordem, Runge-Kutta de 4* ordem e Adams-Moulton de
22 ordem. Os trés métodos convergiram para a solucao analitica. Porém, nos casos avalia-
dos, tanto em malha grossa (n, = 20) quanto em malha fina (n, = 500), todos eles geraram
solucoes numéricas com perfil oscilatario.

Os resultados apresentados na Subsecao 3.2.1 referem-se as simulacoes realizadas com
n, = 100, utilizando os trés métodos, e com n, = 500, utilizando apenas o Método Misto—
Hibrido/Adams-Moulton. Demos preferéncia por esse ultimo método, devido aos bons
resultados exibidos para o caso em que d; = 1cm. Além disso, consultando as Tabelas
6, 7, 8 e 9, observamos que, para os casos abordados, nao existe diferenca na ordem de
grandeza dos erros associados aos trés métodos.

Para corrigir o comportamento oscilatorio das solu¢oées numeéricas, usamos um algo-
ritmo analogo ao apresentado na Subsecao 3.1.3. Os resultados obtidos apos a correcao
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Dispersao = 1,0 cm; n = 100; T = 2,5 horas

1 -
“ APROXIMADA ------
EXATA ——
0.8
o 0.6
<
:
&
zZ
=
[}
zZ
S
0.4
0.2
o .
0 50 100 150 200

COMPRIMENTO DO RESERVATORIO

250

FIGURA 13: Adams sem oscilacao; n, = 100, dp = 1, T'= 2,5 - Grafico referente a Tabela 5.

Dispersao = 1,0 cm; n = 500; T = 2,5 horas
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FIGURA 14: Adams sem oscilacao; n, = 500, d, = 1, T = 2,5 - referente a Tabela 5.
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Dispersao = 0,01 cm; n = 100

APROXIMADA O
EXATA

@ OOO

ODCQ [oXe] ~
0 @ 00 o \
o ¢}

CONCENTRACAO

0 50 100 150 200 250
COMPRIMENTO DO RESERVATORIO

FIGURA 15: Runge-Kutta; n, = 100, d;, = 0.01, T' =5 - referente a Tabela 6.

das oscilacoes estao contidos na Subsecao 3.2.2, na qual exibimos as simulac¢oes no tempo
T = 5 horas, considerando-se apenas o Método Misto-Hibrido/Adams—Moulton.

3.2.1 METODOS OSCILATORIOS

Os métodos de Runge-Kutta-TVD de 3% ordem, Runge-Kutta de 4% ordem e Adams-
Moulton de 22 ordem, combinados com o Método dos Elementos Finitos Mistos Hibridos,
convergiram para a solucao analitica; porém todos apresentaram comportamento osci-
latorio para n, = 20, n, = 100 € n, = 500 e T = 5 horas. Os resultados das simulacoes
realizadas com os métodos de Runge-Kutta de 42 ordem e Runge-Kutta-TVD de 32 ordem,
referentes ao caso no qual n, = 100 e 7' = 5 horas, estdo apresentados na Tabela 6, na
qual podemos observar a mesma ordem de grandeza dos erros de ambos os métodos; além
disso, os perfis das solucdées numéricas sao exibidos nas Figuras 15 e 16.

A Tabela 7 fornece uma comparacao entre os erros referentes as simulacoes que utili-
zaram o Método Misto-Hibrido/Adams—Moulton e o Método Modificado das Caracteristicas.
Tais simulacoes utilizaram d;, = 0,01 cm, 7' = 5 horas e malhas computacionais com 20, 100 e 500
elementos. As Figuras 17 e 18 correspondem a tais simula¢coes com n, = 100 e n, = 500.

| di | n, | Método | Erro |
0.01 | 100 RK | 0.7642 x 10~2
0.01 | 100 TVD | 0.7640 x 102

TABELA 6: Runge-Kutta e TVD, com oscilagdo e T' = 5 horas.

3.2.2 CORRECAO DA OSCILACAO

Utilizamos o mesmo algoritmo descrito na Subsecao 3.1.3, para conseguir corrigir os
efeitos oscilatorios dos perfis das solugdées numéricas. Como dissemos anteriormente na-
quela subsecao, o valor de L., utilizado na Etapa 3 do Algoritmo de Correcao de Oscilacao,
tem que ser alterado para 0,97, neste caso em que dy = 0,01 cm.
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FIGURA 16: TVD; n, = 100, d;, = 0.01, T =5 - referente a Tabela 6.
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FIGURA 17: Adams; n, = 100, d, = 0.01, T = 5 - referente a Tabela 7.
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| d¢ | n, | Erro MMOC Erro |

0,01 | 20| 0.247x10""' | 0.261 x 10~!
0,01 | 100 0.521 x 1072 | 0.766 x 10~2
0,01 | 500 0.12 x 1073 | 0.883 x 1073

TABELA 7: Adams-Moulton oscilatério; d, = 0.01, T = 5 horas.

Dispersao = 0,01 cm; n = 500
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FIGURA 18: Adams; n, = 500, d, = 0.01, T =5 - referente a Tabela 7.

Para esse caso em que os efeitos dispersivos sao mais intensos, obtemos bons resultados
numeéricos com um novo algoritmo que deve ser utilizado depois do Algoritmo de Correcao
de Oscilacao (ACO). O procedimento de pos-processamento € aplicado na solu¢ao numeérica
obtida no tempo final 7" (ou 7' = 5 horas ou T = 2,5 horas). Depois da correcao da oscilacao,
usamos interpolacao linear, na vizinhanca da regidao de transicao, para obter um perfil de
solucao numeérica que esteja em sincronia com a solucao analitica (nem atrasado, nem

adiantado em relacao ao perfil da solucao analitica). A seguir, apresentamos esse novo
algoritmo. A notacao € a mesma utilizada na Etapa 3 do ACO.

e Interpolacao linear, na vizinhanca da regiao de transicao, para obter um perfil ade-
quado da curva de concentracido: consideramos os valores de concentracdao c¢(p)
c¢(p+2) e ainterpolacao linear modificara o valor de ¢(p + 1),
0 <1 < min, onde imin € um numero natural dado. (¥)

€
com p=imaxr—1t €

(*) Observacao: Utilizamos imin = 4, nas simulacoes apresentadas nesta subsecao.

A Tabela 8 corresponde aos resultados das simulacoes referentes aos métodos de Runge—
Kutta de 4® ordem e Runge-Kutta-TVD de 32 ordem, com aplicacao do Algoritmo de Correcao
de Oscilacdao. Nessas simulacoes, consideramos n, = 100, d, = 0,01 cm e T = 5 horas.
Comparando-se os erros obtidos pelos dois métodos, observamos que eles possuem a
mesma ordem de grandeza.

Apresentamos na Tabela 9 e nas Figuras 19, 20 e 21 os resultados referentes ao método
Adams-Moulton de 22 ordem, para os casos em que n, = 20, n, = 100 e n, = 500, d; =
0,01 cm e T = 5 horas. Os erros obtidos pelo método de Adams-Moulton sao da mesma
ALMEIDA, C. G.; JUNIOR, P. R. C. DE A.
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Dispersao = 0,01 cm; n = 20
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FIGURA 19: Adams sem oscilacao; n, = 20, d, = 0.01, T = 5 - referente a Tabela 9.

ordem dos erros obtidos no trabalho de Healy e Russell, que utilizou o Método Modificado
das Caracteristicas.

| di | n, [Método| Erro ||
0.01 | 100 RK | 0.605 x 102
0.01 | 100 TVD | 0.604 x 10~2

TABELA 8: Runge-Kutta e TVD, sem oscilacdo, n, = 100 e T' = 5 horas.

| di | ny | Erro MMOC Erro |
0,01 20 0.284 x 1071 | 0.23 x 1071

0,01 | 100 0.521 x 1072 | 0.589 x 1072
0,01 | 500 0.12 x 1073 | 0.137 x 1073

TABELA 9: Adams-Moulton sem oscilacao, d; = 0.01 e 7" = 5 horas.

Observacao: Nao iremos mostrar as figuras relacionadas as simulac¢oes realizadas com
o Método de Adams-Moulton considerando 7' = 2,5 horas. Porém, os perfis continuam
similares aos obtidos para um intervalo de tempo de 5 horas. As informacoes sobre os
erros numeéricos estao na Tabela 10. Observe que tais erros possuem a mesma ordem de
grandeza daqueles apresentados na Tabela 9.

4 CONCLUSAO E TRABALHO FUTURO

Considerando-se os resultados exibidos na Secao 3 obtidos pelos 3 métodos, Runge-
Kutta-TVD de 3% ordem, Runge-Kutta de 4* ordem e Adams—-Moulton de 22 ordem, podemos
afirmar que este ultimo € a opcao mais adequada, porque foi o mais robusto de todos,
com boa performance em todas as simulacoes, sem apresentar discrepancias entre os
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FIGURA 20: Adams sem oscilacao; n, = 100, d, = 0.01, T' =5 - referente a Tabela 9.

Dispersao = 0,01 cm; n = 500
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FIGURA 21: Adams sem oscilacao; n, = 500, d, = 0.01, T = 5 - referente a Tabela 9.
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H dy \ Ng \ Erro H
0.01 20 | 0.206 x 10~

0.01 | 100 | 0.525 x 10~2
0.01 | 500 | 0.372 x 10~3

TABELA 10: Adams-Moulton sem oscilacao, dy = 0.01 cm e T = 2,5 horas

valores dos erros, quando comparado aos demais métodos; inclusive quando comparado ao
Método Modificado das Caracteristicas. Por essa razao e pela simplicidade de programacao
computacional, acreditamos que o Método Misto-Hibrido/Adams—-Moulton € competitivo
com os tradicionais métodos denominados Métodos Euleriano-Lagrangeanos.

Em um trabalho futuro, pretendemos divulgar os resultados de um projeto de pesquisa
que vem sendo desenvolvido com outros colaboradores. Nesse projeto, a variavel principal
do sistema resultante da formulacao discreta da equacao de conveccao-difusao (mesma
equacao apresentada neste trabalho) € o Multiplicador de Lagrange. Além disso, conside-
raremos o modelo de escoamento miscivel incompressivel em meios porosos heterogéneos
unidimensionais. Neste caso, obteremos um sistema acoplado nao linear envolvendo uma
equacao eliptica, para a velocidade de Darcy, e uma equacao de conveccao—difusao, para a
concentracdao da mistura.

Acreditamos que o sistema acoplado (unidimensional), mencionado anteriormente, possa
ser util para modelar escoamento de fluido em meio tridimensional fraturado com multiplas
porosidades. Visto que, por meio de uma técnica de homogeneizacao, assim como foi apre-
sentada no artigo de Tien D. Le e Marcio A. Murad [16], determinadas fraturas podem ser
tratadas como interfaces unidimensionais imersas em um dominio tridimensional.
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