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RESUMO

Neste artigo construiremos o grupo fundamental de um espaco topolégico, também
denominado Primeiro Grupo de Homotopia, € o usaremos para provar o Teorema do
Ponto Fixo de Brower, um importante resultado na teoria de pontos fixos. Na sequén-
cia faremos uma aplicacao na teoria dos sistemas dinamicos, provando que um certo
sistema de equacoes diferenciais ordinarias tem solucao periddica nao trivial.

ABSTRACT

In this work we will construct the fundamental group of a topological space, also
called First Homotopy Group, and use it to prove the Brower Fixed Point Theorem,
an important result on fixed point theory. In the sequel, we will do an application in
the theory of dynamical systems, proving that a certain system of ordinary differential
equations has non-trivial periodic solutions.

Palavras-chave: Topologia Algébrica, Grupo Fundamental, Aplicacdo de Poincaré, Equacoes Dife-
renciais.

1 INTRODUCAO

A modelagem matematica de sistemas mecanicos e elétricos, da interacao entre diferen-
tes espécies de seres vivos, do espalhamento de doencas em grupos sociais, o equilibrio
em sistemas econdmicos, dentre varias outras situacdoes concretas, conduzem ao estudo
de sistemas de equacoées diferenciais do tipo

x/l(t) = fl(xla .. '71‘71)
' (1)

() = Fuler, .. 0)

Este, por sua vez, pode ser escrito sucintamente como
X'(t) = F(X(1), 2

onde F': D — R" € a aplicacao F(X) = (fi(X),..., fn(X)), definida num certo subconjunto
aberto D do espaco euclidiano R"”. Na literatura matematica a aplicacao F' € também
denominada um campo vetorial.

12 ARTIGO DE PESQUISA


mailto: valdair@ufu.br
valdair@ufu.br
mailto: gregdurancunha@gmail.com
gregdurancunha@gmail.com
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Neste trabalho vamos considerar campos vetoriais F' para os quais o problema de valor
inicial

X'(t) = P(X(1))
{ X(0) = Xo ©)

possui, para cada condicao inicial X, uma unica solucgao ¢ — X(t), definida para todo
t > 0, a qual denotaremos por X (¢, Xo). Vamos supor ainda que estas solucdes dependam
continuamente dos dados iniciais X,. Tais propriedades sao verificadas, por exemplo,
quando o campo F' € Lipschitiziano, isto €, quando existe uma constante C' > 0 tal que

[1F(X) = F(Y)|gr < C[[X = Y|[gn, VX,Y €D,

e quando, com alguma hipoétese adicional, consigamos demonstrar que as orbitas sao limi-
tadas.

Nestas condic¢oes, a familia (X (¢,-)):>o satisfaz:

(1] X(O> ) = IdRQ;

) X(t+s,-)=X(t,X(s,-)), Vt,s > 0.

Familias como estas sao denominadas sistemas dinamicos. O leitor interessado num
texto introdutério deste assunto podera consultar [1].

A equacao X'(t) = F(X(t)) diz que o vetor velocidade X'(¢) é igual ao vetor F(X(¢)), ou
seja, qualquer solucao ¢ — X(¢) de (2) tangencia o campo de vetores F, conforme ilustra a
figura 1. Nesta figura podemos ver as solucdes a partir de trés condic¢oes iniciais distintas.
Tais solugdes também sdao chamadas trgjetdrias ou orbitas do campo vetorial F'.

PRV I BF NS B B B B

FIGURA 1: Orbitas de um campo vetorial

2 O GRUPO FUNDAMENTAL E O TEOREMA DO PONTO FIXO DE BROWER

Nesta secao vamos construir o grupo fundamental de um espaco topolégico X, defi-
nir o homomorfismo induzido por uma aplicacao continua, e demonstrar um conjunto de
propriedades que serao suficientes para uma prova rigorosa do Teorema do Ponto Fixo de
Brower. Este, por sua vez, sera usado na secao 3 para provarmos existéncia de solucodes
periodicas nao triviais para uma classe de sistemas dinamicos no plano.

Definicdo 2.1: Dados um espaco topolégico X e um ponto xy € X, um lago com ponto base x
nesse espaco topolégico é uma fungdo continua « : [0,1] — X satisfazendo «(0) = «(1) = xo.

O conjunto de todos os lagos com ponto base zj sera denotado por L(X, xg).
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Definicdo 2.2: Dois lacos a e 3 sao ditos homotdpicos, e escreve-se a~f3, quando existe uma
Jfungao continua H : [0,1] x [0,1] — X tal que:

H(0,t) = af(t), Vte0,1]
H(1,t) = B(t), Vt€0,1]
H(s,0) = H(s,1) =z, Vse€[0,1].

Ou seja, a~f significa que € possivel deformar continuamente o laco « no laco 5 sem
sair do espaco X, e de modo que, em qualquer instante s da deformacao, a funcao H(s,-) :
[0,1] — X ainda seja um laco com ponto base zy. A funcdo H é chamada uma homotopia
entre os lagcos « e §.

Lema 2.1: A homotopia de lagos é uma relagéo de equivaléncia em L(X, xg).

Demonstracgéao. A relacao de homotopia € reflexiva, pois dado a € L(X, (), basta considerar
a aplicacao continua H(s,t) = «(t) para concluir que a~«. Para provar que a relacao de
homotopia € simétrica, sejam « e § lacos com ponto base zj, € suponha que a~f3. Entao
existe uma homotopia H : [0,1] x [0,1] — X tal que H(0,t) = «(t), H(1,t) = 5(t), H(s,0) =
H(s,1) = z. Logo, a funcao G : [0,1] x [0,1] — X definida por G(s,t) = H(1—s,t) € continua, e
satisfaz as condi¢oes G(0,t) = H(1,t) = 5(t), G(1,t) = H(0,t) = a(t), G(s,0) = H(1 — 5,0) = xo
e G(s,1)=H(1—s,1) =, ¥s,t € [0,1]. Assim, G € uma homotopia entre 3 e «, ou seja, S~a.
Resta provar que a relacao de homotopia € transitiva, isto €, que se a~f e ~v, entdo a~y.
Mas isto significa que existem homotopias F' : [0,1] x [0,1] - X e G : [0,1] x [0,1] — X tais
que Vs, t € [0,1], tem-se,

F(0,t) = a(t), F(1,t)=p8(t), F(s,0)=F(s,1) =10
G(0,t) = B(t), G(1,t)=~(t), G(s,0) =G(s,1) = zp.
Assim, definindo H : [0,1] x [0,1] — X por

F(2s,t), se0<s
H(s,t) = G

2s — 1.t selgs
( 1), P

IN

1
2
1

IN

temos que H € continua pelo lema da colagem, pois quando s = % as expressoes F'(2s,t) e
G(2s — 1,t) assumem os mesmos valores, ja que por hipétese F(1,t) = 5(t) e G(0,t) = B(t).
Mais ainda, esta aplicacao H satisfaz todas as condicdes de ser uma homotopia entre « e
v, pois:

F(0,t) = a(t)

H(0,t)
Lt) = G(L,1) = (1)

H( at) =
F(2s,0) = xg, Vs € [0,
H(s.0) = (25,0) = xo [
G(2s—1,0) = z9, Vse€]
F(2s,1) = x, Vs e (0,3
ey [ FesD = 0.4
G(2s—1,1) =9, Vs € [3$,1].
Conclusao: a~~. O

]

71]

N[

N[

Definicdo 2.3: Em L(X, z¢) definimos o produto dos lacos « e (3 pondo
a(2t), sete[0,]
B2t—1), sete[3,1].

(axpB)(t) = {

Trata-se do laco obtido pela colagem de a e § no ponto z(y, porém ambos percorridos
com o dobro da velocidade original, o laco «a primeiro, € o laco g depois.

O conjunto quociente L(X,z()/~ sera denotado II;(X, zp), e a classe de equivaléncia do
laco « sera denotada por («).

O proximo lema possibilita munir I1; (X, z9) de uma estrutura de grupo.
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Lema 2.2: Se a1~ay e f1~f2, ent@o (g * 51)~(ag * [B2).

Demonstracgao. De fato, se F(s,t) € uma homotopia entre «o; € oz, € G(s,t) € uma homotopia
entre 5, e (B2, entdo a funcao

i) — F(s,2t), te€]o0,s]
(s, )_{ G(s,2t — 1), tel[i1]

€ continua, e além disso satisfaz:

N[ —

1
H(0,t) = (0.26) = n (28), telq) , ou seja, H(0,t) = (a1 % 81)(t)
G(0,2t —1) = (2t — 1), te€[3,1]
B F(1,2t) = ay(2t), telo,3] _ B
H(1,t) { CL2t— 1) = By(2t— 1), te [%’ R , ou seja, H(1,t) = (ag * B2)(t)

H(s,0) = F(s,0) =0, € H(s,1) = G(s,1) = xo,

sendo portanto uma homotopia entre «a; * 81 € ag * fa. ]

Dessa forma, dadas as classes (a) e (4) em II; (X, z¢), fica bem definido o produto («) *
(B) = (ax ), uma vez que, se (a1) = (ag) € (81) = (f2), entdo a;~as e f1~F2, de onde segue
do Lema 2 que (a7 * 81)~(ag * B2), ou seja, (a1 * 51) = (a9 * B2).

Lema 2.3: (II;(X,z), *) € um grupo, chamado Grupo Fundamental, ou 12 Grupo de Homotopia
do espaco topolégico X .

Demonstracgao. Seja e,, € L(X,zo) o laco constante, isto €, e, (t) = zo, V¢ € [0,1]. Entao

{ezo) * () = (@)

bastando para isso observar que a funcao

€y (2), se0<t< 2
H(s,t) = _
(5,2) a<2t1|__il>, se iz <t<1
S

¢ uma homotopia entre e,;, * @ € . Analogamente, (a) * (ez,) = (@), ou seja, o elemento
neutro e, (x,4,) de 1 (X, zo) € a classe (ez,).

O inverso da classe (o) € a classe (a~!), onde a~! é o laco cuja imagem é a mesma do
laco a, porém percorrido no sentido oposto, isto €, a~1(t) = a(1 —t), Vt € [0,1]. De fato, a
funcao

o, se<t< %

—_ 1-s 1

H(s,t) = a(2_t1+2§_1 1), se 12 = ?—‘r%
o™l (B), se gSts 5

x0, se 12 <t g 1

¢ uma homotopia entre e,, € a x a~!, de onde segue que

(a) x (a™h) = (axa™) = (eay) = emm, (x,z0)-

Finalmente, dados lacos «, 5 e v, todos com ponto base zg, a associatividade da operacao
* € conseguida exibindo-se uma homotopia entre (o * ) xy € a * (5 xy), a saber:

a( 4t>, se(0<t< s
s+1
H(s,t) = Bt —s—1), selds <<t

INA
~
INA
—_

(M5552) se
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Lema 2.4: Seja f : X — Y uma aplicacdo continua entre os espacos topoldgicos X e Y, seja
ro € X ey = f(x0). Entdo a aplicagao f* : 111 (X, z) — 111 (Y, yo) definia por f#({a)) = (f o @)
é um homomorfismo de grupos, chamado homomorfismo induzido por f.

Demonstracao.

FH(a)(B)) = f*(laxB)) = (fo(axf)) = ((foa)x(foB)) = (Foa)yx(foB) = fF((a) x F*((B)).
O

Lema 2.5: Dados espacos topologicos X, Y e Z temos que:
() Sef:X =Y eg:Y — Z sao continuas, entao (go f)#* = g o f7#.

(i) (Idx)* = Idy,(x z)-

Demonstracao. (i) (g0 f)*((a)) = ((go f)oa) = (go (foa)) = g*(f* () = (97 o f#)((a)):

(i) (Idx)* ({a) = (Idx o a) = () = Idy, (x,00)({@)- ]

Lema 2.6: Se X é conexo por caminhos, entéo os grupos I1; (X, zg) e I1;(X, z;) s@Go isomorfos,
quaisquer que sejam os pontos xg,x; € X.

Demonstracdo. Sejam zp,z; € X. Como X € conexo por caminhos, existe um caminho ~ de
oA xy.
Defina v : I1; (X, z9) — II; (X, z1), tal que vx((a)) = (v)"Ha)(y). Dai,

1 ((B)a) = 1 ((Ba)) = ()7 (Ba)(r) = (v Bary) =

(TIBO e = (D THBY () ™ Ha) (1)) = 1 (B (),
para todos (a), (5) € II; (X, z¢). Agora, considere

(v (@) = (yay ™).

Assim, dado (§) € I1; (X, zp) temos que,

(o) ((8) = (7 Ha(re((0)) = (77w ((r7Ham) = (1y7 09~ = (6) = T, (x,00) ({))-

Portanto, v € um isomorfismo de grupos de II; (X, zg) em II; (X, z1).
O

Dessa forma, para espacos topologicos que sao conexos por caminhos, nao ha necessi-
dade de explicitar o ponto base z(. Para tais espacos podemos denotar o grupo fundamental
simplesmente por II; (X).

Se D? = {(z,y) € R? : 22 + y> < 1} e se 7y = (0,0), entdo € facil ver que H(s,t) =
(1—s)a(t)+szo € uma homotopia entre o laco « e o lago ¢,,, ou seja, o grupo fundamental do
disco unitario do espaco R? é trivial. Bastante técnica, entretanto, é a prova do lema abaixo,
que caracteriza o grupo fundamental do circulo unitario S!, a menos de isomorfismo de
grupo. O leitor interessado podera consultar a referéncia [2], a pagina 76.

Lema 2.7: Se S' = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1}, entdo I1;(S!) ¢ isomorfo ao grupo aditivo dos
inteiros, isto é, 11;(S') ~ (Z, +).

Ja estamos preparados para demonstrar um importante Teorema de Ponto Fixo.

Teorema 2.1 (Teorema do Ponto Fixo de Brower): Se f : D?> — D? é continua, entdao existe
xo € D? tal que f(z0) = xo.

16 ARTIGO DE PESQUISA



REVISTA ELETRONICA MATEMATICA E EsTATiSTICA EM FocCcoO

R

f(x), x ¥

g

FIGURA 2: semirreta Ry, .

Demonstra¢do. Suponha, por absurdo, que f(z) # z, Vo € D%, Defina g : D?> — S! pondo
g(x) = Sl N Rf(:r:),x

onde Ry(,), € a semirreta com origem f(r), passando pelo ponto z.
Analiticamente, temos que,

V@), 2 — f(2))2 =z — f@) 21/ @) = (f (@), @ — f(2))
Iz — f ()]

g9(x) = f(z) +

cuja continuidade segue da continuidade de f.
Pela propria definicao, g(x) = z, Vo € S. Portanto, g|g1 = idg:.
Agora, seja i : S' — D? a operacdo de inclusao e seja t € S!, temos que,

(goi)(t) = g(i(t)) = g(t) = t = ids:(t)

Logo, goi =1idg.
Assim, obtemos o seguinte diagrama:

Slc { D2
zcm J«g
Sl

Passando aos homomorfismos induzidos obtemos:

I (SH o 11, (D?)
(% ig#
II;(S1)

como IT; (S') é o grupo aditivo (Z, +) e como I1;(D?,0) = {(eo)} temos que

(2, +) e}
idy, ig#
(Z,+)

Agora, seja a € (Z,+), tal que a # 0, dai (g7 0i*)(a) = idz(a) = a. Por outro lado, temos
que, (g7 0i¥)(a) = g7 (i*(a)) = g” (¢) = 0, 0 que € um absurdo.
O

Coroldrio 2.1: Se X é um espaco topolégico homeomorfo ao disco unitdrio D> e f : X — X é
continua, entao existe 1 € X tal que f(z1) = z;.

BONFIM, V. E CUNHA, G. D. 17



VOLUME 6 - NOMERO 2 ABRIL DE 2019 PAGINAS: 12 A 23

Demonstracédo. Seja ¢ : X — D? um homeomorfismo. Entéao po fop~!: D? — D? é continua,

de onde segue, pelo Teorema de Brower, que existe zg € D? tal que (po fo o 1) (z9) = o.
Mas entao temos também que f(p !(zg)) = ¢ (zg), ou seja, 1 = ¢~ '(x) € ponto fixo de
f- O

3 SoLUCAO PERIODICA VIA PONTO FIXO

Uma questado abordada com frequéncia na teoria das equacodes diferenciais ordinarias
diz respeito a existéncia de solucdes T-periddicas de (2), ou seja, solucoes satisfazendo
X(t+T) = X(t), para todo t € R. A Figura 3 abaixo ilustra uma solucao periédica do
sistema nao-linear

x) = 1.0y — 0.8z
/ ) (4]
Ty = 0.3:[1.%2 — 0.5:L’2

e também o campo vetorial F(z1, z2) = (21 —0.82122,0.3z122 — 0.522) no retangulo 0 < z; < 3.5,
0 <z < 2. Neste sistema, x; € 22 sao as populacoes de duas espécies, uma presa € a outra
predadora, respectivamente, e as equacoes (4) modelam a interacdo entre tais espécies.
Para detalhes sobre a modelagem matematica do sistema predador-presa o leitor podera
consultar a referéncia [3].

FIGURA 3: Solucao periodica

Observe que, se existir uma condicao inicial X tal que X (7', X)) = Xy, entao esta solucao
t — X(t,Xy) sera T-periodica, gracas a propriedade de unicidade das solugdes. Sendo
assim, a existéncia de solucao T-periodica podera ser vista como um problema de existéncia
de ponto fixo para a chamada Aplicacdo de Poincaré Pr. Tal aplicacao Pr : D — D € definida
da seguinte maneira:

Pr(Xp) = X(T, Xo),

sendo X (¢, Xy) a tnica solucao de (3).

Muita teoria relacionada com pontos fixos ja foi desenvolvida, algumas utilizando argu-
mentos analiticos, outras argumentos algébrico-topolégicos. Nosso objetivo neste trabalho
€ utilizar a segunda metodologia para mostrar que a aplicacao de Poincaré associada a
uma classe de sistemas do tipo (2) possui ponto fixo, o que rendera a existéncia de solucao
periodica.

Para enunciarmos o resultado principal deste artigo precisaremos da seguinte definicao:
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DefinicGo 3.1: Diremos que um subconjunto aberto Q C R? satisfaz a propriedade (P) se,
para cada (a,b) € 95, existir uma bola aberta U, centrada em (a,b) tal que

dist((z,y); 00?) = dist((z, y); U(a,p) N OQ).

Teorema 3.1: Seja ) ¢ R? um aberto cujo fecho é homeomorfo ao disco D?, e cuja fronteira
(de classe C?) satisfaz a propriedade (P). Seja F : Q0 — R? um campo vetorial Lipschitziano
satisfazendo a seguinte condicao de transversalidade na fronteira:

—

F(wvy) ’ ﬁ(x7y) <0, V(.f,y) € aQa (5)

onde o ponto indica o produto escalar usual de vetores em R?, e ii(x,y) é a normal unitdaria
exterior a ). Entao, dado qualquer T > 0, o sistema de equagcées diferenciais ordindrias

xll(t) = fl(xla v axn)

z (t) = folx1, ... 20)
admite solucdao T-periédica inteiramente contida em ).

A figura 4 ilustra a condicao de transversalidade na fronteira. Como 7(X) é a normal
unitaria exterior, a condicao (5) nos diz que F(X) aponta “para o interior de 2" quando
X € 00Q.

FIGURA 4: Transversalidade na fronteira

Para a demonstracao do Teorema necessitaremos do seguinte lema.

Lema 3.1: Seja Q2 como no enunciado do Teorema anterior, e § : R? — R definida por

— [dist((z,y); 00, se (z,y) € Q
[dist((z,y); 00)]*,  se (x,y) €0

6(z,y) := {
Entao:
(1) 6(z,y) <0, ¥(x,y) € int(Q);
(i7) d(z,y) =0, ¥(x,y) € 0(Q);
(iii) §(z,y) >0, V(z,y) & Q;
(iv) § é de classe C' em uma vizinhan¢a aberta de qualquer ponto (a,b) € 9(Q2). Mais ainda,

nesta vizinhanca aberta temos que Vi(z,y) = A(z,y) - i(z,y), onde A é uma funcao
positiva.

BONFIM, V. E CUNHA, G. D. 19



VOLUME 6 - NOMERO 2 ABRIL DE 2019 PAGINAS: 12 A 23

Demonstracao. As condicoes (i), (ii) e (iii) sdo imediatas. Provemos a diferenciabilidade de
§ numa vizinhanca do ponto (a,b) € 9Q. Como 052 € de classe C?, existe uma bola aberta
Uap) de R? centrada em (a,b) e uma funcéo ¢ : (—o,0) — R de classe C? tal que U, ;) NN €
o grafico de ¢. Precisamente:

Utap) N0 = {(u,v) | u € (—0,0) € v=p(u)}.

Como 0f? satisfaz a propriedade (P) podemos, se necessario for, diminuir o raio da bola
Ua,p) Para que tenhamos também a propriedade

dist((z,y); 09) = dist((x, y); U(ap) N Q).

Vamos provar que a restri¢ao de J no aberto U(, ;) € de classe C!l. Ora, mas para (z,y) € Ulap)
temos, pela propriedade (P), que

[dist((w, y); 02))* = [dist((z, 1); Uayy N 99)]* = min{(z — u)® + (y — v) | B(u,v) = 0},
onde ®(u,v) = p(u) — v, pois em U, ;) a fronteira de Q tem equacdo v = p(u). Assim, pelo
Método dos Multiplicadores de Lagrange, o ponto (ug,vp) que minimiza a distancia de (z,y)
até 09, ou seja, o ponto (ug,vg) tal que
[dist((z,); Uap) N 02)]* = (& = uo)? + (y — vo)?

deve satisfazer

{ \Y [(m - U)Q + (y - U)g] |(uo,v0) =A- v(I)|(uo,vo) (6)
v = ¢(uo)

Yap

«— 30

FIGURA 5: Forma Local de 02

De (6) obtemos que:

vo = ¢(ug) (7)
2 (z—wuo) =X ¢'(uo) (8)
2-(y—wo) =—A\ 9)

Substituindo (7) e (9) em (8) e efetuando as simplificacdées obtemos que

(z —uo) + [y — p(uo)] - ¢’ (ug) = 0.

Assim:
n(z,y,uo) = 0, identicamente para (z,y) € U p), (10)
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onde 7(x,y,uo) = (x — ug) + [y — p(uo)] - ¢'(ug), a qual € de classe C! em (z,y,up), ja que ¢ €,
por hipétese, de classe C2.

Afirmacéo: @(:p,y,uo) # 0.
a’LL()

0
Prova da afirmacao: Se, por absurdo, tivéssemos a—n(m, y,up) = 0, entao
Uuo

" (uo) - [y — p(uo)] = 1+ [¢ (u0)]* (11)

0 que € uma contradicao, pois o segundo membro de (11) € sempre positivo, enquanto que
o primeiro membro pode assumir valor positivo ou negativo, dependendo do sinal de ¢" (uy)
e do fato de y ser maior ou menor do que ¢(uy), isto €, dependendo do ponto (z,y) estar fora
ou dentro de €.

Assim, gracas a afirmacao anterior, segue do Teorema da Funcao Implicita que a equa-
cao (10) define implicitamente v, como uma funcio de classe C' das variaveis z,y, isto €,
ug = B(x,y) para certa funcao real 3 de classe C!. Assim,

N[

dist((z,y); Uty N 0Q) = ((z — B(z,9))* + (y — 9(B(z,9)))?) 2. (12)

Conclusio: § é uma funcao de classe C! na vizinhanca aberta Uap)» POis nesta vizi-

nhanca a expressao de [dist ((z,y); Ugqp) N 8(2)]2 ¢é a composicao de funcoes de classe C!
que podemos ver no segundo membro de (12).

Para finalizar a prova do Lema 8, resta mostrar que gradi(z,y) = A(z,y)7i(z,y), para
certa funcao real positiva A(z,y). Ora, mas isto € imediato, pois como 912 é a curva de nivel
zero da funcéao J, entdo § € normal a 02 em qualquer de seus pontos (z,y). Em particular,
gradd(z,y) e 7i(x,y) sdo multiplos. Mais ainda, como § cresce na direcao e sentido da normal
exterior a 2 (pela proépria definicao de ), entdao gradé(z,y) e 7i(z,y) tem ambos o mesmo
sentido, ou seja, existira um escalar positivo A(z,y) tal que grado(z,y) = A(z,y)7i(x,y), como
afirmado. A prova do Lema 8 esta completa. O

A figura 6 ilustra uma vizinhanca aberta da fronteira de (2, e a figura 7 ilustra o esboco
de um pedaco do grafico de § nesta vizinhanca V.. Na figura 7 a fronteira de (2 esta ilustrada
na cor verde.

FIGURA 6: Vizinhanca aberta de 0f)

Prova do Teorema. Seja X, € 2, e t — X (¢, Xy) a unica solucao de X'(t) = F(X(t)) satisfa-
zendo X (0, Xy) = Xy. Vamos provar que X(t, Xy) € , Vt > 0. Suponha, por absurdo, que
exista 7 > 0 de modo que X(7, Xj) ¢ .
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z =d(xy)

FIGURA 7: Parte do grafico de ¢ na vizinhanca V.

X

Seja ¢ : [0,00) — R definida por ¢(t) = §(X (¢, Xo)). Entdo g é continua por ser composicao
de funcées continuas. Além disso:
9(0) = 6(X(0, Xp)) = 6(Xo) <0, pois Xo € €
g(T) = 5(X(7-7 XO)) > 07 pOiS X(Ta XO) ¢ Q.

Da continuidade de g segue que existe 7* € (0,7) de modo que g(7*) = 0.
Dessa forma, temos por um lado que

¢ (%) = gradd(X (7%, Xo)) - X' (7%, Xo) = gradé(X (7%, Xo)) - F(X (7%, X)), (13)
e que devido a propriedade (iv) do Lema 8, pode ser ainda escrita como
g'(7%) = MX (7%, Xp)) - (X (7%, X0)) - F(X (1%, X0)). (14)

Como a solucao esta deixando 2 no instante 7%, entdo a funcéo g(¢) € nao-decrescente
numa vizinhang¢a aberta de 7%, de onde segue que ¢'(7*) > 0. Logo, o segundo membro
de (14) também deve ser maior ou igual a zero. Ora, mas como \(X (7%, X)) > 0, entao

—

n(X (7%, Xo)) - F(X (7%, X)) > 0, contradizendo a condicao de transversalidade (5).
Conclusao: X (¢, Xp) € Q, vVt > 0.

Assim, qualquer que seja 7 > 0, o dominio 2 € invariante pela aplicacao de Poincaré
Pr : Q — R2. Pelo Corolario do Teorema de Brower segue que Pr tem ponto fixo X, € Q, ou
seja, existira uma solucao periddica inteiramente contida em (2. O

Como aplicacio, seja g : R — R uma funcao de classe C*, com k > 1, e consideremos a
seguinte classe de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias:

x)(t) = —x1 - sen [g (\/W)] — X2 - COS [9 (\/m)}
wh(t) = —a1 - cos [g (V/aT +a3)| — w2 -sen [g (VaT+5)]

A titulo de exemplo, suponhamos que g(r) = —%7’3 +3r2 — 47, e que Q € a bola aberta de
raio 3, centrada na origem do plano cartesiano z10x3. Entao o fecho de 2 é obviamente
homeomorfo ao disco D?, e sua fronteira satisfaz a propriedade (P).

Para provarmos a condicao de transversalidade na fronteira observe que, chamando

N NN = R AR

cos(g(r)) —sen(g(r)) To T9 T9

(15)

Assim, para pontos X = { il ] € 0f) temos que
2

plo]afn]=] o st —n )] (L]0 ]),
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Efetuando o produto escalar acima obtemos

o] g[m ] L a2
F { o } n { o } =3 sen(g(3)) - (x7 + x3) < 0.

Pelo Teorema provado segue que existe uma condic¢ao inicial Xy € Q tal que X (T, Xy) =
Xo, ou seja, o sistema (15) admite solugcao T-periddica contida em 2.

Convém observar que o teorema nada garante sobre multiplicidade de soluc¢des perio-
dicas. Nao se exclui, portanto, a possibilidade da solucao periddica do exemplo acima ser
a solucao trivial. Se o campo F no enunciado do teorema nao possuir zeros em (), entdo
qualquer solucio periédica contida em (2 sera nao-trivial. Esta condicdo, entretanto, é ape-
nas suficiente para a existéncia de solucoes peridodicas nao-triviais, mas nao necessaria.
De fato, no exemplo dado temos F(0) = 0, mas a solucido X (t) = (2cos(t), 2sen(t)) é periodica
e nao-trivial. Na figura 8 abaixo vemos esta solucao perioédica em azul, a fronteira de 2 na
cor preta, e duas outras solucdes, uma na cor verde comecando no ponto (1.75,2.35), outra
na cor vermelha comecando no ponto (—0.2,—0.2), e também o campo vetorial associado a
(15). A figura sugere que qualquer solucao comecando num ponto distinto da origem em
t = 0 aproxima-se da solucao periodica quando ¢ — co. Isto € realmente verdade, mas nao
sera objeto da nossa preocupac¢ao nesse texto.

T

3 g Pl e

FIGURA 8: Algumas solucoes de (15)
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