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RESUMO

Apresentaremos neste trabalho a construcao da medida de Lebesgue e um exemplo
classico de um conjunto ndo enumeravel com medida de Lebesgue zero. Para tanto,
iniciaremos por algumas preliminares sobre classes de conjuntos, em seguida exi-
biremos alguns resultados necessarios para a construcao da medida de Lebesgue e,
por fim, definiremos o conjunto de Cantor e mostraremos que este possui medida de
Lebesgue zero.

ABSTRACT

We will present in this work the construction of the Lebesgue measure and a classic
example of an uncountable set with zero Lebesgue measure. To do so, we will start
with some preliminaries about classes of sets, then in the following, we will show
some results which are necessary for the construction of the Lebesgue measure, and
finally, we will define the Cantor set and show that it has zero Lebesgue measure.
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1 INTRODUCAO

A Teoria de Medida e Integracao tem um papel essencial dentro da Analise Matematica
Moderna. Essa teoria teve grandes contribuicdes entre o final do século XIX e o inicio do
século XX, quando a teoria de integracao de Riemann foi ampliada pela teoria de integracao
de Lebesgue.

Na segunda metade do século XIX, o grande instrumento para medida de grandezas era
a integral formulada pelo matematico alemao Bernhard Riemann (1826-1866), cuja versao
moderna foi finalizada por Gaston Darboux (1842-1917), que demonstrou que uma func¢ao
€ integravel quando as somas superior e inferior de Riemann convergem para o mesmo valor
a medida que os comprimentos dos subintervalos tendem a zero para qualquer particao
usada. Esta teoria, entretanto, contém certos inconvenientes que a tornam inadequada ao
estudo de varios problemas da Analise Matematica.

Foi em 1902 que o matematico francés Henri Léon Lebesgue (1875-1941) revolucionou
a Analise Matematica apresentando uma nova nocao de integral que generaliza a integral
de Riemann e possibilita o calculo de integrais de certas funcées que nao sdao Riemann
integraveis. Esse novo conceito de integral permitiu resolver, num periodo de poucos anos,
alguns dos problemas fundamentais da Teoria da Integracdo que estavam em aberto: pro-
blemas de séries de Fourier (o Teorema de Fischer-Riesz), teoremas de convergéncia de
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integrais, condicoes da iteracao de integrais (o Teorema de Fubini), entre outros. Além
disso, a integral de Lebesgue deu um impulso decisivo a Analise Funcional e as Teorias
das Equacoes Diferenciais e Integrais.

O ponto basico dessa nova teoria foi a introducao da nocao de medida, estendendo
as classicas nocoes de comprimento, area, volume etc. Desenvolveu-se entao a Teoria da
Medida e a Teoria das Func¢des Mensuraveis.

O conjunto de Cantor € um subconjunto de pontos do intervalo [0, 1] que possui proprie-
dades muito interessantes. Este conjunto foi descoberto em 1874 por Henry John Stephen
Smith e introduzido pelo matematico alemao Georg Cantor em 1883. Através da conside-
racao deste conjunto, Cantor e outros contribuiram com o estabelecimento das bases da
Topologia Geral.

Uma das interessantes propriedades que o conjunto de Cantor possui € o fato de ser
um conjunto nao enumeravel com medida de Lebesgue zero, a qual destacaremos no final
do texto.

2 CLASSES DE CONJUNTOS

Nesta secao serao introduzidas as definicbes principais para a compreensdao do con-
ceito de medida que sera apresentado na proxima secao. Utilizamos a referéncia [1] como
principal fonte de estudo dos conceitos apresentados a seguir.

Seja 2 um conjunto nao vazio e $ C P(2) uma classe nao vazia de subconjuntos de 2,
onde P(Q2) denota o conjunto das partes de (2.

Definicdo 2.1: A classe S é dita um semianel se satisfaz as seguintes condigoes:
i) SeA,BeSentaioANBeS;

i) SeA,Be SentaoA—B =73 ,C;, paraalgumn € IN e paraalguns C; € $,onde1 < i <n
(o sinal ¥ indica unido disjunta e sera chamado de soma). Disto decorre que @ € S.

Definicdo 2.2: A classe S é dita uma semidlgebra se é um semianel e Q) € §.

Exemplo 2.1: Sejam Q=R e S = {(a,b], (—o0,b], (a,+00), (—00,+00) : a,b € R,a <b}. Entao s é
semianel e semidlgebra.

Seja agora IF C P(Q2) uma classe nao vazia de subconjuntos de 2.

Proposicdo 2.1: As seguintes afirmagées sdao equivalentes.
i) A classeTF é fechada em relacao a unido finita e diferenca.
ii) A classe It é fechada em relacao a unido finita e diferenca proépria.
iii) A classe It é fechada em relacao a diferenca simétrica e interseccao finita.

iv) A classe I é fechada em relagdo a unido finita disjunta, diferenca prépria e intersec¢ao
finita.

Demonstracgéo. (i) = (it) Trivial.
(17) = (i73) Sejam A, B € F. Observe que A— B=(AUB)—-Be B—-A=(BUA)— A, ou se€ja,
tais diferencas podem ser vistas como diferencas proprias. Como IF é fechada para uniao
finita e diferenca propria, segue que A — B e B — A € IF. Utilizando mais uma vez que I €
fechada para uniao finita, obtemos que a diferenca simétrica AAB=(A—B)U(B—A) € F.

Para mostrarmos que IF é fechada em relacao a interseccao finita, basta observarmos
que

ANB=(AUB)—-(AAB).
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Como F é fechada para uniao finita, diferenca e diferenca simétrica, podemos afirmar que
ANBel.

(791) = (iv) Mostremos primeiro que I' € fechada para diferenca propria. Seja B C A em
F. Entaio AAB=(A-B)U(B—A)=A—- B. Logo, (A— B) € IF, pois IF é fechada em relacéao
a diferenca simétrica.

Agora mostremos que I € fechada em relagdo a unido finita disjunta. Sejam A, B € I
tais que AN B = @. Observe que

AUB=AABEeF.

(iv) = (i) Basta observarmos que AUB = (A—(ANB))U(B—-(ANB))U(ANB) €I, pois
IF é fechada para diferenca propria e uniao finita disjunta. Além disso,

A-B=((AUB)-B)€F,

pois IF é fechada para diferenca propria.
O

Definicdo 2.3: A classe I é dita um anel se satisfaz alguma das condicées da Proposicao
2.1 (e consequentemente as outras quatro). E T é algebra se é anele () € IF.

Nao ¢ dificil provar que F € algebra se, e somente se, € fechada com relacao a uniao
finita e complementacao de conjuntos, e 2 € .

A intersecdo de uma familia qualquer de anéis € um anel. Portanto, dada uma classe
nao vazia € de subconjuntos de (2, podemos definir o anel gerado por C como o menor anel
que contém €, que coincide com a intersecao de todos os anéis que contém €. Podemos
também considerar esta definicao com algebra no lugar de anel.

Proposicdo 2.2: Se $ é um semianel (resp. semidlgebra), entdo a familia R($) das uniées
finitas disjuntas de elementos de $ é um anel (resp. dlgebra) e coincide com o anel (resp.
dlgebra) gerado por 3.

Demonstracdao. Provaremos apenas para anel, pois para algebra utiliza-se o mesmo raci-
ocinio. Vendo que R($) € um anel provaremos uma das inclusdées. A outra inclusao é
imediata.

Vamos utilizar o item (4) da Proposicao 2.1.

Por definicao, R($) é fechado por unido finita disjunta. Para verificarmos que € fechado
em relacao a interseccao finita, basta observarmos a seguinte igualdade

(ZQ) N ZBJ => Y (CinBy)

i=1 j=1

e o fato de que S € fechado por intersecc¢ao finita.
Vamos mostrar agora que R($) é fechado por diferenca prépria. Sejam > ; C;, Z?Ll B
com Cj, B; € S tais que

Entao

Como B;NC; € 8, C; — (BjNC;) é uma soma finita de elementos de $, ou seja, um elemento
de R(S). Agora basta usar o fato de que R(S) € fechado com relacao a soma finita. O
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Exemplo 2.2: SejaF a familia das uniées finitas disjuntas de conjuntos da forma (a, b], (—oo, ],
(a,+00), (—o0,4+00). Entao F é uma dlgebra sobre R, pelo Exemplo 2.1 e pela proposicao an-
terior.

Seja agora A C P(2) uma classe nao vazia de subconjuntos de .

Definicdo 2.4: A classe A é dita um o-anel se é fechada por diferenca e por unido enumerdvel
de conjuntos. Se A é o-anel e ) € A, chamaremos A de o-algebra.

Proposicdo 2.3: A classe A é o-anel se, e somente se, é fechada por interseccao finita, dife-
renca propria e soma enumerdvel (isto é, unido enumeravel disjunta).

Demonstracao. Suponhamos que A seja c-anel. Como A # @ e € fechado por diferenca,
temos que ¥ = A — A € A, para A € A. Entao A é fechado por unido finita, pois toda
unido finita é igual a uma unido enumeravel, onde todos os conjuntos, menos um numero
finito, sao o vazio. Entao A é anel, e portanto fechado por intersecao finita. Além disso A €
fechado por soma enumeravel pela definicao de o-anel.

Agora para provarmos o outro lado da implicacao, suponhamos que A seja fechado
por intersecao finita, diferenca propria e soma enumeravel. Exatamente como na parte
anterior, prova-se que @ € A, e como ele € fechado por soma enumeravel, ¢ fechado por
soma finita. Entao A € anel. Agora para provar que A é fechado por unido enumeravel
basta utilizarmos a igualdade

00 oo i—1
UAZ:Al—I—Z Ai_UAj
i=1 i=2 j=1

O
Proposi¢cdo 2.4: Todo o-anel é fechado por intersec¢do enumerdvel.
Demonstracdo. Para provarmos esta proposicao basta utilizarmos a igualdade
[o.¢] o
(A=A = 4 - 4).
i=1 i=1
O]

Proposicdo 2.5: A classe A é o-dlgebra se, e somente se, é fechada por uniGo enumerdvel e
complementacgao.

Demonstracgdo. (=) Seja A uma o-algebra de 2. Entao Q2 € A e A é fechada por diferenca e
unido enumeravel. Precisamos provar que A é fechada por complementacao. Seja A € A.
Observe que

A=QOQ—-Ac A,

jaque Q2 € A e A ¢é fechada por diferenca.

(<) Seja A uma classe de conjuntos de 2 fechada por unido enumeravel e comple-
mentacao. Mostremos que A € fechada por diferenca. Sejam A,B € A. Observe que
A— B = (A°UB)°. Logo, A— B € A. Para verificarmos que (2 € A, basta notarmos que dado
A € A qualquer, temos 2 = AU (A°). Logo, 2 € A. O]

A intersecao de uma familia qualquer de s-anéis € um o-anel. Portanto, dada uma
classe nao vazia C de subconjuntos de (2, podemos definir o s-anel gerado por C como o
menor o-anel que contém C, que coincide com a intersecao de todos os o-anéis que contém
C. Podemos também considerar esta definicdo para c-algebra. Adotaremos o simbolo ¢(C)
(6(€)) para denotar a o-algebra (o-anel) gerada(o) pela familia de conjuntos C.

Com os resultados e definicoes desta secao pode-se introduzir o conceito de medida e,
em particular, a medida de Lebesgue.
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3 MEDIDA E EXTENSAO DE MEDIDA

Seja 2 um conjunto nao vazio e @ # A C P(Q).
Definicdo 3.1: Uma fungdo p : A — (—o0, +o0] é chamada uma fun¢édo de conjunto.

Exemplo 3.1: Definimos o comprimento de um intervalo semiaberto (a,b] como o niimero real
b—a e o comprimento de um intervalo da forma (—oo, b], (a,+00) ou (—oo, +00) pelo niimero es-
tendido +o0o. Além disso, definimos o comprimento de uma unido finita de conjuntos disjuntos
dessas formas pela soma dos comprimentos correspondentes. Em particular, o comprimento
de) " (aj, bl €377 (bj—a;). Dessa forma, o comprimento € uma funcao de conjunto sobre
a_familia F do Exemplo 2.

Definicdo 3.2: Seja y uma fungao de conjunto. Diremos que p é finitamente aditiva se
w(A) = > w(Ai), para todo A = 3" | A;, onde A, A; € A. E diremos que . é o-aditiva se
p(A) =372 uw(A;) paratodo A=73%2, A;, onde A, A; € A.

Definicdo 3.3: Sejam $ um semianel e i1 : $ — [0, +00] uma fungdo conjunto. Se u() =0epu é
o-aditiva, entdo ;. é chamada medida.

A definicao de medida sobre semialgebra, anel, algebra, o-anel e o-algebra é a mesma.

Definicdo 3.4: Uma terna (2, A, 1) em que 2 é um conjunto néo vazio, A é uma o-dlgebra
contida em P(2) e u é uma medida sobre A, é chamada um espa¢o de medida. O par (), A)
é chamado um espaco mensuravel.

Definicdo 3.5: Um espaco de medida (2, A, ) tal que p(2) = 1 é denominado espaco de
probabilidades.

Definicdo 3.6: Seja (2, A, 1) um espaco de medida. Se para todo A € A existe uma sequéncia
{A;} de conjuntos onde A C | J;2, A; e u(A;) < oo, para todo i, entéao p é chamada o-finita. Se
pu(A) < oo para todo A € A, entdo u é chamada finita.

De maneira analoga podemos definir medida o-finita sobre um semianel.

Exemplo 3.2: (a) Seja A um conjunto nao vazio e seja A a o-dlgebra de todos os subconjuntos
de A. Seja 111 definida em A por

pi(E) =0, paratodoE € A,
e seja u9 definida por
(@) =0, p(E)=+o00 se E #@.

Ambas 1 e uo séo medidas. Note que s ndo é finita nem o-finita.
(b) Sejam (A, A) como no item anterior e p um elemento fixo de A. Seja u definida por

[0, se p¢E
’M(E)_{l, se peE.

Podemos observar que i é uma medida finita. Esta é chamada medida de unidade con-
centrada em p.

(c) Seja A =N ={1,2,...} e seja A a o-dlgebra de todos os subconjuntos de N. Para E € A
defina u(E) como o niimero de elementos em E se E é um conjunto finito, e como +oo se E for
infinito. Entdao p é uma medida e sera chamada de medida de contagem em IN. Note que p
nao é finita, mas é o-finita.

(d) A funcao comprimento do Exemplo 3.1 é uma medida sobre a algebra . Para mais
informacées, ver ([2], Lemma 9.3).
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Antes de enunciarmos a proxima proposicao precisaremos de algumas definicoes.

Se {A,}n=12.. € uma sucessao de conjuntos, chamaremos limite superior da sucessao
{A;}n=1,2,.. ao conjunto de todos os pontos w que pertencem a A, para infinitos indices n.
Tal conjunto sera denotado por lim, sup A,,. Podemos observar que

liTansupAn = ﬁ D A;.

n=1i=n

O conjunto de todos os pontos de €2 que pertencem a todos os A,, a menos de um nu-
mero finito de tais A,,, ¢ chamado de limite inferior da sucessao {A,},-1 .., € simbolizado
por lim, inf A,,. Observemos também que

hrIzniann = Ej ﬁ A;.
n=11i=n

Uma sucessao {A,},—12... € dita crescente (respectivamente decrescente) se A,, C 4,1,
paran =1,2,... (respectivamente A, O A1, n=1,2,...).

Se para uma sucessao {A,},=12, ., lim,inf A, = lim, sup 4,,, dizemos que tal sucessao
tem limite e denotaremos tal conjunto por lim,, 4,,. Indicaremos sucessoes crescentes (res-
pectivamente decrescentes) de conjuntos com a notacao A, 1 (respectivamente A4, |). Es-
crevemos A, T A (respectivamente A4, | A), se A, 1 (respectivamente A |) e (Jo2 A4, = A
(respectivamente ()2, A, = A).

Proposicdo 3.1: Seja (2, A, 1) um espago de medida. Séao vdlidas as seguintes afirmacoes:
1) ACBepu(B)<oo implican u(B—A)=u(B)— pu(A);
2) A, T A implica p(A)=1imu(Ay,);
3) Se A,, | A eexisteny € N tal que pu(A,,) < oo entéo pu(A) = lim p(A4,);
5) p(Unly An) < 22070 1(An);

6) Para toda sucessao {A,} de elementos de A temos p(liminf A,) < liminf u(A,) e se,
para algum ng, p (UnZ,,, An) < oo, ent@o limsup pu(A,) < p(limsup A,). Em particular se
(Q, A, P) é um espaco de probabilidades, entédo A, — A implica P(A,) — P(A);

7) > m(A,) <oco  implica  p(limsup Ay,) = 0.
Demonstracao. Ver ([1], Proposicao 2.1.1). =

Proposicdo 3.2: Seja . uma medida finitamente aditiva sobre o semianel S. Entdo existe uma
unica medida 1 _finitamente aditiva sobre o anel gerado por S, que é uma extensao de ..

Demonstracdo. Observemos inicialmente que se > ;' | C; =377 | Bj, com C; € B; € $, entdo

D €)= > wCinBy) =) u(CinBy) =Y u(By).
i=1 i=1 j=1 j=1i=1 j=1
Para todo A no anel gerado por $, com

A:i@- e C;eb,
=1

definimos

0 que € possivel pela observacao acima (isto €, 1z esta bem definida). Nao € dificil mostrar
que 1 € finitamente aditiva sobre o anel gerado. A unicidade segue da definicao. O]
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Proposicdo 3.3: Seja n uma medida sobre um semianel $. Entdo:

i) ACB implica u(A) < u(B) paratodos A, B € S;

i) ACU,2, A, implica p(A) <> >, u(A,) para todos A, A, € S.
Demonstracao. Ver ([1], Proposicao 2.2.2). O

Seja $ um semianel. Considere a classe

F = {A CQ:AC U C,, para alguma sequéncia {C), },en C S} :
n=1

Nao ¢é dificil verificar que ¥ € um o-anel, eque se BC Ae A< Fentdo B € F.

Definicdo 3.7: Considere o conjunto ¥ definido acima e u uma medida sobre $S. Para cada
A € F definimos

p*(A) = inf {Z w(Cn): AC|JCn, Cnes, vn} .
n=1

n=1

A funcgao de conjunto p* : § — [0, +00] assim definida é chamada medida exterior induzida
por 1. sobre F.

Proposicdo 3.4: Sdo vdlidas as seguintes afirmagoes:
1. AeS implica p(A) = pu*(A);
2. 1"(@)=0 e 0<u*(A) <oo, paratodo A € F;
3. AC B implica p*(A) < up*(B), paratodos A,B € F;
4. 1 (U2 An) < 50, 1 (An), para toda {A,} C 5.
Demonstracao. Ver ([1], Proposicao 2.2.4). O

Observe que p* € uma extensao de p pelo item (1) da proposicao anterior.

Definicdo 3.8: Seja F o conjunto definido acima, ;» uma medida sobre S e u* a medida exterior
induzida por i sobre . Um conjunto M € F é dito mensuravel se, para todo A € F,

pr(A) = p (AN M) + p* (AN M°).
Denotaremos por A o conjunto {M € F: M é mensuravel}.
Definicdo 3.9: Uma medida ;. sobre um o-anel A é dita completa se
BCA AcA e uA) =0 = BeA.

Teorema 3.1 (Teorema de Extens@o de Carathéodory): A familia A é um o-anel contendo $
e u* restrita a A é uma medida completa que estende p.

Demonstracdo. Ver ([1], Proposicao 2.2.5, Proposicao 2.2.6 e Proposicao 2.2.7). O

Teorema 3.2 (Teorema de Extensdo de Hahn): Se u é o-finita, entao a extenséo de ;1 a (%) é
unica.

Demonstracao. Ver ([1], Proposicao 2.2.8). O
Proposicdo 3.5: Seja (2, A, u) um espago de medida. Entao, se definirmos

A={AUN:Ac A, NC M para algum M € A tal que u(M) = 0}
MOURA, E. C. E SANTOS, E. R. 7
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en:A—[0,+oo] por (AU N) = u(A), teremos que (12, A, 1) € um espago de medida completo.
Nessas condicoes diz-se que A é o completamento de A com respeito a (.

Demonstracao. Ver ([1], Proposicao 2.2.9). O

Proposicdo 3.6: Seja i uma medida o-finita sobre o semianel S. Entéo, A é o completamento
de 5(S) emrelacao a i, ou seja, A = 5(9).

Demonstracao. Ver ([1], Proposicao 2.2.12). O

Com estes resultados e definicoes podemos definir a medida de Lebesgue no seguinte
exemplo.

Exemplo 3.3: Considere @ = R, $ = {(a,b], (—0,b], (a,+00), (—00,4+00) : a,b€ R,a <b} o
semianel apresentado no Exemplo 1 e x como a _func¢do comprimento (medida) do Exemplo 3, a
qual é o-finita. Pelo Teorema de Extensdo de Hahn, i pode ser estendida a uma tinica medida

\ sobre 5($). Obtemos entao uma medida completa \ sobre A = 5(S) pelas Proposicées 10

e 11. A o-dlgebra o(%) é chamada o-dlgebra de Lebesgue de R, os conjuntos de o($) sao

chamados conjuntos Lebesgue mensurdveis e a medida \ restrita a o($) é chamada medida
de Lebesgue.

Observe que a medida de Lebesgue ;1 de um conjunto unitario {z}, consistindo de um
unico ponto z € R, € zero, pois

p({x}) =inf {u(A) :x € A= (a,b], a,b € R}

1 1
Sinf{u(An):An: (x—,x—&—} ,ne]N}
n n

2
:inf{:nEIN}:O.
n

Consequentemente, a medida de Lebesgue de qualquer conjunto enumeravel {z,},ey C R
também € zero, pois

/L({xn}nGJN) = il ,u({l‘n}) = 0.

Em particular, obtemos que ;(Q) = 0. No entanto, existem conjuntos nao enumeraveis
com medida de Lebesgue zero. O exemplo considerado mais interessante € o conjunto de
Cantor, que apresentaremos na proxima secao.

Para mais informacées sobre a medida de Lebesgue, indicamos as referéncias [1], [2] e
[3].

4 CONJUNTO DE CANTOR

Para construirmos o conjunto de Cantor, consideremos o intervalo I = [0, 1] da reta real.
No primeiro passo, trisseccionamos o intervalo / nos pontos % e % e, em seguida, removemos
seu terco médio aberto (1 2). Denotemos por (' o conjunto dos pontos restantes de I, isto

303
€,
1 2
Ci=10,-|U|5,1].
N
No segundo passo, trisseccionamos cada um dos dois intervalos fechados de (1, nos pontos

5. 2, L e %, eremovemos os tercos médios abertos (§,2) e (§,3) desses intervalos fechados.

Denotamos entao por Cy o conjunto formado pelos pontos restantes de C}, isto é,

P BB
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Repetindo este processo, no terceiro passo, obtemos o conjunto

oo L1021 U2 2] 018 1] [2.29] (20 7] L[5 28] 26,
S Y 2779 9’27 2773 3727 2779 9’27 2777

A Figura 1 representa os trés primeiros passos da construcao.
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FIGURA 1: Construcao do conjunto de Cantor

Prosseguindo desta maneira, obtemos uma sequéncia de conjuntos
C1,C,C3,...,Cy, ...
tais que
I>C;DC;003D---2C,1DC, D+,

em que (), € constituido dos pontos do conjunto C,,_; excluidos os tercos médios abertos.
Observemos que cada C,, consiste em 2" intervalos fechados e disjuntos dois a dois.

O conjunto de Cantor € o que resta apos aplicarmos esse procedimento para todo n € IN.
Apresentamos a seguir a definicao precisa de tal conjunto.

Definicdo 4.1: O conjunto de Cantor C é a intersec¢do dos conjuntos C,,, obtidos através da
remocao sucessiva dos tercos médios abertos do intervalo I = (0, 1], ou seja, C' = (2, Cp.

A primeira vista, pode parecer que C é o conjunto vazio, mas isto ndo acontece pois

os pontos 0, %, % e 1 permanecem em todos os conjuntos C,,, estando assim no conjunto de

Cantor.
Teorema4.1: Os elementos do conjunto de Cantor possuem expansao terndria (base 3) usando

os digitos O e 2, isto é,

C:{xe[o,l]: T = Z;—Z para i, =0 ou z’n:2}.
n=1

Antes de demonstrarmos esse teorema, vamos nos familiarizar com a representacao de
numeros reais em base ternaria. Dado z € [0, 1], representar = na base 3 significa escrever
x = (0,x12223 ... Ty ... )3, onde cada um dos digitos xz,, € igual a 0,1 ou 2, de tal modo que

Tn
x:§+?+?+...+37+....

Para compreendermos melhor facamos alguns exemplos.

Exemplo 4.1: O ponto % tem expansao terndria igual (0,1)s. De fato, podemos escrever

1 1 0 0
3Tyt T

donde deduzimos que 1 = (0,1)3.

Exemplo 4.2: O ponto % tem expansao ternaria igual a (0, 122)3. De fato, podemos escrever
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17 _ 1,2 .20
=t tato
Exemplo 4.3: O ponto % tem expansao ternaria igual a (0,0202020202. .. )s. De fato, temos que
1 é
1= 2. - —=9. Z < )
0 2 0 2 0 2 0 2 0 2
T3 Ty Ty 3T T Ty T 33w

Agora demonstraremos o Teorema 4.1.

R

Demonstracao do Teorema 4.1. No primeiro passo da construcao do conjunto de Cantor,
ao retirarmos o intervalo aberto (%, %) excluimos os valores x do intervalo [0, 1] cuja repre-
sentacao ternaria, z = (0,z1z223...)3, tem z; = 1, com a Unica excecao de % = (0,1)3 que
permanece.

No segundo passo, excluimos os numeros reais dos intervalos (§,2) e (7,3). ou seja,
aqueles da forma (0,01lzsx4zs ... )3 ou da forma (0,21zgz4xs5...), com excecao de % = (0,01)3
€ 9 = (0,21)3 que permanecem.

: 12 7 8\ (19 20 25 26 5

No terceiro passo, removemos os intervalos (5,55 ) , (57, 37 ) , (52, 52) € (52, 32) que contém

os numeros da seguinte forma:
(O, 0011‘4.’E5 ce )3, (0, 021$4IE5 ce )3, (0, 201$4IE5 ce )3 € (0, 221$3CL‘4$5 ce )3,

com excecdo de 5~ = (0,001)3, 5= = (0,021)3, 32 = (0,201)3 e 32 = (0,221)3 que permanecem.
Este processo continua indutivamente. De modo geral, fica garantido que os elementos
do conjunto de Cantor sao os numeros do intervalo I = [0, 1] cuja representacao ternaria «z =
(0, x12973 . .. )3 SO contém os algarismos 0 e 2, com excecao daqueles que possuem um unico
algarismo igual a 1 como o algarismo significativo final, como 22 = (0,221)3, por exemplo.
Mas, se observarmos que (0,221)3 = (0, 22022222)3, poderemos sempre substituir o algarismo
final 1 pela sequéncia 22222.... Com esta convencao (também usada em outras bases
como, por exemplo, na base decimal) podemos afirmar, sem excecoes, que os elementos do
conjunto de Cantor sdo os numeros do intervalo I = [0, 1] cuja representacdo na base 3 s6

contém os algarismos 0 e 2. U
Teorema 4.2: O conjunto de Cantor é nédo enumerdavel.

Demonstracdo. Suponhamos por absurdo que o conjunto de Cantor seja enumeravel. Usando
representacoes ternarias podemos escrever todos seus elementos numa lista da seguinte
maneira

0,a11a1201 3014 ...

0,as1a2202 3024 . . .

usando apenas os digitos 0 e 2. Agora construiremos o seguinte elemento do conjunto de
Cantor

0, b1b2b354 A

onde b; € um algarismo diferente de a;; e de 1. Obviamente este € um elemento do conjunto
de Cantor que nao esta na lista anterior.
Logo, o conjunto de Cantor € nao enumeravel. O

Teorema 4.3: O conjunto de Cantor tem medida de Lebesgue zero.

Demonstracgao. Para ver que p(C) = 0, observe que C € obtido removendo-se do intervalo I =
[0,1], um intervalo de comprimento % dois intervalos de comprimento % quatro intervalos
de comprimento 2% e assim por diante. Logo,
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) =1 002"*171 1 = 2\" _ 1 1 1
nw(C) = —ZTn = —32(5) = —3'1_2—0-
n=1 n=0 3

O

Concluimos a partir dos resultados demonstrados nesta secao que o conjunto de Cantor
€ um conjunto ndao enumeravel com medida de Lebesgue zero. Mais informacées sobre o
conjunto de Cantor podem ser encontradas nas referéncias [4] e [5].
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