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RESUMO

Nesse artigo, apresentamos detalhadamente os calculos dos grupos de homologia
simplicial do toro, do plano projetivo e da garrafa de Klein. O principal objetivo desse
trabalho € mostrar para o leitor como ¢ feita a mudanca de geradores do ntucleo e
imagem dos operadores bordos, tais calculos normalmente siao omitidos nos livros
de Topologia Algébrica.

ABSTRACT

In this paper, we present in more detail the calculations of the groups of simplicial
homology of the torus, the projective plane and the Klein bottle. The main objective
of this work is to show to the reader how change the generators of the nucleo and
image of the boundary operators is done, such calculations are usually omitted in
Algebraic Topology’s books.
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1 INTRODUCAO

A homologia simplicial surge como uma maneira de estudar os espacos topologicos,
cujos componentes estruturais sao n-simplexos. Tal ferramenta € calculada em espacos
homeomorfos a um poliedro, tal homeomorfismo se refere a uma triangularizacao do espaco
dado. Muitos espacos topolégicos de interesse podem ser triangularizados, em especial o
toro, o plano projetivo e a garrafa de Klein.

Normalmente, nos exemplos encontrados na literatura sobre grupos de homologia sim-
plicial sao exibidos o nucleo e a imagem dos operadores bordos, sem mencionar as matri-
zes de mudanca de geradores utilizadas para a obtencao do resultado final, que sdo grupos
quocientes desses subgrupos. Tais quocientes definem os grupos de homologia simplicial.
Nesse sentido, no presente artigo apresentamos todas as matrizes de mudanca de gerado-
res nos calculos dos grupos de homologia simplicial do toro, do plano projetivo e da garrafa
de Klein, auxiliando o leitor nao familiarizado com tais calculos diretos.
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2 COMPLEXO SIMPLICIAL E HOMOLOGIA SIMPLICIAL

Nesta secao, apresentamos os pré-requesitos de homologia simplicial. Para uma leitura
mais aprofundada, consultar [1], [2] e [3].

Definicdo 2.1: Um conjunto {ag,a1,...,a;} de k + 1 pontos em R", onde os vetores a; — ay,
as — agp, - ,ar — ag Sao linearmente independentes, é denominado geometricamente inde-
pendente.

Definicdo 2.2: O conjunto de todos os pontos x € R", que sa@o gerados pelo conjunto de

pontos geometricamente independente {ay, .. .,a}, para os quais existem nuumeros reais nao
k k

negativos g, \1,...,A\; tal que x = Z)‘iai e Z)\i = 1, é chamado de k-simplexo, cuja
i=0 i=0

notacao é o*.

O O-simplexo ¢ um conjunto unitario, 1-simplexo ¢ um segmento de linha fechado, 2-
simplexo ¢ um triangulo (interior e arestas), 3-simplexo ¢ um tetraedro (interior e arestas).
Esses simplexos podem ser visualizados na Figura 1.

Um O-simplexo aberto ¢ o conjunto unitario, 1-simplexo aberto ¢ um segmento de
linha com os pontos finais removidos, 2-simplexo aberto ¢ o interior de um triangulo,
3-simplexo aberto ¢ o interior de um tetraedro.

0-simplexo 1-simplexo 2-simplexo 3-simplexo

FIGURA 1: Simplexos

Definicdo 2.3: Seja k < n, um simplexo o* é uma face de um simplexo ¢", quando cada
vértice de o* é um vértice de o".

Se ¢" € o simplexo com vértices ag, ay,...,a,, escrevemos " = {(ag...a,).

Definicdo 2.4: Dois simplexos ¢™ e ¢ sdo propriamente unidos, se ¢ N ¢" é vazio ou
o™ N o™ é uma face de ambos.

Na Figura 2, estao ilustrados alguns exemplos de simplexos propriamente unidos e
simplexos que nao satisfazem a definicao.

by
—lD LIS \ a1
2 1
Y c
b,
2 1 1 3 1
onc’'=8 onc=0c onc =<a,b>
Simplexos propriamente unidos Simplexos ndo propriamente unidos

FIGURA 2: Exemplos
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Definicdo 2.5: Um complexo simplicial é uma familia finita K de simplexos geométricos
contidos todos no mesmo R", os quais sGo propriamente unidos e tem a propriedade de que
cada face de um elemento de K é também um elemento de K. A dimensdo de K é o maior
indice positivo r tal que K tenha um r-simplexo.

A uniao de elementos de K em R" é denotado por |K| e é chamado de poliedro associado
a K.

Definicdo 2.6: A triangularizacao de um espaco topoldgico X consiste num complexo simpli-
cial K e um homeomorfismo h : |K| — X.

Geometricamente, triangularizar uma superficie € cobri-la de formas triangulares, as
quais ou tem uma face toda em comum, ou um vértice ou uma aresta. Além disso, a
triangularizacao de uma superficie nao € unica.

Na Figura 3, temos uma triangularizacao da faixa de Moébius.

FIGURA 3: Triangularizacao da faixa de Mébius

Definicdo 2.7: Sejan > 1, um n-simplexo orientado é obtido de um n-simplexo

o™ = (ap...a,) através da escolha da ordem para esses vértices. O simplexo orientado positi-
vamente +o" é determinado pela classe de equivaléncia de permutagées pares para escolha
da ordem. Analogamente, a classe de equivaléncia das permutacées impares determina o
simplexo orientado negativamente —o".

Atribuindo uma orientacéo para cada simplexo de um complexo simplicial, obtemos um
um complexo simplicial orientado. Sejam ay, ... ,a, os vértices de um p-simplexo o”, entao
o simbolo +(apa; . .. a,) denota a classe de permutacées pares para indicar a ordem ay, . .. , a,
e —(apay ... ap) denota a classe de permutacées impares.

Na Figura 4, temos 1-simplexos e 2-simplexos orientados.

® > ® © < O

dy +o' a % -G' a
a, a;

a, +G° a, 9 -6’ a,

FIGURA 4: Simplexos Orientados

Definicdo 2.8: Sejam oP*! e oP simplexos de um complexo geométrico orientado K. A cada
par (oP*1 oP) é associado um nimero de incidéncia [0”1!, 07| definido como:
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P ndao é p+1.
(0P 7] = 0, se o? nao é uma face df ol
’ +1, seoP é uma face de o™,
Se P é uma face de o’*1, ordene os vértices ay,...,a, de o tal que +oP = +(ag...ay).
Considere v o vértice de o', o qual nao é vértice de o”. Se +oP*! = +(vay...a,), entao
[oPt1 0P = 1. Se +oPt! = —(vag . . . ap), entdo [oPF! oP] = —1.

Definicdo 2.9: Seja K um complexo simplicial orientado. Se p é um niimero inteiro positivo,
entdo a p-dimensional cadeia, ou p-cadeia, é uma funcao ¢, : K — Z tal que, para cada
p-simplexo o?, ¢,(—oP) = —cp(40P).

A familia de p-cadeias forma um grupo C,(K) chamado de grupo p-dimensional cadeia
de K, com a operacdo adicao ponto a ponto induzida pelos inteiros.

Se K tem «, p-simplexos, entdo C,(K) é isomorfo a soma direta de «, cépias de Z,
através da seguinte correspondéncia

Qp

Zglo'f < (91792) oo agOép)'
i=1

Definicdo 2.10: Sejap > 1 e g.o? é uma p-cadeia elementar, o bordo de g.0? é definido por

Ip(g.o?) = Z[op,af_l]g.af_l, e K.

1

O operador bordo 0 é extendido por linearidade para um homomorfismo
8p : Cp(K) — Cpfl(K).

Desse modo, se ¢, = > g;.0f € uma p-cadeia arbitraria, entao definimos

Op(cp) = Zap(gi-af)-
O bordo de uma 0O-cadeia é definido como sendo zero.

Teorema 2.1 ((1), Teorema 2.1): Se K é um complexo orientado e p > 2, entdo a composi¢cao
Op—100p : Cp(K) — Cp—o(K) no diagrama C,(K) % Cp-1(K) Oyt Cp—2(K) é um homomorfismo

trivial.

Definicdo 2.11: Seja K um complexo orientado.

Seja p > 0, um p-ciclo é uma p-cadeia z, tal que 9(z,) = 0. O nticleo do homomorfismo
Op : Cp(K) — Cp—1(K) é um subgrupo de C,(K) e é a familia de p-ciclos. Esse subgrupo é
denotado por Z,(K), e é chamado de grupo ciclo p-dimensional de K.

Como definimos o bordo de uma O-cadeia como sendo 0, temos O-ciclo como sendo siné-
nimo de O-cadeia, ou seja, o grupo Zy(K) de O-ciclos é o grupo Cy(K) de O-cadeias.

Seja p > 0, uma p-cadeia b, é um p-bordo em K, se existe uma (p+1)-cadeia c,; tal que
O(cp+1) = by. A imagem de 0p;1(Cp+1(K)) € um subgrupo de C,(K) e é a familia de p-bordos.
Esse subgrupo é denominado de p-dimensional grupo-bordo de K e é denotado por B,(K).

Se n é a dimensdo de K, entédo néo existe p-cadeias em K para p > n. Nesse caso, temos
que Cy,(K) é o grupo trivial {0}. Note que nao existe (n+1)-cadeias em K tal que C,,1(K) = {0}
e portanto B, (K) = {0}.

Teorema 2.2 ((1), Teorema 2.2): Se K é um complexo orientado, entéao B,(K) C Z,(K) para
cada inteiro p tal que 0 < p < n, onde n é a dimensao de K.

Defini¢do 2.12: Dados dois p-ciclos w, e z, num complexo K, dizemos que w, e z, sdo ho-
mologos, ou seja, w, ~ z,, se existe uma (p+1)-cadeia c,y, tal que 9(cp11) = wp — 2,. EM
particular, se um p-ciclo t,, € bordo de uma (p+1)-cadeia, dizemos que t,, € homologo a zero,
isto é, t, ~ 0.
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Essa relacao de homologia definida anteriormente para p-ciclos € uma relacao de equi-
valéncia. Assim, as classes de homologia de Z,(K), sdo [z,] = {w, € Zy(K) : w, ~ 2,}. As
classes laterais sao:

zp + Bp(K) = {2p + Opt1(cp41) : Opta(cpy1) € Bp(K)}

Zp(K)
By(K)

Logo, as classes homologas sao membros do grupo quociente

Definicdo 2.13: Sejap > 0 e K é um complexo orientado, o grupo de homologia p-dimensional
Zp(K)
By(K)

de K é o grupo quociente H,(K) =

Agora, definiremos a matriz mudanca de geradores de um grupo n-dimensional.

Definicdo 2.14: Seja C um grupo n-dimensional gerado por B = {uy,...,u,} e também gerado
por C = {uv1,...,v,}. Entao existe uma tinica familia de inteiros «;; de maneira que

V1 = Q11U t ...+ QplUup

Un = Q1pUl + ...+ Qpplin,

ou simplesmente,
n
vj:Zaijui (j:1,2,...,n).
i=1

A matriz quadrada de ordem n a seguir

a1 192 .. U1n

a21 Q9292 ... Q9pn
P =

Apl Op2 ... Opn

chama-se matriz mudanca de B para C.

Naturalmente, a matriz mudanca de B para C deve ser inversivel, e sua inversa € a
matriz mudanca de C para B. Note que como as coordenadas sao inteiros, tal matriz para
ser inversivel devera ter determinante 1 ou —1.

Nas proximas secoes, apresentamos os calculos detalhados dos grupos de homologia
simplicial do toro, do plano projetivo e da garrafa de Klein.

3 GRUPOS DE HOMOLOGIA SIMPLICIAL DO TORO

Considere 7', o toro com a triangularizacao composta por um O-simplexo v, trés 1-
simplexos a, b € ¢, € dois 2-simplexos U e L orientados como ilustrados na Figura 5.

Na Figura 6, € possivel visualizar a transformacao do retangulo orientado no espaco 7.

Note que foi adicionado o 1-simplexo ¢ no retangulo para satisfazer o conceito de trian-
gularizacao. A sequéncia de cadeias de T' € dada seguinte forma:

0— Co(T) — C1(T) — Co(T) — 0,
que € equivalente a

0 — (U, L) % (a,b,¢) 25 (v) 2 0.
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b

FIGURA 5: Triangularizacao do toro

b
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F1GURA 6: Transformacao do toro

y T

-V

Primeiramente, como o operador 9, € nulo, segue que Zy(T) = (v).
Note que 9;(a) = 01(b) = 01(c) = v —v = 0. Logo, By(T) = {0}.
Assim,

Zo(T) _ {v)
= = = (V) =~ Z
Bo(m) (0 "
Como 0; € o operador nulo, segue que Z;(T') = (a, b, c).

Consideremos a mudanca de geradores de {a,b,c} para {a,b,a + b — ¢}, a qual pode ser
vista através da matriz

Hy(T)

1 0 1
o1 1 |,
0 0 -1

cujo determinante é —1. Dessa forma, Z;(T) = (a,b,a+ b — c).
Agora, 02(U) = 02(L) =a+b—c, ouseja, Bi(T) = (a+b—c).
Logo,

Z1(T)  (a,b,a+b—c)
H(T) = =
«T) Bi(T) (a+b—c)

Como nao ha 3 — simplexo, temos que By(T') = {0}. Resta calcular o nucleo de 0s:

= ()~ 7D L.

R(giU +gL)=0<=gi(a+b—c)+gala+b—¢c)=0
g1 = —92
<~ U —q1L € Zy(T).

Dessa forma, o Z»(T') € um grupo ciclico infinito gerado por U — L, ou seja,

Zy(T) (U-L) _

D=5m W
Portanto,
&7, para n=1
H,(T)~ 7, para n=0,2
0, para n > 3.
52
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FI1GURA 8: Transformacao do plano projetivo

4 GRUPOS DE HOMOLOGIA SIMPLICIAL DO PLANO PROJETIVO

Considere a triangularizacao do plano projetivo RP?, constituida de dois O-simplexos v
e w, trés 1-simplexos a, b € ¢, e dois 2-simplexos U e L, conforme Figura 7.

Na Figura 8, temos a transformacao do retangulo orientado no plano projetivo. Nova-

mente, foi adicionado o segmento ¢ no retangulo, para satisfazer o conceito de triangulari-
zacao.

A sequéncia de cadeia de RP? é dada por:

0 — Co(RP?) — C(RP?) — Co(RP?) — 0,

a qual € equivalente a

0— (U, L) % (a,b,¢) L5 (v,w) 2 0.

O operador dy € nulo, entao Zy(RP?) = (v, w).
Como 9;(a) = 91(b) = w — v € d1(c) = 0, obtemos By(RP?) = (w — v).

Fazendo mudanca de geradores {v, w} para {v,w — v}, visualizada na matriz de determi-
nante 1,

obtemos

2 v, W —7v
Hy(RP?) = g‘;g;; = <<;U _v>> = () ~ Z.

Calculemos Z;(RP?):

01 (gra + g2b + g3c) = 0 <= g101(a) + g201(b) + g301(c) =0
= (g1+92) (w—0)=0
—g1= 92
<« Z;(RP?) = (a —b,c).
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Considere a mudanca de geradores de {a —b, ¢} para {a—b+c¢, c}, representada na matriz
de determinante 1:
10
(7))
Desse modo, Z1(RP?) = (a —b+c,c).
Resta calcular a imagem de 0».
Fazendo a mudancga de geradores {U, L} para {L, —U + L}, exibida na matriz de determi-

nante 1:
0 -1
1 1 '
Observe que calculamos o operador bordo 9 em Cy(RP?) = (L, —U + L), ou seja,
I(L)=a—-b+ced(—U+ L) =2c. Logo, Bi(RP?) = {a — b+ c,2c).

Assim,

:Zl(IE{PQ) _ (a—b+c,c) _ {c) ~7
Bi(RPY)  {(a—b+c20) (2 %

Como néo ha 3 — simplero, temos que By(RP?) = {0}. Resta calcular o nucleo de 9s:

H,(RP?)

82(g1U+gQL):O<:>gl(a—b—c)+g2(a—b+c):0
. {(a—b)(gl+gz>=o

c(g2—9g1)=0
— g1—92=0
92+91=0

<:>91292:O.

Portanto, Z»(RP?) = {0}.
Assim, )
Hy(RP?) = m - % — {o}.

Entao
Z para n=20
H,(RP?) ~<{ Zy para n=1

0 para n>2.

5 GRUPOS DE HOMOLOGIA SIMPLICIAL DO GARRAFA DE KLEIN

Considere K, a garrafa de Klein com a triangularizacao composta por um O-simplexo v,
trés 1-simplexos a, b € ¢, e dois 2 — simplexos U e L, ilustrado na Figura 9.

. b
K v
Y
U
a a
A\ 4 c AN
L
AN
v 4 v
b

FIGURA 9: Triangularizacido da garrafa de Klein
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FIGURA 10: Transformacio da garrafa de Klein

Na Figura 10, vemos a transformacao do retangulo orientando na garrafa de Klein.
A sequéncia de cadeia de K fica da seguinte forma:

0 — Co(K) — C1(K) — Cy(K) — 0,

equivalente a
0 — (U, L) & (a,b,¢) 25 (v) 2 0.

Temos que Zy(K) = (v), uma vez que d, € o operador nulo.
Como a imagem do operador bordo 0; € nula, temos

Claramente, Z,(K) = (a, b, c).

Considere a mudanca de geradores {a, b, c} para {a+ b+ ¢, b, c}, que pode ser visualizada
na matriz

b
o~ O

cujo determinante € 1.

Dessa forma, Z;(K) ={(a+b+¢,b,c).

Resta calcularmos a imagem do operador bordo d;. Observe que calculamos d» nos
geradores de Cy(K) = (U, L) .

Fazendo a mudanca de geradores {U, L} para {U,U — L}, representada na matriz de

determinante —1:
1 1
o -1 /)"

Dessa forma, calculamos o operador bordo em Cy(K) = (U,U — L), ou seja, d(U) = a+b+c
e O(U — L) = 2b.

Assim,

_ Zi(K) _ {a+b+ebe)  (be) (b
Hl(K)_Bi(K) T {a+b+e2b)  (2D) =)@ gy ¥ LE L

Finalmente, como o operador bordo 03 € nulo, resta calcularmos o nucleo do operador
bordo 0s:
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R(@U+g2L) =0<=gifa+b—c)+g2(a—b+c)=0
— {(b—c)(gl—m):o

a(g2+91) =0
— 9g1—92=0
92+91=0

—g1=92=0
> Zy(K) = {0}.

Logo,

Zy(K) {0} _
By(K) {0}

Hy(K) = {0}.

Portanto,
Z para n=20
H,(K)~JZ®Zs para n=1
0 para n>2.

6 CONCLUSAO

Nesse artigo, utilizamos um enfoque mais algébrico, visando o entendimento dos calcu-
los envolvidos para a determinacao dos grupos de homologia simplicial do toro, do plano
projetivo e da garrafa de Klein. Entretanto, esse assunto € bem vasto e possui também uma
interpretacao geométrica, isto €, os grupos de homologia de um complexo € descrito como
um arranjamento dos simplexos de tal modo que nos dira os buracos associados ao poli-
edro e o numero de componentes conexas do mesmo. Para um estudo mais aprofundado,
[2] é uma excelente referéncia sobre o assunto.
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