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Este trabalho tem como objetivo apresentar a demonstracao do teorema de Van
der Waerden via Sistemas Dinamicos, apresentando a existéncia de Progressoes
Aritméticas em Subconjuntos quaisquer de Z, bem como, discorrer sobre alguns pro-
blemas matematicos histéricos que levaram a necessidade desse referido teorema.

ABSTRACT

This paper aims to present the demonstration of Van der Waerden’s theorem via Dy-
namical Systems, presenting the existence of Arithmetic Progressions in any subsets
of Z, as well as discuss some historical mathematical problems that led to the neces-
sity of this theorem.
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1 INTRODUCAO

Da definicao de Progressao Aritmética (P.A.), verificamos que ela esta diretamente re-
lacionada a caracteristicas aditivas. Por outro lado, também notamos que o conceito de
Progressao Aritmética esta ligado ao conceito de conjunto, afinal ela da origem a con-
juntos numeéricos com caracteristicas particulares. Cientes desta correlacao (Progressao
Aritméticas x Conjunto), a seguinte pergunta merece um pouco de atenc¢ao:

Dado um subconjunto qualquer de Z., é possivel obter Progressées Aritméticas de
comprimento' maior ou igual a 3_formada somente por elementos desse subconjunto?

Varios matematicos analisaram esta questao, e algumas respostas foram obtidas; den-
tre as quais, destacamos a que se refere ao conjunto dos numeros primos, embora a
definicao de (P.A.) remeta a caracteristicas de multiplicacao (Green e Tao mostraram a
existéncia de Progressoes Aritméticas de comprimento maior ou igual a 3, formada apenas
por numeros primos).

Esta pergunta impulsionou o desenvolvimento do estudo de Progressoes Aritméticas
(P.A.s) em subconjuntos dos Numeros Inteiros, pelos Teoremas de Van der Waerden e o
Teorema de Szemerédi, aléem do Teorema de Ben Green e Terence Tao, que adaptou essas
ideias para o conjunto dos numeros Primos.

Apesar do avanco no estudo das Progressoes Aritméticas e dos nuimeros primos, ainda
existem problemas classicos os envolvendo, tais como:

1. A conjectura dos primos gémeos: Fixe p um nimero primo. Primos gémeos sao os
pares de nameros primos da forma p e p + 2. Por exemplo, os numeros 3 e 5, 5e 7, 11 e

'Ntumero de elementos da P.A.
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13, 17 e 19, 29 e 31 sao todos pares de primos gémeos. Um famoso prolema da teoria dos
nuameros € a conjectura dos primos gémeos:

Existem infinitos primos gémeos?

O matematico noruegués Viggo Brun mostrou que se existirem infinitos primos gémeos,
eles se tornam muito escassos quando analisamos pares de primos p e p + 2 cada vez
maiores, o que torna a conjectura mais dificil.

2. A conjectura de Goldbach: a Conjectura de Goldbach propode que: “Todo inteiro par,
n > 2 pode ser escrito como soma de dois primos”. Tal conjectura também € conhecida como
a Conjectura de Goldbach “forte”. Neste periodo, Goldbach assumia que 1 era primo, o que
nao € mais usado.

Embora seu enunciado seja de facil entendimento, essa conjectura ainda continua
sendo um dos grandes desafios da teoria dos nameros. Apesar de serem apresentados di-
versos resultados a seu respeito, nenhuma prova parece se estender a uma demonstracao
da conjectura.

Apresentaremos neste texto, informacoes a respeito das Progressoes Aritméticas em
subconjuntos de Z. Para tal, recorreremos a contribuicoes dos Sistemas Dinamicos na
demonstracao do Teorema de Van der Waerden, na tentativa de instigar estudantes ao
interesse por este estudo, visto que esta € uma abordagem diferenciada daquela vista nos
cursos de graduacao em Matematica tradicionais.

2 DESCOBRINDO P.A.s

2.1 O TEOREMA DE VAN DER WAERDEN

Buscando por respostas a respeito de Progressoes Aritméticas em subconjuntos de Z,
Bartel Leerndert Van der Waerden (1903-1996), recorreu a sua experiéncia em Combi-
natéria, obtendo o conhecido Teorema de Van der Waerden (Teorema 2.1. Neste texto, de-
monstraremos o Teorema de Van der Waerden utilizando os conceitos de Sistemas Dinamicos,
desenvolvida por Furstenberg em 1977.

Van der Waerden foi responsavel em impulsionar o desenvolvimento da Algebra Mo-
derna do século XX e em seus trabalhos ha uma grande influéncia na base dos estudos de
Algebra, desenvolvidos por Emmy Noether (1882-1935) e Emil Artin (1898-1962).

Este Teorema, demonstrado no inicio do século XX, € um dos mais impressionantes re-
sultados na Teoria dos Numeros e seu conceito fundamental menciona coloracdes? quais-
quer do conjunto dos numeros inteiros. Segundo o teorema € possivel (sempre) obter uma
Progressdo Aritmética monocromatica® de comprimento arbitrariamente grande. O Teo-
rema 2.1 basicamente, responde o Teorema Finito de Ramsey, ver [1]: independente de
como seja feita a coloracdo de algum objeto combinatério, um subconjunto monocromdtico
ordenado sempre existira. Em outras palavras, nao € possivel obter completa desordem, e
que diretamente conecta-se com a Conjectura 2.1, creditado a Baudet e Schur em [2].

Conjectura 2.1: (Baudet-Schur). Para qualquer particdo dos niimeros naturais em dois con-
Juntos, um dos conjuntos vai ter progressoées aritméticas arbitrariamente longas.

Van der Waerden provou esta conjectura, no entanto, de forma mais geral, ja que Z
pode ser divididos de infinitas formas, ao invés de duas. O teorema de Van der Waer-
den teve grande relevancia para a evolucao de muitas areas da Matematica, a exemplo:

2Repartir conjunto Z em subconjuntos utilizando cores (colorindo os elementos de um subconjunto A C Z
com a mesma cor).
3Composta somente de uma cor.
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Combinatéria Extremal, Sistemas Dinamicos e a Teoria Ergodica. Foi de extrema im-
portancia para muitos avancos nos estudos de Progressoes Aritméticas em subconjuntos
dos numeros inteiros.

Teorema 2.1: (Van der Waerden) Se Z. = C, | JC2 ... U C; é uma particdo finita (c : Z — [l]
uma coloragao dos inteiros), onde [l] = {1,2,...,l}, entdo, para algum j € [l], C; contém uma
progressao aritmética finita de tamanho arbitrario. Ou seja, toda coloragdo finita de 7, contém
uma P.A. de tamanho arbitrdario finito monocromdtica.

O enunciado do teorema € simples, no entanto, € preciso uma compreensao e estudo
mais a fundo para sua demonstracao, o que exige conhecimentos nao triviais, tais como
conceitos de Topologia e alguns principios de Teoria da Medida, mas que apresentarao
significantes informacoes, ja que este teorema normalmente nao faz parte dos curriculos
dos cursos de graduacao em Matematica.

2.1.1 DEMONSTRACAO UTILIZANDO A TEORIA DE SISTEMAS DINAMICOS

Vamos considerar uma particao do conjunto dos numeros inteiros a qualquer familia
finita de conjuntos (4, - - - ,C), C Z disjuntos dois-a-dois e cuja uniado € todo o Z.
Uma Progressao Aritmética (finita) € uma sequéncia da forma

m+nm+2n,--- ,m+kn, comméeZen,k>1.

O numero k£ € chamado comprimento da progressao.

Apesar da existéncia da resolucao deste problema, via Combinatoria, Furstenberg perce-
beu que o mesmo pode também ser deduzido a partir de conceitos de Sistemas Dinamicos.
A ideia central € utilizar as propriedades de deslocamento a esquerda

T:0—9Q,
(xn)neZ — (anrl)neZ

no espaco 2 = {1,2,...,1}* das sequéncias bilaterais com valores no conjunto {1,2,--- ,1}.
Observe que toda particao {Cy,---,C;} de Z, em [ subconjuntos, determina um ele-
mento z = (zy)pez = (..., 2—j,...,2-1,%0,21,...,Zj,...) de Q, definido por z, =i & n € C;.

Reciprocamente, todo z € 2 define uma particao de Z em subconjuntos
Ci={neZ:z,=1i},i=1,--- L.

Nosso objetivo € mostrar que para todo z € 2 e todo k£ > 1, existem m € Z e n > 1, tais
que

Tm4n = = Tm+kn-
Pelo que foi observado, isto significa que para toda particdo {Cy,---,C;} e todo k >
1 existe i € {1,...,l}, tal que C; contém alguma Progressao Aritmética de comprimento

k. Note que a familia dos C; € finita, e devido a isto, podemos concluir que algum C}
contém Progressoes Aritméticas de comprimento arbitrariamente grande. Vale observar
que uma Progressao Aritmética de comprimento £ contém também Progressoes Aritmeéticas
de comprimentos menores que k. Assim, € claro que C; contém Progressoes Aritméticas de
varios comprimentos, como € afirmado no Teorema 2.1.

Denotaremos um conjunto A com [ cores, onde [ € IN cores, como um conjunto de car-
dinalidade [, ou seja, A = {1,2,...,l} munido da topologia discreta*. Como A é compacto®,
segue, pelo teorema de Tychonoff®, que Q = A%, munido da topologia produto, € um com-
pacto.

“Um espaco topologico diz-se discreto se todos os conjuntos sio abertos.
5Qualquer fechado e limitado de um espaco euclididano é compacto. E o caso de A.
80 produto de compactos é um compacto.
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Um ponto z € 2 pode ser escrito como uma func¢ao

x:7 — )

Para cada “posicdo” j € Z, tem-se a aplica¢ao proje¢do 7; : AZ — A, onde 7j(z) = z;. A
topologia produto torna todas essas aplicacoes continuas, além disso ela € menor topologia
que satisfaz tal propriedade.

Lema 2.1: Seja Q = AZ. Se z,y € Q, com z # y definimos

d(z,y) = L
Y= 1+ min{lk| : ok # yx}

Se xr =y, entdo d(x,z) = 0. A aplicagdo d assim definida, é uma métrica que induz a topologia
produto em (2.

Demonstracdo

Mostraremos agora que d, definida no Lema 2.1, € uma métrica, e para isso devemos
mostrar que:

e d(z,y) =0« x =y. Isso esta bem definido no Teorema 2.1.
e d(xz,y) = d(y,x). Isto é trivial, pois o k£ € o mesmo valor em ambos os casos.

o d(z,y) <d(z,z)+d(zv).

Vamos supor que « € o menor numero tal que z, # y,, assim temos

Sem perda de generalidade, vamos supor que $ € o menor numero tal que yg # z3,
assim temos !
d(y,z) = —— > 0.
(v, 2) 155

1. Se 5 < o temos que d(z, z) = d(z,y) e isso ocorre pelo fato de que valores menores que
a, x € y possuem a mesma coloracao. Assim temos que

1 - 1
1+87 1+4+a’

d(z,z) =d(z,y) =

Portanto,
d(z,y) < d(z,2) +d(z,vy).

2. Se > a neste caso temos que d(z,y) = d(x,y) e isso ocorre pelo fato de que em «, z €
x possuem a mesma coloracao e, portanto, diferente de y. Assim temos que:

1 1
>

d(z,y) = d(z,y) = 1 va 148

Portanto,
d(z,y) < d(z,y) + d(zx,y).
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3 Se § = «a, temos que d(z,y) = d(z, 2) € como d(z,y) > 0, temos que

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y).
3 O caso da igualdade, s0 ocorrera quando x =y =z, £ = z OU 2z = y.

Mostremos agora, que d induz a topologia produto em (). Seja p; a métrica zero-um em A;,
ou seja, p;i(z,x) =0e pi(z,y) =1, se xz #y.

Com efeito, supde-se T': M — ) continua. Dada uma projecao r; : 2 — A; qualquer, tem-se
que, dado ¢ > 0, existe § > 0, tal que

dlop) <5 = dT@). TW) < g
1 1

~1 +man{|k| : T(x)r # T(y)r} = m ~
= 1+ min{lk| : T'(x)r # f(y)r} > 2|i| =
= min{|k| : T'(x)r # T(y)r} > 2[i] — 1.

Como [i| > 1= 2|i| > 1+]i| = 2|i| — 1 > |i|, entao

min{|k[ : T(z)r # T(y)x} > [i].

Como k,i € Z, entdo k nao sera minimo, e dessa forma, p;(T(x);, T(y);) =0 < €.
Portanto, “d” induz continuidade de T, logo T o 7; € continua, o que caracteriza uma Topo-
logia Produto.

1
Reciprocamente, se (m o T) € continua para todo ¢ € Z, segue que, dado ¢ = — > 0, existem

no
00,01,0-1,...,0n,,0—pn, > 0 tais que

Az, y) < Sng = Ty (T(2)) = Tng (T(1));
d(x,y) < 6*”0 = T—ng (T :U)) = TT—nyg (T(y)>’

Logo d(z,y) < min{d_ny, Ongs O—ng+1:One—1, - - - , 00 } implica

1 1
<— <=
L+ |ng| ~ no

Isso completa a prova da reciproca.

Note que, com a métrica definida no lema 2.1, d(z,y) < 1, Vz,y € Q.
De fato,

Se k — £o0;
1
lim d lim =0.
h—vikoo (@,9) = hooo 1+ main{|k| : xx # yr}
Se k — 0;
1
lim d lim =1.
pm d@.y) = i R % Z ya)
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Definicdo 2.1: SejaT : Q — Q, Txy, = yi, onde y, = xx11. A aplicagdo T é chamada de fungao-
deslocamento no alfabeto A, ou “shift” no conjunto A. Chamamos o sistema dinamico (2; 7))
de deslocamento (de dois lados) em k simbolos.

A aplicacao T é um homeomorfismo. De fato, dado i € Z, tem-se que ©; o T = w11 €,
evidentemente, continua. Portanto, fica provado que T é continua. Analogamente, dado
i € Z, temos que m; o T~! = m;_; é continua. Portanto, T é homeomorfismo.

Para provar o teorema de Van der Waerden, o primeiro passo é fazer uma “traducao”
desses problemas de coloracao para o contexto de Sistemas Dinamicos. O Lema 2.2 é
responsavel por essa traducao, e o principal resultado utilizado nesta demonstracao é o
Teorema 2.2.

Teorema 2.2: (Recorréncia Miiltipla Topolégica - Furstenberg e Weiss). SejaT : X — X
continua e X um espago métrico compacto. Paratodo k € N ee > 0 existe x € X en € N tal
que d(T'(x),z) < ¢ paratodoi = 1,...,k. Mais ainda, dado Z C X denso, podemos escolher
r €.

A demonstracao do Teorema 2.2 pode ser encontrada em [3].

Lema 2.2: (Furstenberg) Dado um sistema dinamico (X;T) qualquer, onde X é um espaco
métrico compacto e T : X — X uma transformacao continua. Para todo x € X, todoe > 0 e
todo k € IN, existemm € Z en € N tais que

(T, T™ "y, .. T )

tem didmetro menor que ¢.

Demonstracdo

Considere um sistema dinamico (X;7) qualquer. Dados k € N, x € X e e > 0, seja Y = Z.x.
Por Y ser o fecho de um T-invariante, segue que Y € invariante.

Define-se T; := T". Logo, {T1,...,T}} € uma familia de homeomorfismos comutativos agindo
em Y . Logo, pelo Teorema 2.2, segue que existem y € Y e n; — oo tais que

Tlnjy—>y,...,T;;jy—>y.

Logo, existe n € N tal que Tl'y — y,..., Ty — y € B <y; %)
Pela continuidade uniforme de 77,73, ..., T}, segue que existe 6 > 0, tal que

d(a,b) < § = min{d(T{'a,T1'b),...,d(T}}a, Tb)} < %, para todo ¢ > 0.
Como y € Y = Z.z, segue que existe m € Z, tal que d(T™z,y) < min{d, g}. Logo

13

Mas isso quer dizer que

d(y, T™x),d(T"y, T™ " "z), d(TQ"y, Tm+2"x), . ,d(Tk”y, Tm+k"x) <

ool ™
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Tem-se que, para qualquer ¢ € {0,1,...,k}, vale, pela Desigualdade Triangular,

9
—"—7:

d(y, T™z) < (T2, T"y) + d(T"y, y) < 3 2

| ™

Portanto, 7"z, ..., 7™z ¢ B [y, ﬂ . Ou seja, o diametro do conjunto

{T™x, ... T k)

€ menor que e.

Segue, abaixo, a demonstracao do teorema de Van de Waerden.

Demonstracdo

Dado o conjunto (de cores) A = {1,2,...,/}, munido da topologia discreta e uma coloracao
7Z=CiU...UC

de [ cores, define-se o sistema dinamico (2; 7)) de deslocamento de Bernoulli (shift), onde
Q=A% ={1,...,1}”. Mune-se Q da métrica d definida no Lema 2.1. Note que essa métrica
tem a propriedade de

d(z,y) <1 x9=yo.

Toma-se o ponto = € ) tal que z; = j, se t € C;. Pelo Lema 2.2, dado um tamanho k£ € IN,
existem m € Z e n € N tais que {T™xz, T "z,..., T "} tem didametro menor que 1. Pela
meétrica, segue que

(Tm.%')o =...= (Tm+nkl')0,
onde (T™z)o = T, (T""2)0 = Tmins - - (T77%2)0 = Tppini-
Ou se€ja, ;, = ... = Tmank- 1SS0 quer dizer que

{m,...,m+nk} C Cj,
onde j :=x,, € {1,...,1}.

E isto prova o Teorema de Van der Waerden.

3 CONCLUSOES

O foco principal nesse trabalho foi apresentar aplicacoes dos conceitos de Sistemas
Dinamicos. Abordamos, portanto, conceitos de Progressoes Aritméticas.

De fato, foi possivel constatar que a existéncia de Progressoes Aritméticas em subcon-
juntos de Z constitui um tema muito interessante para investigacoes futuras e podemos
considera-las como uma fonte muito rica em informacoes que faz conexdes com muitas
areas da Matematica.

Do ponto de vista teorico-metodologico, foi possivel efetuar um breve estudo do compor-
tamento de pontos de um conjunto segundo a acao de uma transformacao 7', abordando
as definicoes e as propriedades a ela inerentes. Mesmo considerando apenas a parte intro-
dutoria dos conteudos, mostramos a rica estrutura aritmeética pertencentes a estas Teorias.

Eventualmente, o desenvolvimento na integra de Sistemas Dinamicos € algo que requer
um tratamento muito mais aprofundado do que foi dado neste trabalho, inclusive um
estudo mais amplo da Teoria da Medida e de Existéncia de Medidas Invariantes.
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