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RESUMO

Uma algebra de Boole € um conjunto munido de trés operacoes (sendo, destas,
duas binarias e uma unaria) e duas constantes que, algebricamente, captura nocoes
do calculo proposicional (como as leis da nao contradicdo e terceiro excluido).
Um espaco Booleano € um espaco topologico compacto, totalmente desconexo e
de Hausdorff. Neste trabalho, apresentamos uma demonstracdo do Teorema da
Representacao de Stone para algebras de Boole, que afirma que a categoria de tais
algebras é dualmente equivalente a categoria de espacos Booleanos. Tal resultado faz
parte da dualidade de Stone, uma colecao de dualidades entre categorias de espacos
topologicos e de conjuntos parcialmente ordenados.

ABSTRACT

A Boolean algebra is a set equipped with three operations (from which two are bi-
nary and one is unary) and two constants that captures notions from propositional
calculus (such as the non-contradiction law and the law of excluded middle). A Bo-
olean Space is a compact, Hausdorff and totally disconnected topological space. In
this paper, we present a proof for Stone’s Representation Theorem on Boolean alge-
bras, which asserts that the category of Boolean algebras is dually equivalent to the
category of Boolean spaces. This result is a part of Stone Duality, a framework of
dualities between categories of topological spaces and partially ordered sets.

Palavras-chave: Algebras de Boole, Espacos Topoldgicos, Teoria das Categorias.

1 INTRODUCAO

Em 1936, Marshall Stone (ver [1]) demonstrou uma relacao entre a classe de algebras
de Boole (ver [2]) e uma classe especial de espacos topologicos, atualmente denomina-
dos espacos Booleanos. Algumas décadas depois, o surgimento da Teoria de Categorias
possibilitou, entre outros resultados, um entendimento mais preciso desta relacdo entre
estruturas aparentemente nao relacionadas. Neste trabalho, demonstraremos a versao ca-
tegorica do Teorema da Representacao de Stone para algebras de Boole.

Na Secao 2 apresentaremos conceitos e resultados relevantes em algebras de Boole. Na
Secao 3 estudamos espacos Booleanos. Na Secao 4 apresentamos nocoes basicas em Teoria
de Categorias e na Secao 5 apresentamos o resultado principal deste trabalho. Assumimos
que o leitor possui familiaridade com os conceitos fundamentais de topologia geral.

2 NOCOES E RESULTADOS PRELIMINARES EM ALGEBRAS DE BOOLE

Iniciaremos este trabalho definindo noc¢oes basicas em algebras de Boole. Para tal, nos
basearemos em [3].
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Definicdo 2.1: Uma dlgebra de Boole é uma estrutura (A, +, -, —,0,1) onde + e - sGo operacées
binarias e — é uma operag¢do undria que satisfazem para todos x,y,z € A

lL.z+(y+2)=(x+y) +z;
2.x+y=y+u;
3. x4+ (x-y) =x;

4 z-(y+2)=(x-y)+ (zv-2);

9. 2+ -2)=(x+vy) (z+2);
10. z - (—x) =0.

Proposicao 2.1: Seja (A,+,-,—,0,1) uma dlgebra de Boole. Entdo, para todo = € A, as se-
guintes propriedades sdo vdlidas:

Demonstracdo

Pelo axioma 8 da Definicao 2.1, para todo y € A € verdade que z - (x +y) = z. Em particular,
sey=—z,temos z-(z+y) =0 = z-(z+(—x)) =z = z-1 =z (pelo axioma 5 da Definicao
2.1). Analogamente, pelos axiomas 3 e 10 da Definicdo 2.1, z + 0 = z.

Pela primeiro item desta proposicao e pelos axiomas 3 e 7 da Definicao 2.1, te-

mos 1+ = 14+ (1-2z) = 1. Analogamente, pelo segundo item desta proposicao
e pelos axiomas 2 e 8 da Definicao 2.1, temos 0 -z = 0- (0 + z) = 0.
[ |

Proposicdo 2.2: Seja (A, +, -, —,0,1) uma dalgebra de Boole. Entao, paratodoz € A, x +x = x
er-r=aux.

Demonstracdo

Para todo y € A o axioma 3 da Definicdo 2.1 implica que = + (z - y) = . Em particular,
se y = 1 temos que, pela Proposicdo 2.1, z+ (z-y) =2 = z+(z-1) =2 = z+
xr = x. Analogamente, fazendo y = 0, o axioma 8 da Definicao 2.1 implica que z - = x.

[ |

Proposicdo 2.3: Seja (A, +,-,—,0,1) uma dlgebra de Boole e x,y € A. Entdo, sex+y=1e
rx-y=0,y=—z.
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Demonstracdo

(1)

Coroldrio 2.1: Paratodox € A, —(—x) = .

Proposicdo 2.4: Seja (A, +,:,—,0,1) uma dlgebra de Boole e z,y € A. Entdo, x +y = —((—x) -
(=)
Demonstracdo
Pela Proposicao 2.3, basta demonstrarmos que (z+y)-((—z)-(—y)) =0 e z+y+((—z)-(—y)) = 1.
De fato, pelos axiomas 2 e 4 da Definicao 2.1,
(@ +y) (=2)- (-y) = (@ (=) - (=y)) + (y- (=2) - (=v))
=(0- (=) + (0 (=x))

=0+0 (@)
enquanto, pelo axioma 9 da Definicao 2.1,
z+y+((—2)- () = (£ +y) + (=2)) - ((z +y) + (-y))
=(y+1) (z+1) @)
=1-1
=1.
[ |

Exemplo 2.1: Seja X um conjunto. Tome entdo a colecéo FinCofin(X) = {A € X | |4] <
Ng ou | X \ A| < ¥g}. Logo, a estrutura (FinCofin(X),U,N,C, 0, X) é uma dalgebra de Boole.

Exemplo 2.2: Seja X um conjunto e P(X) o conjunto das partes de X. Logo, a estrutura
(P(X),u,n,C,0, X) é uma dalgebra de Boole, denominada dlgebra das partes de X.

Exemplo 2.3: Se X é um conjunto unitdario, a dlgebra das partes de X se reduz a {0,1}, onde
0=0el = X. Esta é denominada dlgebra de 2 elementos cujas operacées obedecem a
seguinte tabela:

r yl|lr+ty x-y -—x
0 0 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 1 0 0
1 1 1 1 0

Tal dalgebra sera particularmente relevante quando definirmos o conceito de ultrafiltros
em dlgebras de Boole.
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Exemplo 2.4: Sejam X um espago topolégico e Clop(X) a cole¢do de todos os clopens' de
X. Logo, a estrutura (Clop(X),U,N,C, 0, X) é uma dlgebra de Boole, denominada dlgebra dos
clopens de X.

Observacao 2.1: Por simplicidade, ao invés de dizermos que (A,+,-,—,0,1) é uma algebra
de Boole, diremos que A é uma dlgebra de Boole.

Definicao 2.2 (Homomorfismo): Sejam A, B dlgebras de Boole. Dizemos que uma fungdo
¢ : A — B é um homomorfismo se satisfaz:

o $(04) =0s:

o ¢(ln) = 1s:

e d(z+ay) =o(z) +30(y);

* ¢z -ay)=o(x) 3 oY):

o ¢(—z) = —¢(z).

Se ¢ é um homomorfismo bijetor, dizemos que ¢ é um isomorfismo, e escrevemos A ~ B.

Seja A uma algebra de Boole. Defina uma ordem natural < sobre A da seguinte forma:
r<y << r+y=y.

Proposicao 2.5: A relacdo < define uma ordem parcial sobre A.
Demonstracdo
Sejam z,y, z € A.
e como z + x = z (pela Proposicao 2.2), entao x < z;
eser<yey<uz,temosquezr+y=yey+zr=x+y=ux logo z=y;
eser<yey<z,entiorx+y=yey+z==z Logox+z=x+(y+z2)=(z+y)+z=y+z=2,

logo x < z.

Daqui em diante, considere toda algebra de Boole A parcialmente ordernada por < como
definido acima.

Lema 2.1: Sejamz,y € A. Entdo, x <y < z-y=1x.
Demonstracdo

Suponha z < y. Por definicao, y = x +y. Logo z -y = = - (z + y). Pelo Axioma 8 da Definicao
2.1 e pela Proposicao 2.2, temos z-y=z-(z+y) =2 -z = x.

Por outro lado, suponha z -y = 2. Temos entdo y + z = y + (z - y). Pe-
los Axiomas 2, 3 e 7 da Definicaio 2.1 e pela Proposicao 2.2, temos =z +
y = y+(x-y = y+y = vy Por definicao, concluimos que z < .

|

Lema 2.2: Sejam z,y € A. Entdo, © < x + y.
Demonstracdo

Pela Proposicao 2.2, 2+ (v +y) = (r+2)+y = =+ y. Pela definicdo de <, z < z + y.
|

'Em topologia, um clopen € um conjunto simultaneamente aberto (open) e fechado (closed).
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Proposicdo 2.6: Sejam x,y,a,b € A tais que x < y,a < b. Entdo, x-a < y-b.

Demonstracdo

Por hipétese, x+y =y e a+b=10>. Logo (z+y)-(a+b) =y-b = (x-a)+(y-a)+(x-b)+(y-b) = y-b.
Note que, pelo Lema 2.2, (z-a)+ (y-b) < (x-a)+ (y-a)+ (x-b)+(y-b) =y-b. Logo xz-a < y-b.
|

Observacao 2.2: Sejam A, B dlgebras de Boole e ¢ : A — B homomorfismo. Dados x,y € A,
note que r <y = ¢(x) < o(y).

2.1 FILTROS

Definicdo 2.3: Um filtro em uma dlgebra de Boole A é um subconjunto F de A satisfazendo:
1. 1€ F;
2. Sex,ye F,entdox -y € F;
3. Sexe Fex<y,entaoy < F.

Além disto, F é dito um ultrafiltro de A se a seguinte condigdo for adicionalmente satis-
feita:

4., Paratodox €¢ A, x € Fou—x € F.

Exemplo 2.5: Dada uma dlgebra de Boole A e x € A, o conjuntoz = {y € A | z < y} é
denominado ultrafiltro principal’> gerado por x.

Proposicdo 2.7: Dada uma dlgebra de Boole A e um subconjunto F C A, F é um filtro sobre
A se, e somente se, 1 € F eparatodos x,yc A,x-yeF < xe€FeyeclkF.

Demonstracdo
Se FF &€ um filtro e z -y € F, entdio = € Fy € F pois z -y < z e z- -y <
Y. Por outro lado, se F satisfaz a condicdo apresentada e = € F,y € A e
r < y, entao, pelo Lema 2.1, z -y = z € F implica y € F, logo F é filtro.
[ |

Definicdo 2.4: Dada uma dlgebra de Boole A e um filtro F' sobre A, dizemos que F é um filtro
primo se é filtro proprio (isto é, 0 ¢ F) e, para z,y € A,z +y € F implicax € F ouy € F.
Dizemos que F' é um filtro maximal se é filtro préprio e ndo existe um filtro proprio diferente
de I' que o inclui.

Proposicdo 2.8: Dada uma dlgebra de Boole A e um filtro F' sobre A, F é ultrafiltro se, e
somente se, F' é primo.

Demonstracdo

(= ): Suponha = ¢ F,y ¢ F. Como F ¢é ultrafiltro, temos —z € F,—y € F. Portanto

(—x) - (—y) € F. Entao, pelo Corolario 2.1 e Proposicao 2.4, —(z +y) = (—z) - (—y) € F, logo

—(r+y) e F = x+y¢ F. Logo F € primo.

(<=): Suponha F primo. Entao, dado z € A, x + (—z) = 1 € F. Portanto z € F ou —z € F.
[ |

2para demonstrar-se a existéncia de ultrafiltros nao principais, é necessario o axioma da escolha.
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No proximo exemplo, demonstraremos que todo homomorfismo de uma algebra de Boole
A para a algebra de 2 elementos induz um ultrafiltro sobre A, e todo ultrafiltro sobre A
induz um homomorfismo de A para a algebra de 2 elementos.

Exemplo 2.6: Dada uma dlgebra de Boole A, seja ¢ : A — {0,1} homomorfismo e fixe F' =
¢~ 1[{1}]. Note que:

o 14 € F pois ¢p(1y) =1;

e sex,y € F, entdo ¢(r) = ¢(y) = 1. Portanto, ¢(x -y) = ¢(z) - ¢(y) = 1-1 =1 e deduzimos
quez -y € F;

esercFeyecAtalquex <y, entdo 1l = ¢(z) < ¢(y) e deduzimos que ¢(y) = 1, isto é,
yEeF;

e dado x € A, suponha que = ¢ F. Entdo ¢(z) # 1, mas como ¢(z) € {0,1}, temos ¢(x) = 0.
Portanto ¢(—x) = —¢(x) + 0 = —¢(z) + ¢(x) = 1. Deduzimos que —z € F.

Deste modo, todo homomorfismo ¢ : A — {0,1} induz um ultrafiltro sobre A, o ultrafiltro

F=¢""[{1}].
Por outro lado, seja F' um ultrafiltro sobre A. Defina ¢r : A — {0,1} por

1 sexeF
or(e) = {0 sex ¢ F. @

Demonstraremos que ¢r é um homomorfismo. De fato,
e ¢p(04) =0 (pois 0 ¢ F);
e ¢r(ly) =1 (poisl € F);

1 sex+4+4ycF

e pela Proposicdo 8, T+ =
p pOSic or(T +ay) {o serinydF
1 sexeFouyekF

T+ = , enquanto
or(z+ay) {0 serd FeydF q

_J1 se¢p(z)=1ougp(y) =1
¢r(x) + or(y) = {0 se dp(x) = 0 e dp(y) = 0 =

1 sexeFouyekF

0 sex¢Fey¢F Portanto ¢r(x +ay) = ¢r(x) + or(y);

or(x) + or(y) = {

1 sex- cF
e pela Proposicao 2.7, ¢p(x -4 y) = {0 sei A z ¢ F
A

1 sexeFeyekF
Sr(x-py) = , enquanto
0 sex¢ Fouyé¢F

)1 se¢p(z)=1leor(y) =1
or(x) - or(y) = {0 se ¢p(z) =0 oudp(y) =0 =

1 sexeFeyeklF

0 ser¢ FouydF’ Portanto ¢p(z -4 y) = ¢r(x) - dr(y):

dr(x) - dr(y) = {

1 se —x€eF 1 sexé¢F )
o Op(—x) = {0 se —1¢F = ¢p(—z) = {O sen z P Também temos que —¢p(x) =

0 sexeF
. Portanto —r) = — x).
1 sex¢F or (=) o ()
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2.2 EXTENSAO A UM ULTRAFILTRO
Seja A uma algebra de Boole.

Definicdo 2.5: Um conjunto J C A tem a propriedade da intersecc¢do finita (P.I.F.) se para toda
subcolecgdo finita {x1,...,z,} C J, vale zy - ... -z, # 0.

Definicdo 2.6: Seja E C A. Entao o filtro gerado por E em A é o conjunto G = {z € A |
€1 ... ep <TynEweel,..,e, € E}, onde w é o conjunto de todos os ordinais finitos.

Demonstraremos que G €, de fato, um filtro sobre A
e 1 € G pois para todo e € F, vale e < 1;

e dados z,y e Geey,...,en,€n41,...,6, € Etaisquee; -...- e, <z €111 - ... - €y < 7y, temos
(pela Proposicao 2.6) ej - ... e - €pt1 - v - €y <z -y. LOogo x -y € G;

e dadosz e G,yc Aeey,...,.e, € Etaisquee;-...-ep, <z ex <y, certamentee;-...-e, <y
(pois < € ordem parcial). Logo y € G.

Lema 2.3: O filtro gerado por E é o menor filtro (em relagcdo a incluséo) sobre A incluindo E.
Tal filtro é préprio se, e somente se, E possui a P.LF.

Demonstracdo

Seja G o filtro gerado por E. Tome um filtro G’ C G. Entao existe z € G \ G’ tal que, para

algumn cweeyp,...,e, € E,valee; -...-e, <z. Sexz =e; .. e, entao (pela Proposicao 2.7)

E ¢ G’ (pois existira algum e¢; € E\ G'). Se ey -...- e, # z, entdo (como x ¢ G') ey - ... - e, ¢ G'.

Analogamente ao caso anterior, pela Proposicao 2.7, concluimos que E ¢ G'.

(= ): Suponha que E nao possui a P.I.LF. Entao existe conjunto finito {ey,...,e,} C E tal

que e; - ... - e, = 0. Pela Proposicao 2.7, 0 pertence ao filtro gerado por E. Portanto tal filtro

nao € proprio (pois € igual a A).

(«<=): Se E possui a P.L.LF., entao para todo conjunto finito {ey,...,e,} C F vale e - ... - e, # 0.

Logo, para todo g € G, vale 0 < g. Deste modo, G C A, isto €, G € um filtro proprio de A.
[ |

Lema 2.4: Seja F um filtro sobre A. Se F é maximal, F é ultrafiltro.
Demonstracdo

Se F nao é um ultrafiltro, tome z tal que + ¢ Fe —z ¢ F (se v € F e —x € F, entado
x+ (—x) = 0 € F, o que implica que F nao € proprio). Se F' U {zx} nao possui a P.L.LF.,
entdo, pelo Lema 2.3, F nao é préprio. Suponha entdo que F U {z} possui a P.L.F.
(sendo entao, pelo Lema 2.3, proprio). Mas F esta propriamente contido no filtro gerado
por F' U {z} (uma vez que tal filtro contém z), o que implica a ndo maximalidade de F.

[ ]

Proposicao 2.9: Um subconjunto de uma dlgebra de Boole esta incluso em um ultrafiltro se,
e somente se, possui a P.I.F.

Demonstracdo

(=) Se E C A esta incluso em um ultrafiltro /' de A, entdo, como F € proprio, F
(consequentemente F) possui a P.I.LF (pelo Lema 2.3).
(«<=): Suponha que EF C A possui a P.LLF. Logo, pelo Lema 2.3, o filtro G ge-
rado por E é proprio. O conjunto P de todos filtros proprios incluindo G € nao
vazio e parcialmente ordenado pela inclusdo, e toda cadeia nao vazia C' em P pos-
sui |JC como quota superior de P. Pelo Lema de Zorn, existe elemento maximal
M de P. Logo M € um filtro maximal e inclui £. Pelo Lema 2.4, M é ultrafiltro.
[ |
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Lema 2.5: Sejam A, A, dlgebras de Boole e h: A, — Ao homomorfismo. Se U é um ultrafiltro
de Az, entd@o h~'[U] é um ultrafiltro de A, .

Demonstracdo
Fixe F' = h~![U]. Sejam z,y € A;.
° 1A1 eF pois h(1A1> = 1/{2 e U;

e se z,y € F, entdo temos h(z),h(y) € U, que € ultrafiltro, logo h(z) - h(y) € U. Mas como
h € homomorfismo, h(z - y) = h(x) - h(y). Portanto h(z -y) € U, o que implica = -y € F;

e suponha z € F e z < y. Pela Observacao 2.2, h(z) < h(y). Como U é ultrafiltro e
h(z) € U, temos h(y) € U. Concluimos que y € F’;

e se x ¢ F, entao h(z) ¢ U. Como U é ultrafiltro, —h(z) € U, e como h € homomorfismo,
—h(xz)h(—z). Concluimos que h(—z) € U, o que implica —x € F.

3 NOCOES E RESULTADOS PRELIMINARES EM ESPACOS BOOLEANOS

Nesta secao estudaremos uma classe especial de espacos topologicos denominados
espacos Booleanos. No final desta secdo demonstraremos que toda algebra de Boole é
isomorfa a algebra de clopens de um espaco Booleano, e todo espaco Booleano ¢ homeo-
morfo ao espaco de Stone de uma algebra de Boole.

Dado um espaco topologico X, Clop(X) denota a algebra de Boole dos clopens de X.

Observacao 3.1: Se X é conexo, entdo Clop(X) = {0, X }.

Definicdo 3.1: Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X é Booleano se é de Hausdorff,
compacto e zero-dimensional.

Exemplo 3.1: O triadico de Cantor munido da topologia herdada de R.

Definicdo 3.2: Um espaco topoldgico X é dito totalmente desconexo (hereditariamente desco-
nexo) se nenhum subespaco de X com pelo menos dois pontos é conexo.

Teorema 3.1: Um espaco compacto de Hausdorff é Booleano se, e somente se, é totalmente
desconexo.

Demonstracdo

(= ): Seja X um espaco compacto e de Hausdorff. Se X é zero-dimensional e Y € um
subespaco de X com dois pontos distintos y,y’, entdo ha um clopen A tal que y € A e
y' ¢ A. Entao Y N A € um subconjunto préprio, nao vazio, clopen de Y, logo Y nao é conexo.
Portanto X € totalmente desconexo.

(<): Seja v € X e U uma vizinhanca aberta de . Encontraremos um clopen f de X tal
que x € f C U, assim demonstrando que Clop(X) € uma base. Defina

F={feClop(X)|zef},q=(F (5)

E suficiente demonstrar que ¢ C U.

Como X é compacto, U é aberto e cada f € F é fechado, (| F’ C U para algum subconjunto
finito F’ de F, portanto denominaremos f = (| F’. Demonstraremos que ¢ = {z}. Caso
contrario, ¢ possuira ao menos dois pontos € nao sera conexo. Assim ¢ = ¢; U g2, onde q1, ¢2
sao fechados nao vazios disjuntos em ¢q. Como ¢ € fechado em X, cada ¢; é fechado em X.
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Pela compacidade (consequentemente normalidade) de X, tome abertos disjuntos Uy, Us
satisfazendo ¢; C U;. Logo ¢q C Uy UUsy, e f C U UU; para algum f € F. Ambos UjNfeUxNf
sao clopens em f, portanto também o sao em X. Como z € f, suponha z € U; N f. Logo
UinfeFeqeUNf. Issoimplica ¢ C ¢1 C Uy, o que contradiz go C Uz, g1 Ng2 =0 e ¢; # 0.

[ |

Seja A uma algebra de Boole e considere Ult(A) = {F C A | F' € ultrafiltro}. Para cada
x €A, seja [z] ={F € Ult(A) | x € F'} e defina B = {[z] | = € A}. Note que B é uma algebra de
Boole.

Proposicdo 3.1: Para todos z,y € A vale

L [z]nly] = [z -yl

2. [a] Uyl = [z +yl:
3. Clz] = [~x];

4. [0] = 0;

5. [1] = ULt(A).

Demonstracdo

1. e Felz]nfy] = z,ye F = x-y € F, pois F é filtro. Logo F € [z - y] e deduzimos
que [z] N [y] C [z -y];
e Ferx-y = z-ye€F. Como F éfiltrox € F ey e F. Portanto F € [z] N [y].

2. e Fe[r]UJ]y] = z€ Fouye F. Suponha z € F. Entao, como F ¢ filtro, o Lema
2.2 implica que z + y € F' e deduzimos que F € [z + y];

e Felxz+y] = z+y € F.Sex € Fentao F € [z]U[y]. Se x ¢ F, como F' é ultrafiltro,
—x € F. Entao (—z) - (z+y)=(—2)- 2+ (—z) - y=0+(—2) -y =(—z) -y € F. Como
(—z)-y <ye F éultrafiltro, y € F e deduzimos que F € [y| C [z] U [y] .

3. C[z] ={F e Ult(A) |z ¢ F} ={F € Ut(A) | —x € F} = [-z] (cada F € Ult(A) contém cada
r € A ou —r, mas nao ambos);

4. [0] = {F € Ult(A) | 0 € F'} = 0 pois nenhum ultrafiltro contém 0;
5. [1]={F € Ult(A) | 1 € F} = Ult(A) pois todo ultrafiltro contém 1.

Proposicdo 3.2: A funcdo

é uma bijecdo.
Demonstracdo
Injetividade: sejam =,y € A e suponha [z] = [y|. Existem algumas possibilidades:

e r-y=uxo0ucz-y=y: suponha sem perda de generalidade que z -y = z (isto &, z < y).
Por hipétese, o ultrafiltro principal gerado por y esta contido em [z], logo y < x. Como
< é ordem parcial, x = y;
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e z-y = 0: como z pertence a todo ultrafiltro que contém y e vice-versa, 0 pertence a
todo ultrafiltro de [z], contradicao;

o z-y ¢ {0,z,y}: pela Proposicao 3.1, [z] N [y] = [z -y]. Porém, como [z] = [y], temos
[x] = [z-y]. Trivialmente z-y < z. Como o ultrafiltro principal gerado por = esta contido
em [z] C [z - y], entdo z < z-y. Logo z = = - y. Analogamente, y = z - y. Portanto, z = y.

Sobrejetividade: Como B = {[z] | = € A}, para todo elemento de B
existe + € A tal que [z] & igual a tal elemento. Logo |[] é sobrejetora.
|

Proposicdo 3.3: O conjunto B = {[z] | x € A} constitui uma base para uma topologia sobre
Ult(A).

Demonstracdo

o Upcalr] = Upen{F € Ult(A) | z € F} = Ult(A);

e Sejam [z],[y] € Be F € Ult(A). Se F € [x] N [y], entdo z € F e y € F. Como F é filtro,
z-y € F. Logo F € [x-y] C [z] N[y], pela Proposicao 3.1.

Deste ponto em diante, dada uma algebra de Boole A, sempre consideramos Ult(A)
munido da topologia gerada por B = {[z] | x € A}. O espaco Ult(A) é entdo denominado
espaco de Stone associado a algebra de Boole A.

Teorema 3.2: O espaco Ult(A) é Booleano.
Demonstracdo

Ult(A) & de Hausdorff: sejam F,G € Ult(A) com F # G. Como F,G sao ultrafiltros F ¢ G e
G ¢ F. Fixe x € F'\ G e note que —x € G (pois G € ultrafiltro). Assim F € [z],G € [—z] e (pela
Proposicao 3.1) [z] U [—z] = [z - (—z)] = [0] = 0.

Ult(A) é zero-dimensional: pela Proposicao 3.1, sabemos que [—z] = C[z] para todo z € A.
Logo todo aberto basico em B também ¢ fechado.

Ult(A) € compacto: demonstraremos que todo recobrimento constituido apenas por aber-
tos basicos admite subrecobrimento finito. Para uma contradicao, suponha J C A tal que
C = {[z] | * € J} seja um recobrimento que nao admite subrecobrimento finito. Entao, para
quaisquer zi,...,z, € J temos [z1]U---U [z,] # Ult(A) = [1]. Assim, =1 + --- + z,, # 1 (pelas
Proposicoes 3.1 e 3.2) e portanto

(—x1) - oo s (—zp) # 0. (6)

Por (6), o conjunto —J = {—z | x € J} tem a propriedade da interseccao finita e portanto esta

contido em um ultrafiltro F' € Ult(A). Como € recobre Ult(A), existe z € J tal que F € [z],

logo z € F.

Concluimos que existe z € A tal que x € F e —z € F, o que € uma contradicao.
[ |

Observacgao 3.2: Note que B = {[z] | x € A} = Clop(Ult(A)). Logo, pelas Proposicées 3.1, 3.2,
3.3 e pelo Teorema 3.2, temos A ~ Clop(Ult(A)).

Teorema 3.3: Seja X um espaco Booleano. Entdo, o mapa

t: X — Ult(Clop(X))
x+— {a € Clop(X) | z € a}
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é um homeomorfismo de X a Ult(Clop(X)).

Demonstracdo

Como X, Ult(Clop(X)) sao compactos de Hausdorff, basta demonstrarmos que ¢ € continua

e bijetora. Seja A = Clop(X). A continuidade de ¢t segue do fato que as imagens inversas

dos abertos basicos [a],a € A sdo abertos: paraa € Aexz € X, vale z € t[[a]] < t(x) €

[a] <= a€t(zx) & z € a,logot !a]] = a é clopen.

Sejam z,y € X distintos. Como X €& Booleano, tome a € Clop(X) tal que z € a € y ¢ a. Logo

a € t(x) \ t(y), isto &, t(x) # t(y). Deduzimos que ¢ € injetora.

Seja p um ultrafiltro de A = Clop(X). Agora X € compacto e p ¢ uma familia de fe-

chados de X com a P.ILLF. Tome € X tal que x € o para cada a € p. Logo p C

t(x), e, como todo ultrafiltro p € maximal, p = ¢(z). Deduzimos que ¢ € sobrejetora.
|

4 NOCOES PRELIMINARES EM TEORIA DE CATEGORIAS

Nesta secao estudaremos nocdes em Teoria de Categorias que nos permitirdo formular
o resultado principal. Nos basearemos em [4].

4.1 CATEGORIAS, FUNCTORES E CONTRAVARIANCIA

Definicdo 4.1: Uma categoria € consiste em
e Uma colecao Ob(C) de objetos;
e Uma colecdo Ar(C) de morfismos;

e Mapas dom,cod : Ar(€C) — Ob(C) que associam cada morfismo f seu dominio dom(f) e
contradominio cod(f). Um morfismo com dominio A e contradominio B é escrito f : A —
B. Para cada par de objetos A, B definimos o conjunto

C(A,B):={feAr(C)| f: A— B}. (7)
Dizemos que C(A, B) é um hom-set. Note que hom-sets distintos sdo disjuntos.
e Dados objetos A, B,C, a composi¢do
capc:ClA B)xCB,C)— CA,C). (8)
caBc(f,g) édenotado go f.
e Para cada objeto A, um morfismo identidade id : A — A.

e Dados objetos A,B,C,D e morfismos f : A - B,g: B — C,h: C — D, as igualdades
ho(gof)=(hog)ofefoidsa=f=idgof.

Estruturas matematicas com func¢odes que preservam estrutura formam categorias:
e Set (conjuntos e funcoes);
e Top (espacos topologicos e funcoes continuas);
e Bool (algebras de Boole e homomorfismos).
Definicdo 4.2: Um functor F : € — D é constituido por

e Um mapa de objetos, associando um objeto F(A) de D a cada objeto A de C.
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e Um mapa de morfismos, associando um morfismo F(f) : F(A) — F(B) a cada morfismo
f:A— BdeC, detal modo que a composicdo e as identidades sdGo preservadas:

F(gof)=F(g)o F(f), F(ida)=1idp(a)- 9)
Exemplo 4.1: U : Top — Set que associa cada espago topoldgico (X, ) ao conjunto X e cada
Juncao continua entre espacos topoldgicos a_fungéo correspondente entre conjuntos.

Exemplo 4.2: 1d : € — € que associa cada objeto a si mesmo e cada morfismo a si mesmo.

Por definicao, o mapa de morfismos de um functor F' é covariante: a "direcao’de cada
morfismo é preservada. Se f: A — B entao F(f): F(A) — F(B). Um functor contravariante
faz o oposto: a "direcao”de cada morfismo ¢é invertida.

Definicdo 4.3: Um functor contravariante G : ¢ — D é constituido por
e Um mapa de objetos, associando um objeto G(A) de D a cada objeto G de C.

e Um mapa de morfismos, associando um morfismo G(f) : G(B) — G(A) a cada morfismo
f:A— BdeC, detal modo que a composicdo e as identidades sd@o preservadas:

G(go f) =G(f)oG(g), G(ida) =1idg(a)- (10)

4.2 TRANSFORMACOES NATURAIS E EQUIVALENCIA DE CATEGORIAS

Da mesma forma na qual categorias possuem morfismos (functores) entre si, functores
também possuem "morfismos”entre si. Tais correspondéncias sao transformagcées naturais.

Definicdo 4.4: Sejam F,G : C — D functores. Uma transformagéo naturalt : F — G é uma
Jfamilia de morfismos em D

{ta: F(A) = G(A)}acon(e) (11)

tal que, para todos f : A — B, o seguinte diagrama comuta.

F(A) i» F(B)

ta tB
G(A G(B
()W’ (B)

FIGURA 1: Uma transformacao natural entre functores.

Ou seja, G(f) oty =tgo F(f).
Se cada t, é um isomorfismo, dizemos que t é um isomorfismo natural: F' = G.

Definicdo 4.5: Dizemos que categorias C,D sdo equivalentes, € = D, se existem functores
covariantes IF': € — D, G : D — € e transformagcées naturais

GoF=~Ide, FoG==Idy. (12)

Se F, G sdo functores contravariantes, dizemos que C,D sdo dualmente equivalentes.
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5 O RESULTADO PRINCIPAL

Se Bool € a categoria de algebras de Boole com homomorfismos e Stone € a categoria de
espacos Booleanos com func¢ées continuas, defina Ult : Bool — Stone, Clop : Stone — Bool
tais que

e Dada algebra de Boole A, Ult(A) € o espaco de Stone associado a A;

e Dado homomorfismo de algebras de Boole h : A; — Ag, Ult(h) : Ult(Az) — Ult(Aq)
satisfaz Ult(h)(U) = h~'[U] (pelo Lema 2.5, este conjunto é de fato um ultrafiltro de
A

e Dado espaco Booleano X, Clop(X) € a algebra de Boole dos clopens de X;

e Dada funcao continua entre espacos Booleanos ¢ : X; — X, Clop(c) : Clop(Xs3) —
Clop(X) satisfaz Clop(c)(V) = ¢ 1[V].

Entao tais mapas sao functores contravariantes entre as respectivas categorias.

Tome algebras de Boole A;, A; e homomorfismo f : A; — As. Queremos demonstrar que
Ult(f) : Ult(Az) — Ult(A1) € continua. Seja U C Ult(A;) aberto basico. Entao existe x € A;
tal que U = [z]. Portanto, Ult(f)~'[U] = Ult(f)"[[z]] = {a € Ult(Az) | Ult(f)(a) € [z]} = {a €
Ult(Asg) | f7Ya] € [z]} = {a € Ult(A2) | € f~Ya]} = [f(z)]. Logo Ult(f)~1[U] € aberto (basico)
de Ult(Az), ou seja, Ult(f) € continua.

Por outro lado, tome espacos Booleanos X;, Xs e funcao continua ¢ : X; — X3. Demons-
traremos que Clop(c) : Clop(X32) — Clop(X1) € homomorfismo:

e Clop(c)(0) = ¢ 10] = 0;

Clop(c)(X2) = 71 [Xo] = X1;

Dados A, B € Clop(X3), Clop(c)(ANB) = ¢ AN B] = ¢ A necl[B] = Clop(c)(4) N
Clop(c)(B);

Clop(c)(AUB) = ¢ [AU B] = ¢ '[A] U ¢ ![B] = Clop(c)(A) U Clop(c)(B);

Clop(c) (C4) = ¢! [X \ A] = Clop(¢) (Xa) \ Clop(c)(4) =  Clop(c) (4).

Logo Clop(c) €, de fato, homomorfismo de algebras de Boole.

Além disso, como os morfismos identidade de Bool e Stone sao as func¢oes identidade,
€ elementar que para toda algebra de Boole A (resp. todo espaco Booleano X) temos que
Ult(idg) = idyia) (resp. Clop(idx) = idciep(x)). Logo Clop, Ult preservam as identidades.

Agora, tome algebras de Boole Aj, Az, A3 € homomorfismos f : A; — Az, g : Ay —
As. Entao, para todo U € Ult(A;) temos Ult(g o f)(U) = (go f)~HU] = f~ g [U]] =
(Ult(f)oUlt(g))(U). Analogamente, dados espacos Booleanos X, X9, X3 e funcdes continuas
c1: X1 — Xa, ¢ : Xo — X3, temos que para todo A € Clop(X;), Clop(czocy)(A) = (caoc1) HA] =

1 ez H[A]] = (Clop(cr) o Clop(c2))(A). Logo Clop, Ult preservam as composicoes.

Teorema 5.1: As categorias Bool e Stone sdo dualmente equivalentes.
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Demonstracdo

Nao apenas Clop, Ult sao functores, mas também Clop o Ult = idgeo, Ult 0 Clop = idstone. D€
fato, sejam A;, Ay algebras de Boole, h : A} — Ay homomorfismo e

hii Az — (ClOpOUlt)(Ai)
T [z]

os isomorfismos da Observacdo 3.2. Seja b € A;. Entao (hy o h)(b) = hao(h(b)) = [h(b)] =
(Clopo Ult)(h)([b]) = ((ClopoUlt)(h) o hy)(b). Portanto hs o h = (ClopoUlt)(h) o hy, isto é,
Clop o Ult & idggol-

Agora, sejam X, Xy espacos Booleanos, c¢: X; — X5 funcao continua e

¢i: X; — (Ult o Clop)(X;)
xz+— {a € Clop(X;) | « € a}

os homeomorfismos do Teorema 3.3. Seja s € X;. Entao (ca0c¢)(s) = ca(c(s)) = {a € Clop(X2) |
c(s) € a}. Por outro lado, ((Ulto Clop)(c) o c1)(s) = (UltoClop)(c)({a € Clop(X1) | s € a}) = {a €
Clop(X2) | ¢(s) € a}. Portanto, ¢z o ¢ = (Ult o Clop)(c) o ¢1, 0 que conclui a demonstracao.
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