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RESUMO

Neste trabalho, abordaremos a teoria de acao de grupos, apresentando seus prin-
cipais resultados. Com ajuda de dois exemplos de acoes de grupos em si mesmos,
demonstraremos o Teorema de Cayley e a Formula de Classes. Além disso, apre-
sentaremos o Teorema de Burnside e aplica-lo-emos a resolucao de um problema de
contagem.

ABSTRACT

This paper will discuss the theory of group actions, presenting its main results. With
the help of two examples of group actions on themselves, we demonstrate the Cayley’s
Theorem and the Class Formula. Furthermore, we show the Burnside’s Theorem and
apply it in solving a counting problem.

Palavras-chave: Acao de grupos em conjuntos, Teorema de Burnside e contagem.

1 INTRODUCAO

Notemos que os grupos ocorrem, de forma natural, como grupos de permutacoes, gru-
pos diedrais, grupos de automorfismos e similares, de modo geral, como grupos que agem
em algum conjunto. No presente trabalho, faremos uma introducao a teoria de acao de
grupos em conjuntos e utilizaremos as ferramentas dessa teoria para resolver este interes-
sante problema de contagem, ilustrando, assim, a teoria.

Problema: Consideremos um colar constituido de n pérolas distribuidas de forma equiespaca-
da em torno de um circulo. Sabendo que cada pérola deve receber uma tinica cor dentre m
cores disponiveis e que duas coloragbées séo consideradas equivalentes se sdo iguais apos
alguma rotagdo ou reflexao axial, de quantos modos distintos podemos pintar esse colar?

FIGURA 1: Colar constituido de n pérolas.
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2 ACAO DE GRUPOS EM CONJUNTOS

Definicdo 2.1: Consideremos um grupo G e um conjunto X. Uma ag¢do a esquerda de G em
X é uma funcao

GxX —- X

(ga ZL‘) = g-x

com as duas propriedades seguintes:
(e-x=z,VreX;
(ii) (gh) -z =g-(h-z),Yg,h € G eVzr € X.

Observacgdo 2.1: Agdes a direita de G em X sdo definidas de modo andlogo; neste caso, a
Juncao é do tipo - : X x G — X. Neste trabalho, consideraremos apenas as acoées d esquerda.
Dessa forma, escreveremos, simplesmente, acdo de G em X para nos referirmos a uma a¢ao
a esquerda de G em X.

Exemplo 2.1: Sejam G um grupo e X = GG. Definimos g-x = gx, para todo (g,z) € G x X. Pelas
propriedades da operacdo de um grupo, temos que - é uma ag¢do de G em X. Neste caso,
dizemos que G age em si mesmo por translac¢ao a esquerda.

Exemplo 2.2: Seja G um grupo e tomemos novamente X = G. Definimos g - x = gxg~!

todo (g,z) € G x X. Notemos que Vg,h € G eVz € X, temos

, para

e-x=exe ' =1z e (gh) -z =ghx(gh)™t =ghah™ gt =g(h-2)g =g-(h-z).

Entao, - é uma agdao de G em X. Neste caso, dizemos que G age em si mesmo por conjugacao.

Lembremos que se X € um conjunto nao vazio, uma permutacao de X € uma bijecao
f: X — X. O conjunto de todas as permutacoes de X com a operacao de composicao
de funcdes se chama o grupo simétrico sobre o conjunto X e se denota S(X). Qualquer
subgrupo de S(X) € dito um grupo de permutacdes de X.

Equivalentemente, uma acdo de um grupo G em um conjunto X pode ser definida
como um homomorfismo p : G — S(X). A seguir, veremos que essas duas nocdes sao
equivalentes.

Lema 2.1: Sejam G um grupo, X um conjunto e v uma acdo de G em X. Entdo

p: G — S(X)

g = pg: X X
x

%
= g-x

é um homomorfismo de grupos, onde g - x denota (g, ).

Demonstracdo

Primeiramente, mostraremos que p € uma funcao. Sejam g,h € G e x € X. Veja que:

pg 0 pg-1(x) = pglpg—1(x)) = pglg™ - 2) =g- (97" - 2) = (997 ") - w=e-x = 1w =idx(v);

1

pg-1 © pg(x) = pg-i(pg(w)) = pg1(g-2) =g~ - (g-2) = (¢79) - & =e -z =z =idx(2).

Assim, p, possui a inversa p,-1 e, consequentemente, p, € bijecdo. Logo, p(g) € uma
permutacao dos elementos do conjunto X. Além disso, temos

pgn(x) = (gh) -z =g - (h-z) =g (pn(x)) = pg(pn(z)) = pg o pr(x),

ou seja, p(gh) = p(g) o p(h). Portanto, p € um homomorfismo.
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Lema 2.2: Sejam G um grupo, X um conjunto e p um homomorfismo de G em S(X). Entao

v: GxX —» X
(g:2) = pyl(x)

é uma acao de G em X, onde p, denota p(g).

Demonstracdo

Sejam g,h € G e z € X. Notemos que a funcao v satisfaz:
v(e, ) = pe(z) = idx(z) = x;

Y(gh,z) = pgn(x) = pg o pr(z) = pg(v(h,z)) = v(g,7(h, z)).

Portanto, v € uma acaode G em X.

Teorema 2.1: Consideremos um grupo G e um conjunto X . Acées de G em X e homomorfismos
de G em S(X) sdo nogoes equivalentes.

Demonstracdo

Sejam A o conjunto de todas as acoes de G em X e Hom(G, S(X)) o conjunto de todos os ho-
momorfismos de G em S(X). Basta mostrarmos que existem func¢ées o : A — Hom(G, S(X))
e f: Hom(G, S(X)) — A que sao inversas uma da outra.

Definamos as funcoes seguintes:

a: A — Hom(G,S(X)), onde o,: G — S(X)

v o= oy g = oy(g): X X
X

_>
= (9, 2);

f: Hom(G,S(X)) — A, onde B,: GxX — X
p = By (g,x) = plg)(z).
Notemos que o Lema 2.1 garante que « € funcao, enquanto o Lema 2.2 garante que 5 €

funcédo. Consideremos p € Hom(G,S(X)). Notemos que, para quaisquer g € G e z € X,
temos

a(B,)(9)(x) = By(g,x) = p(g)(x),

ou seja, ao f(p) = p.
Reciprocamente, tomemos v € A. Observemos que, para todo (g,z) € G x X, temos

Blay)(g, ) = ay(g)(z) = (g, ),

isto €, foa(y) =~. Portanto, ao 8 = idygom(q,s(x)) € Boa =ida. Isso conclui a demonstragao.
[ |

Observacao 2.2: Como temos essa equivaléncia de nogoes, dizemos que uma agao

v:Gx X =X
induz o homomorfismo o, e que, reciprocamente, um homomorfismo p : G — S(X) induz a
acao f,,.

Uma abordagem de acdes de grupos por meio de homomorfismos pode ser conferida em
[1, capitulo VI]. Nesse texto, uma acao de um grupo G em um conjunto X € chamada de
representacao de G no grupo de permutacoes de X.

G. E. J. FARIAS - V. G. L. NEUMANN 3



VOLUME 5 - NUMERO 1 JULHO DE 2017 PAGINAS: 1 A 13

Exemplo 2.3 (Solu¢do - Parte 1): Definiremos, por meio de um homomorfismo de grupos, a
acdo que nos ajudara a resolver o problema do colar. Representemos cada uma das m cores
por um elemento de Z.,,,, o conjunto de inteiros médulo m. Assim, cada atribuigcéo de cores ao
colar corresponde a um elemento do conjunto (Z,,)".

Seja D, = (r,s | " = s> = e, sr = " !s) o grupo diedral de ordem 2n. Definamos o
homomorfismo p de D,, em S((Z,)") tal que:

p(s) : (Zm)" — (Zm)"
= (T1, Ty Tty - -+, T3, T2)-

FIGURA 3: Interpretacao geométrica da acao de s em uma n-upla.

Dessa forma, para p ser um homomorfismo, devemos ter:

Ey . )
p(r ) . (.Tl,.TQ, R 7xn) = (.an,k+1, sy Ty Ty e e e 7xn7k)7
ke .
p(’f’ 8) . (.Tl,.'IZ'Q, v ,.’L'n) = (xk+17xk7 sy L1y Ty Tp—1y - - - 7xk+2)‘
Para que os indices de x nas n-uplas acima sempre estejam no conjunto {1,...,n}, consi-

deraremos, para qualquer i € Z, z; = x[;),,, onde |i],, denota o resto da divisao euclidiana de i
por n.

Notemos que p(r)" = p(s)* = idz,,)» € p(s) o p(r) = p(r)"~' o p(s). Logo, p é, de fato, um
homomorfismo de grupos. Esse homomorfismo induz a agdo de D,, em (Z,,)" dada por

g- (xlv"' 73:71) = p(g)(xla . 7xn)7 vg € -Dn

Observemos que r age em uma configuragdo do colar por rotagdo e s por reflexdo axial.

3 ESTABILIZADOR, ORBITA E PoNTOS FIXOS

Definicdo 3.1: Suponha que um grupo G age em um conjunto X. Definimos:
(i) o estabilizador de = € X, denotado por G,,, como o conjunto {g € G; g- = = x};
(ii) a 6rbita de x € X, denotada por Gz, como o conjunto {g - x; g € G};
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(iii) o conjunto de todas as orbitas, denotado por G\ X, como o cornjunto {Gz; =z € X};
(iv) o conjunto dos pontos fixos de g € G, denotado por Fix(g), como o conjunto
{z € X; g-x=uz}. Além disso, cada elemento de Fix(g) é chamado de ponto fixo de g.

Exemplo 3.1: Consideremos um grupo G agindo no conjunto G por translagdo a esquerda.
Tomemos = € G. Notemos que o estabilizador de x é {e}. Evidentemente, {e¢} C G,. Seja
g € Gy, isto é, g - x = gxr = x. Assim, gr = ex. Pela lei do cancelamento a direita, temos g = e.
Logo, G, = {e}.

Além disso, observemos que a orbita de © é G. Claramente, Gx C G. Seja g € G, entao
existe gz~ ! € G tal que (927') -z = g(x~'2) = g. Assim, g € Gx. Portanto, Gz = G.

Neste caso, concluimos que todos os estabilizadores sdo triviais e que existe uma unica
orbita.

Exemplo 3.2: Consideremos um grupo G agindo em si mesmo, desta vez, por conjugagao.
Neste caso, o estabilizador de © € G se chama o centralizador de = e se denota C¢(x). Ele é o
maior subgrupo de G em que x é central, isto é, comuta com todos os elementos. De fato, se
D é um subgrupo de G tal que xz é central e d € D, temos d - v = dvd~' = zdd~' = z, uma vez
que z comuta com qualquer elemento de D. Isso implica que d € Cg(z). Portanto, D C Cg(x).
Além disso, a intersecdo de todos os centralizadores é o centro do grupo. Lembremos que
o centro de G é o subgrupo Z(G) ={h € G; hg = gh, Vg € G}. De fato, temos as equivaléncias
seguintes:
1

y € ﬂC’G(a:)@yxy_ =z, Vee G& yr=uzy, Ve € G &y e Z(G).

zeG
Portanto, (| Cq(z) = Z(G).
zelG
As orbitas dessa ag¢do sao chamadas classes de conjugacao.

Exemplo 3.3: Consideremos o caso particular do problema do colar no qual esse possui 3
pérolas e as cores disponiveis sd@o o cinza e o preto. Neste caso, temos D3 agindo em (Z5)3,
onde as classes 0 e 1 representam o cinza e o preto, respectivamente. Encontremos a orbita
e o estabilizador do elemento (0,1,0).

FIGURA 4: Colar correspondente ao elemento (0, 1,0).

Notemos que:

'

SHG,
20 OO0

FIGURA 5: Acao dos elementos de D3 no colar correspondente a terna (0, 1,0).
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Assim, a orbita de (0,1,0) é

Dg(G,T,G) = {g(
= {(0,1,0),(0,0,1),(1,0,0)}.

<l
=
—~ O
N—

Além disso, vemos que os unicos elementos que fixam essa terna séo o elemento neutro e
r?s, ou seja, o estabilizador de (0,1,0) é

Dy = {g€ Dy g (0,1,0) = (0,1,0)}
= {e,r%s}.

Note que o estabilizador do elemento (0,1,0) € um subgrupo de D3;. Veja também que
o produto do numero de elementos do estabilizador pelo niimero de elementos da orbita,
ambos com relacdo a terna (0,1,0), é igual a ordem de D3;. De maneira geral, se um grupo
G age em um conjunto X e z € um elemento de X, o estabilizador de = € um subgrupo
de G; em adicao a isso, se G € finito, o produto do numero de elementos da orbita de =z
pelo numero de elementos do estabilizador de x € igual a ordem de G. Os dois proximos
resultados fornecerao exatamente essas proposicoes.

Lema 3.1: Consideremos uma ac¢dao de um grupo G em um conjunto X. Para todor € X, G, é
um subgrupo de G.

Demonstracdo

Tomemos = em X. Notemos que e € G,, pois e-z = z. Sejam g e h elementos de G, entao
g-x=x¢€h-x=2x. Temos:

1 1

gl a=g" (g-x)=(9g'g) z=c =1

Assim, gh e ¢g~! também sdo elementos de G,. Logo, G, é um subgrupo de G.
[ |

Teorema 3.1 (Teorema Orbita-Estabilizador): Se um grupo G age em um conjunto X, entdo,
para todo x € X, temos uma bijecéio canénica

fo: G/Gy — Gz
gGy — g-x.

Em particular, se G é finito, temos |Gz| = (G : Gg).

Demonstracdo

Seja = elemento de X. Primeiramente, provemos que f, € uma funcao bem definida. Sejam
9Gz, hG, € G/G, tais que ¢G, = hG,. Entdo, g € hG,, isto é, existe j € G, que satisfaz
g = hj. Visto que x € um ponto fixo de j, temos

f:c(ng) =g-r= (hj)l‘:h(jx) :hx:fl‘(hGﬂc)
Agora, tomemos ¢G,,hG, € G/G, tais que f,(9Gx) = f+(hG,), isto &, g - x = h - z. Entao,
(hlg) z=h"t (¢g-x)=ht - (h-2)=(h"'h) z2=c -z ==z,

ou se€ja, h~lg € G,. Isso implica que ¢G, = hG,. Logo, f, € injetora. Notemos que f, €
também sobrejetora, pois se g -z € Gz, entao existe ¢G, € G/G, que satisfaz f,(¢G,) =g - =.
Portanto, f, € uma bijecao.

6 ARTIGO DE DIVULGACAO



REVISTA ELETRONICA MATEMATICA E EsTATiSTICA EM FOCo

Lema 3.2: Sejam - uma ag¢do de um grupo G em um conjunto X e p o homomorfismo de G em
S(X) induzido por essa agdo. Entdo o niicleo de p é a intersecdo de todos os estabilizadores,
ou seja,

ker p = ﬂ Gy.
zeX
Demonstracdo

Notemos que
p: G — S(X)
g = pg: X = X
T = g-x.

Tomemos k € kerp. Dai p, = idx ou, de modo equivalente, py(z) = k -z = z, para todo

r € X. Assim, k € (| G,. Reciprocamente, sejal € (| G,. Isto &, p(z) =1 -z = z, para
zeX reX
todo z € X. Dessa forma, temos que p; = idy, isto €, [ € kerp. Portanto, kerp = () G,.
zeX
[ |

Lema 3.3: Sejam G um grupo e X um conjunto. As orbitas de uma acgdo - de G em X formam
uma particéo de X.

Demonstracdo

Sobre X, definamos a relagao ~ da maneira seguinte:
r~y<sdgeGtalquer=g-y.

Provemos que ~ € uma relacao de equivaléncia. Consideremos z,y,z € G. Notemos que
e-r=uz,0Useja, r~z. Sexr=g-ypara algum g € G, entao

g la=g"(gy)=(9)y=ey=uy.

Logo, z ~ y implicay ~z. Sex =g -y e y = h- z para certos g, h € GG, entao
(gh) - z=g-(h-2)=g-y==x.

Assim, z ~ y e y ~ z implicam x ~ z. Isso prova que ~ € uma relacao de equivaléncia sobre
X. Claramente, as classes de equivaléncia, médulo ~, sdo as orbitas, as quais formam
uma particao do conjunto X.

Lema 3.4: Consideremos um grupo G agindo em um conjunto X. Sejam g € G e x € X tais
que g -x = z. Se a é um inteiro, entao g - x = z.

Demonstracdo

Dividamos em dois casos.
Caso 1: Suponhamos que a € um inteiro nao negativo. Neste caso, provamos por inducao
sobre a. Para a = 0, o lema é verdadeiro, pois ¢° -z = ¢ -z = . Suponhamos, como hipotese
de inducao, que o lema € valido para a igual a um certo inteiro nao negativo k, ou seja,
¢* - © = x; queremos mostrar que o lema é valido para a = k + 1. Para isso, basta ver que
gtz =(g"g) -z =g¢" (¢g-2) = ¢* - = = x; notemos que a ultima igualdade é fornecida pela
hipotese de inducao. Pelo Principio da Inducao, o lema € valido para todo a nao negativo.
Caso 2: Suponhamos que a € um inteiro negativo. Pelo caso anterior, temos ¢~ ¢ -z = z,
uma vez que —a € um inteiro positivo. Segue que ¢* -z =¢%- (g *-z) = (99 %) -z =e-x = .
|
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As demonstracoes dos dois proximos teoremas sao aplicacoes das acoes de grupos em si
mesmos definidas nos Exemplos 2.1 e 2.2. Com ajuda da acao por translacao a esquerda,
concluiremos que todo grupo é, a menos de isomorfismo, um grupo de permutacoes de
certo conjunto. E com auxilio da agao por conjugacao, obteremos a Formula de Classes.

Teorema 3.2 (Cayley): Se G é um grupo, entdo G é isomorfo a um subgrupo de S(G).
Demonstracdo

Consideremos G agindo em si mesmo pela translacao a esquerda. Essa acao induz o
homomorfismo
p: G — S(G)
g = pg: G — G
T = gz

No Exemplo 3.1, concluimos que, para todo = € G, o estabilizador de = € {e}. Pelo Lema
3.2, kerp = {e} ou, equivalentemente, p € injetor. Logo, G € isomorfo a Im(p), um subgrupo
de S(G).

Teorema 3.3 (Formula de Classes): Se G é um grupo finito, entdo vale a igualdade seguinte:

Gl =1Z@G)+ D (G:Col(xa)),
za@Z(Q)

onde {z,}q.cr € um sistema de representantes da particéo formada pelas classes de conjuga-
cao.

Demonstracdo

Consideremos G agindo em si mesmo pela conjugacao. Pelo Teorema 3.1, o numero de ele-
mentos da classe de conjugacao de = € G € igual a (G : C(z)). Primeiramente, mostremos
que a classe de z possui um unico elemento se, e somente se, z € Z(G).

Sabemos que Cg(x) € um subconjunto de G. Suponhamos que a classe de z possui um
unico elemento, ou seja, (G : Cg(xz)) = 1. Pelo Teorema de Lagrange, temos |Cq(z)| = |G].
Segue que Cg(z) = G. Isso implica que grg~! = z, para todo g € G. Equivalentemente,
gr = zg, para todo g € G. Logo, = € Z(G). Reciprocamente, suponhamos que = € Z(G). Seja
g € G, entdo gzg~! = 2g¢g~! = 2, uma vez que = comuta com qualquer elemento de G. Assim,
g € Cg(x). Logo, G = Ci(x) e, por consequéncia, |G| = |Cg(x)|. Portanto, (G : Cg(z)) = 1.
Seja {z,}aer um sistema de representantes da particio formada pelas classes de
conjugacao. Dessa forma, temos

G =) (G:Calza)) = Y. (G:Calza))+ > (G:Cal(xa)).

ael o €Z(G) zaZ(G)

Do fato de que = € Z(G) equivale a (G : Cg(x)) = 1, obtemos

Gl= > 1+ Y (G:Calza))=12(@)+ Y (G:Calwa)).

o €Z(G) 2ot Z(G) ot Z(G)

4 O TEOREMA DE BURNSIDE

Consideremos a acao de D,, em (Z,,)" que definimos para resolver o problema do colar.
Note que cada orbita € o conjunto das n-uplas que correspondem as rotacoes e reflexdes
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axiais de certo colar. Além disso, elementos pertencentes a 6rbitas distintas correspondem
a colares que nao podem ser transformados um no outro por rotacdo ou reflexao axial.
Dessa forma, esse problema é equivalente a determinar o nimero de 6rbitas dessa acao.
Nesse contexto, o proximo teorema € uma poderosa ferramenta para a contagem do niumero
de orbitas.

Teorema 4.1 (Burnside): Se um grupo G age em um conjunto X, ambos finitos, entdo o niimero
de orbitas é a média aritmética do niimero de pontos fixos de cada elemento de G, isto é,

G\X| = ‘é, S [Fix(g)].

geG

Demonstracdo

Consideremos o conjunto S = {(g,z) € G x X; g-z = z}. Notemos que

S|=> HzeX;g-z=x} =) [Fix(g)

geG geq
Por outro lado, temos
1SI=> HgeGg-z=a}l =) |Gl
rxeX rxeX

Pelo Teorema 3.1,

Gz| = (G : G,.). Multiplicando por |G| em ambos os lados e empregando
_ 1q] :
G, = . Prosseguindo,

o Teorema de Lagrange, obtemos |G| - |Gz| = |G|. Assim, Gal
x

|S|=ZX|’GG$‘|= 3 Zﬂz S 16 = 6\X]- Gl

O€G\X €0 0€G\X

Os dois métodos de contagem do nimero de elementos do conjunto S fornecem a igualdade
seguinte:

G\X[- |G| =) [Fix(g)].

geG
|

Veja que podemos determinar o namero de orbitas contando a quantidade de pontos
fixos de cada elemento do grupo. Mas fazer tal contagem pode ser uma tarefa ardua. A
seguir, apresentaremos um resultado que, em alguns casos, simplifica esse procedimento.

Teorema 4.2: Consideremos um grupo G agindo em um conjunto X e g € G um elemento de
ordemn. Se k é um inteiro e d = mdc(k,n), entdo Fix(g*) = Fix(g?).

Demonstracdo

Pelo Lema 3.4, temos Fix(¢g?) C Fix(¢*). Assim, resta mostrar que Fix(¢*) C Fix(¢%). Seja
r € Fix(g¥), entdo g* -+ = x. Pelo Teorema de Bézout, existem inteiros a e b tais que

ak + bn = d. Desse modo,

gd'x:gakern_l_: (gk)a'l,.

Aplicando o Lema 3.4 novamente, obtemos (¢*)% - 2 = x, ou seja, x € Fix(g?). Isso conclui a
prova.

Agora temos as ferramentas necessarias para concluirmos a resolucao do problema do
colar.
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Exemplo 4.1 (Solu¢cdo - Parte 2): No inicio desta se¢do, observamos que o niuimero de modos

de pintar o colar é igual ao niimero de orbitas da agdo de D,, em (Z,,)" que definimos no
Exemplo 2.3. Pelo Teorema de Burnside,

DAZ| = (£ Fix]+ i)

n n

S (z Fix(r®)] + 3 |Fix(rks)]> .
2n \x=1 k=1

Primeiramente, contemos a quantidade de elementos do conjunto Fix(r*) para cada potén-
cia k € {1,...,n}. Como r tem ordem n, pelo Teorema 4.2, se d = mdec(k,n), entao
Fix(r*) = Fix(r?). Veja que essa proposicdo ajuda a restringir tal contagem para cada poténcia
que é um divisor de n. Nesse contexto, seja d um divisor positivo de n. Temos

Fix(rY) = {(z1,...,20) € (Zm)"; (Tnedsis - s TnsT1y-- s Tn_q) = (1,...,2p)}
= {(z1,...,2n) € (Zm)"; Tp_qri=ziexj_qg=uj, paral <i<ded+1<j<n}
= {(21,. G T e Ty e Ty s 2g) € (D)™ (1, ..., 2q) € (Zn)?}.

Pelo Principio Fundamental da Contagem,
seguinte:

Fix(r?)| = m?. Agora, definamos o conjunto

Ai={keZ; 1 <k <nemdec(k,n)=d}.

Observemos que
Ay = {k‘EZ; lgkgnemdc(%,g) :1}

= {k:EZ; 1§§§%emdc(%,§):1}.

— n 5 ~ : n
Claramente, |Aq| = ¢ (%), onde ¢ é a funcdo phi de Euler e, consequentemente, ¢ (%)
denota o niumero de inteiros positivos que nao sao maiores que 7 e que sao relativamente

primos com %. Além disso, temos {1,2,...,n} = |J Aq, onde essa uniao é disjunta. Com essas
dln
consideracoées, temos

Z ‘FiX(Tk)’ _ Z Z ’Fix(rk)‘ _ Z Z ’Fix(rd)’ — Z |Ag| - ’Fix(rd)‘ — Z(p (%) .ma.
k=1

dln k€Aq dln k€Aq din dn

Neste momento, contemos o numero de elementos do conjunto Fix(r¥s) para cada
ke€{1,...,n}. Para tal, consideremos a paridade de k.

) . _k . ;
Suponhamos que k é par. Neste caso, x € Fix(r*s) se, e somente se, "2 - x € Fix(s), pois
temos as equivaléncias seguintes:

kE _k _k _k
hs . c=zeris.a=r""2.cos (" 2.x)=r""2

Logo, |Fix(rs)| = |Fix(s)|.

. . . k=1 .
Suponhamos que k é impar. Neste caso, x € Fix(r¥s) se, e somente se, 1"~ 2 -z € Fix(rs),
porque, de forma similar;, temos:

k41 k-1 k-1 k-1
rhs o=z orz s x=r"""2 cxsrs-(r" 2 cx)=r"""2 -z,

uma vez que P s =rriT s = rsr T Logo, |Fix(r¥s)| = |Fix(rs)|.

Desse modo, podemos restringir essa contagem ao numero de elementos dos conjuntos
Fix(s) e Fix(rs). Consideremos dois casos.
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Caso 1: Se n é par. Notemos que:

Fix(s) = {(z1,...,2n) € (Zn)"; (x1,Zn,Tpn-1,...,23,22) = (T1,...,Tpn)}
= {( Lyeoos@n) € (Zn)"™; Tp—iyo = x;, para2§i§%}
n+2
{(CL‘l,l‘Q,I‘g,...,.’E%,l‘ngz,l‘%,...,l‘g,l‘Q) € (Zm)™; (.’El,ZL‘Q,...,ZL'nT-»-Q) € (Zpm) 2 };
Fix(rs) = {(z1,...,x ) (Zi)"™; (T2, 21, Ty Tpe1,y - -+, 3) = (T, .., Tn) }
= {931,..., € (Zm)™; 11 =122 € Tp_jt3 = T4, para3<z<";r2}
= {<$27$27$37~' l‘%,iﬁ%,l’%,l’%,...,l’g) G(Zm)na ($2,$3,-..,$n7+2) G(Zm)%}
- n+2 . n . k n+2 .
Entao, |Fix(s)| = z e |Fix(rs)] = m2. Segue que |[Fix(r"s)] = m 2 se k é par e
[Fix(rks)| = mg quando k é impar. Como no conjunto {1,...,n} ha § pares e % impares,
temos

w3

n
Z]Fix(rks)\ :%-mnTH—Fg-m :

Caso 2: Se n é impar. Neste caso, observemos que:

Fix(s) = {(z1,.-.,2n) € (Zn)"; (x1,Zn, Tn-1,...,23,22) = (T1,...,2Tn)}
= {(azl, cos ) € (Zp)"; Tp—ivo = x;, para 2 < i < ”;rl
n+l
= {({El,l‘z,.ﬁﬂg,...,l’nT-&-l,l’nT-&-l,...,.’E3,IL’2> € (Zm)n7 (xlva,"'wT"T'H) € (Zm) 2 }a
Fix(rs) = {(z1,...,2n) € (Zw)"; (2,21, Tn, Tn-1,-..,23) = (T1,...,Zn)}

{
{(21,...,20) € (Zm)"; 1 =122 € Tp_ip3 = x;, para3 <i < 21

n+1
= {(.’L‘Q,ZL‘Q,:U?,,...,I'nT-H,I'nT-‘rS,IEnT-H,...,.’L‘g) € (Zm)™; (xQ,xg,...,mnTJrs) E(Zm)T}.

i n(.+91)| = |Fix(rs)| = m"z . Isso implica que, independentemente da paridade de k,
[Fix(r¥s)| = m 2 . Por consequencia,

n
3" [Fix(r*s)| = n-m"% .

k=1

Portanto, o ntimero de modos de pintar o colar é

% (%gp(g) .md+g. (m";2+m§>> sen é par
‘Dn\(Zm)n’ =

S

1 n n+1l . .
on ZSO(E) m?+n-m 2 se n é impar.
Apliquemos a formula obtida acima a resolucao de alguns casos particulares do pro-

blema do colar.

Exemplo 4.2: Resolvamos o caso particular considerado no exemplo 3.3, no qualn = 3 e
m = 2. Neste caso, visto que n é impar, o numero de modos de pintar o colar é
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FIGURA 6: Maneiras de pintar um colar de 3 pérolas dispondo de 2 cores.

Exemplo 4.3: Calculemos o nitmero de modos de pintar um colar constituido de 4 pérolas,
dispondo das cores cinza e preta. Notemos que n = 4 e m = 2. Neste caso, o niumero de
modos de pintar o colar é

Di\(Za)!| = ﬁ(zso(j)-zu;l.(wﬂg))

dj

3ol Pl e rn)

(2:241-4+1-16+2-(8+4))

QOOOOO

FIGURA 7: Formas de pintar um colar de 4 pérolas tendo 2 cores a disposicao.

O | =

I
o

Exemplo 4.4: Determinemos a quantidade de maneiras de pintar um colar constituido de 6
pérolas, dispondo de 5 cores. Como n é par, temos

IDANZsP| = ﬁ (ZSO (2) 5l 4 g (5% +5S)>

d[6

112<go(‘i> -51+¢<g>-52+<p<§>-53+¢<2> '56+3-(54+53)>

1
= ﬁ(2-5+2-25+1~125+1-15625+3~(625+125))

= 1505.
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Portanto, ha 1505 modos distintos de pintar um colar constituido de 6 pérolas, dispondo de
5 cores. Neste caso, percebemos que a aplicacdo da féormula é pratica, enquanto a ilustracao
de todas as configuracées é invidavel.

Bons livros para o estudo da teoria de acoes de grupos sao [2], [3] e [4]. Em particular,
[2] apresenta outros exemplos interessantes de aplicacao dessa teoria e ainda demonstra
uma generalizacao do Teorema de Burnside.

5 CONCLUSAO

No presente trabalho, utilizamos a nocao de acao de grupos para concluir que todo
grupo €, a menos de isomorfismo, um grupo de permutacoes de certo conjunto e também
para aplicarmos ideias geométricas a resolucao de um problema de contagem. Desse modo,
concluimos que essa nocao fornece resultados importantes tanto para enriquecer o conhe-
cimento sobre os grupos quanto para a modelagem e a simplificacao de problemas de
analise combinatoria.
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