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RESUMO

A equação de Schrödinger governa os fenômenos ondulatórios da mecânica quântica,
sua criação estabeleceu uma fundamentação matemática a partir dos conceitos esta-
belecidos na evolução histórica desta mecânica, permitindo uma descrição quântica
de sistemas microscópicos, tais como sistemas atômicos, moleculares e nucleares,
cujo embasamento é descrito por meio de funções de onda. Apresentaremos aqui o
método perturbativo, para encontrar soluções aproximadas da equação de Schrödin-
ger, aplicado aos átomos de Hélio e Lı́tio, determinando os nı́veis de energia e as
funções de onda em seu estado fundamental.

ABSTRACT

Linear Schrödinger equations control the wave phenomena of quantum mechanics.
Such class of equations has established a mathematical foundation that enables the
quantum description of microscopic systems, such as nuclear and atomic systems.
In this paper, we present the perturbative method to find approximate solutions of
the Schrödinger equation applied to the helium atom, so that it can determine the
energy levels and wave functions in its ground state. The same strategy is applied
to the lithium atom, showing that the method works for elements with bigger atomic
size.
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1 INTRODUÇÃO

Na virada do século XX, surgiram diversos fenômenos observados experimentalmente
que a mecânica clássica não conseguia responder. O conhecido efeito túnel, no qual
partı́culas quânticas lançadas com uma energia cinética K podem atravessar barreiras
de potenciais U > K, é um exemplo de um fenômeno não explicado pela mecânica clássica,
e que pode ser facilmente encontrado em livros de fı́sica quântica [1–6]. Outro exemplo,
o fenômeno de interferência, observado experimentalmente por meio de feixes envolvendo
ondas luminosas, é comum na teoria ondulatória, mas desafia o senso comum, na teo-
ria macroscópica [7]. Do ponto de vista da mecânica clássica, uma micropartı́cula tem
posição e velocidade previsı́vel, e bem definida em cada instante de tempo. O que não
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acontece na mecânica quântica, pois o resultado de uma medida interfere de forma abso-
luta no sistema [8]. Esse fato é simplesmente uma lei da fı́sica, o Princı́pio da Incerteza de
Heisenberg, no qual a posição e a velocidade de uma partı́cula não podem mais ser deter-
minadas simultaneamente [1–6]. Para explicar a mecânica dos sistemas fı́sicos atômicos e
subatômicos, foram desenvolvidas, a partir de 1900, diversas teorias. É uma sucessão de
teorias, uma complementando a outra. A teoria dos quanta de Planck (1900), a explicação
do efeito fotoelétrico usando a hipótese de Planck por Einstein (1905), a teoria atômica de
Bohr (1913), o espalhamento de fótons ao se chocarem com elétrons por Compton (1922),
o dualismo onda-partı́cula de De Broglie (1924), deram inı́cio ao conjunto de teorias dos
sistemas atômicos e nucleares.

Entretanto, duas versões trouxeram uma fundamentação matemática mais rigorosa e
sistemática no decorrer da criação da mecânica quântica e foram apresentadas ao longo
de sua evolução histórica pelos fı́sicos Werner Heisenberg [9], em 1925, e Erwin Schrödin-
ger [10], em 1926. Na época, já era conhecida a equação que governava os fenômenos
ondulatórios em geral, deduzida por D’Alembert, e Schrödinger encontrou uma equação
semelhante, capaz de governar os fenômenos ondulatórios das partı́culas, descrita por

HΨ = EΨ, (1)

onde H é o operador Hamiltoniano operando sobre uma função de onda Ψ ≡ Ψ(x, t), com
x ∈ R3, de forma que o Hamiltoniano é o observável correspondente à energia total do
sistema, e E é a energia mecânica do sistema. O operador de Hamilton pode assumir
a forma livre (em que não depende do tempo, ou seja, o sistema encontra-se em estado
estacionário) ou dependente do tempo. Se H(t) é o Hamiltoniano, então Ψ(t) ≡ Ψ(x, t) é o
estado de uma partı́cula no instante t. A equação (1) é uma equação de autovalores para o
operador de Hamilton (ou operador de Schrödinger). No caso de um átomo com N elétrons,
o Hamiltoniano atômico H se apresenta na forma livre como

H = − ~2

2µ

N∑
i=1

∇2
i −

N∑
i=1

Ze2

ri
+

N∑
i=1

N∑
j>i

e2

rij
, (2)

onde ~ = h/2π, sendo h a contante de Planck, ∇2 é o operador laplaciano, µ denota a massa
reduzida do elétron, Z é a carga nuclear do átomo, ri é a distância entre os núcleos e
elétrons i, e rij é a distância entre os elétrons i e j. A função Ψ é geralmente complexa,
tal que |Ψ(x, t)|2 é proporcional à densidade de probabilidade de encontrarmos uma micro-
partı́cula numa vizinhança do ponto x ∈ R3, num instante de tempo t. Entre os postulados
da teoria de Schrödinger [11], os estados do sistema são representados por funções de
onda, que têm que cumprir uma exigência da interpretação probabilı́stica da quântica,
introduzida por Max Born em 1926, em que a probabilidade de um sistema fı́sico ser en-
contrado em todo o espaço é finita, tal que as funções de onda devem pertencer ao espaço
de Hilbert L2. Na versão proposta por Heisenberg (uma discussão em nı́vel elementar pode
ser encontrada em [12]), os estados do sistema são representados por matrizes coluna. Es-
sas matrizes têm de ser de quadrado integrável, logo os estados do sistema devem estar no
espaço de Hilbert Rn. Ou seja, existe apenas uma diferença de representação entre as duas
teorias, e em qualquer uma delas, os estados do sistema estão em algum espaço de Hilbert.
Sobre a equivalência entre as formulações de Heisenberg e Schrödinger, pode-se consultar
[13]. Von Neumann [14], em 1932, provou que as teorias são equivalentes, pois traduzem
os mesmo resultados para a evolução de um sistema quântico. Um tratamento matemático
mais rigoroso acerca da teoria espectral de operadores auto-adjuntos em espaços de Hil-
bert relacionados com problema de valor inicial para a equação de Schrödinger pode ser
visto em [15].

A equação (1)-(2) para o átomo de Hidrogênio, H0Ψ = EΨ, com H0 = − ~2
2µ∇

2 − Ze2

r , tem
solução exata. A literatura sobre as soluções para o átomo de Hidrogênio é vasta, podemos
citar, por exemplo, [1, 3–6, 16–19]. Ademais, a maioria das situações fı́sicas encontradas na
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mecânica quântica não possuem soluções exatas para a equação de Schrödinger, e por isso
tornou-se necessário explorar técnicas matemáticas afim de encontrar soluções aproxima-
das. Uma dessas técnicas é a chamada Teoria da Perturbação, ou Teoria da Perturbação
de Rayleigh-Schrödinger, que, em tese, é um conjunto de esquemas aproximados em que o
operador Hamiltoniano é gradualmente ”perturbado”, de forma que essas perturbações re-
presentem pequenas alterações ao sistema. Há muitas referências para esse método como
[1, 3, 6, 18–21] e muitas aplicações dessa teoria, mas nos concentraremos especificamente
nos casos dos átomos de Hélio [3, 6, 20, 22] e Lı́tio [3], em cujas referências as aplicações
são descritas em detalhes. Outras discussões sobre o átomo de Lı́tio podem ser encon-
tradas em [23] ou, para aproximações por métodos numéricos, em [24]. Em [25], a teoria
da perturbação é aplicada para operadores auto-adjuntos, no entanto é necessário uma
certa familiaridade com teoria da medida, análise funcional, espaços Lp e espaços de Hil-
bert. [26] também traz uma fundamentação matemática mais rigorosa para o método das
perturbações. O método variacional [1, 3, 6, 18, 19, 27, 28] é outra ferramenta importante
na mecânica quântica, porém mais rústico que o método perturbativo. Ele permite que
para operadores Hamiltonianos não solúveis analiticamente, como são os casos do Hélio
e do Lı́tio, possamos fazer estimativas das energias dos autoestados desse sistema, que
por vezes é suficiente. Em [1], é resolvido o problema para o átomo de Hélio e proposto
aplicação similar para o átomo de Lı́tio, utilizando o método variacional. Podemos citar
ainda referências sobre outros métodos aproximativos frequentemente presentes na litera-
tura como o método Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) [1, 18], métodos semi-clássicos [29],
método de Hartree-Fock (HTF), entre outros. Em [28], tem-se um excelente tratamento do
método de Hartree-Fock, desde conceitos, formalidade e ferramentas subjacentes. Já em
[30], apresenta-se a resolução analı́tica de dois problemas fı́sicos usando o método HTF
com o objetivo de introduzir a teoria.

A estrutura do artigo é simples. Na seção 2, abordaremos o método das perturbações.
Na seção 3, abordaremos a aplicação do método perturbativo ao átomo de Hélio em seu es-
tado fundamental, com correção de primeira ordem aplicada à função de onda do sistema
não-perturbado. Na seção 4, apresentamos considerações importantes sobre o número
quântico spin e o princı́pio de exclusão de Pauli, fundamentais para a resolução do pro-
blema da seção 5, onde aplicaremos o método perturbativo ao átomo de Lı́tio. Ne seção 6,
apresentaremos as conclusões sobre o trabalho.

2 MÉTODO DAS PERTURBAÇÕES

Vamos considerar um sistema fı́sico cujo operador de Hamilton H possa ser escrito
como

H = H0 +H1. (3)

Suponha que a energia associada a H0 é muito grande comparada com a energia de H1.
Dessa forma, a energia H diferirá muito pouco de H0. Se conhecemos a função de onda
na qual H0 está associado ao sistema fı́sico, então H corresponde a um sistema que difere
muito pouco daquele associado a H0. Em outras palavras, H1 representa uma pequena
perturbação sofrida pelo sistema associado a H0. Fisicamente, podemos pensar numa
situação em que o hamiltoniano do sistema fı́sico é H0 e aplicamos uma perturbação que
seja muito pequena, e que aos poucos essa perturbação seja aumentada, até chegar no
nı́vel desejado de perturbação. Escrevemos então

H = H0 + λH1, (4)

onde λ é um parâmetro que pode assumir qualquer valor de zero à unidade. Por exemplo, o
caso em que λ = 0 nos leva ao sistema H = H0 já conhecido. Por outro lado, na medida em
que λ cresce, a perturbação cresce até chegar a sua intensidade máxima, ou seja, quando
λ = 1.
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Considere a função de onda ψ(0)
n correspondente ao nı́vel não degenerado de energia E(0)

n

do sistema não perturbado. Então, a equação de Schrödinger para esse sistema pode ser
escrita como

H0ψ
(0)
n = E(0)

n ψ(0)
n . (5)

Da mesma forma, se ψn for a função de onda do sistema perturbado, então a equação de
Schrödinger para ψn é dada por

Hψn = (H0 + λH1)ψn = Enψn. (6)

O que a teoria da perturbação nos diz é que, se conhecermos todas as funções ψ
(k)
n ,

poderemos calcular um valor aproximado para ψn e En, supondo que possam ser expressas
como

ψn = ψ(0)
n + λψ(1)

n + λ2ψ(2)
n + ...+ λkψ(k)

n + ... =
∞∑
k=0

λkψ(k)
n (7)

e

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + ...+ λkE(k)

n + ... =
∞∑
k=0

λkE(k)
n , (8)

onde ψ(1)
n , ψ

(2)
n , . . . são correções de ordem 1, 2, . . ., e assim por diante, para a função de onda

do sistema não perturbado, assim como E(1)
n , E

(2)
n , . . . são as correções de ordem 1, 2, . . ., para

a energia E
(0)
n do sistema não perturbado. Uma observação importante é que as equações

(7) e (8) equivalem à uma expansão de ψn e En em séries de Taylor, de forma que

ψn =
∞∑
k=0

1

k!

∂kψn
∂λk

λk e En =

∞∑
k=0

1

k!

∂kEn
∂λk

λk,

onde

ψ

∣∣∣∣
λ=0

= ψ(0)
n , En

∣∣∣∣
λ=0

= E(0)
n , . . .

1

k!

∂kψn
∂λk

∣∣∣∣
λ=0

= ψ(k)
n ,

1

k!

∂kEn
∂λk

∣∣∣∣
λ=0

= E(k)
n .

Devemos assumir que as séries (7) e (8) convergem para λ = 1, para que o método em si
convirja, e assim, para pequenas perturbações, seja suficiente tomar os primeiros termos
das séries para obter uma boa aproximação. Devemos ainda tomar ψ(0)

n de modo que esteja
normalizada, isto é, tal que 〈ψ(0)

n |ψ(0)
n 〉 = 1. Desta forma, tomando (7) em 1 = 〈ψn|ψn〉, temos

1 = 〈ψ(0)
n |ψ(0)

n 〉 + λ〈ψ(0)
n |ψ(1)

n 〉 + λ2〈ψ(0)
n |ψ(2)

n 〉 + . . ., e igualando os termos do polinômio em λ,
tem-se 0 = 〈ψ(0)

n |ψ(1)
n 〉 = 〈ψ(0)

n |ψ(2)
n 〉 = . . .. Ademais, fazendo a substituição das séries em (6),

obtemos

(H0 + λH1)(ψ(0)
n + λψ(1)

n + λ2ψ(2)
n + ...) = (E(0)

n + λE(1)
n + λ2E(2)

n + ...)(ψ(0)
n + λψ(1)

n + λ2ψ(2)
n + ...)

Na equação acima, podemos distribuir os produtos e reunir os termos de igual potência de
λ. Obtemos do lado esquerdo da igualdade a seguinte expressão

H0ψ
(0)
n + (H1ψ

(0)
n +H0ψ

(1)
n )λ+ (H0ψ

(2)
n +H1ψ

(1)
n )λ2 + ... (9)

e do lado direito teremos

E(0)
n ψ(0)

n + (E(1)
n ψ(0)

n + E(0)
n ψ(1)

n )λ+ (E(2)
n ψ(0)

n + E(1)
n ψ(1)

n + E(0)
n ψ(2)

n )λ2 + ... (10)

Sendo válida a igualdade das equações (9) e (10), temos que os coeficientes dos termos de
igual potência de λ devem ser iguais, ou seja,

H0ψ
(0)
n = E(0)

n ψ(0)
n (11)

H1ψ
(0)
n +H0ψ

(1)
n = E(1)

n ψ(0)
n + E(0)

n ψ(1)
n (12)

H0ψ
(2)
n +H1ψ

(1)
n = E(2)

n ψ(0)
n + E(1)

n ψ(1)
n + E(0)

n ψ(2)
n (13)

...
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A primeira destas equações é justamente a equação de Schrödinger para o sistema não
perturbado, na qual supomos conhecer a função de onda ψ

(0)
n associado ao nı́vel não dege-

nerado de energia E(0)
n . Observamos que o conjunto de equações descrito acima nos permite

obter as correções em qualquer ordem da função de onda ψ
(0)
n e da energia E

(0)
n no sistema

não perturbado. Segundo [20], destaca-se que quanto maior forem as aproximações de
ordem utilizadas para as funções de onda ψ

(0)
n e para as energias E(0)

n , as aproximações de
ψn e En do sistema perturbado serão cada vez mais precisas.

Na equação (12), podemos observar que, por suposição, tudo nela é conhecido, exceto
as funções de onda ψ

(1)
n e as energias E(1)

n . Podemos assumir que ψ(1)
n é uma combinação

de ondas do tipo ψ(0)
i para o sistema não perturbado, ou seja, as ondas do tipo ψ(0)

i formam
uma base para o espaço das funções de onda, e com isso podemos escrever

ψ(1)
n =

∑
aiψ

(0)
i . (14)

Podemos substituir (14) na equação (12), resultando em

H1ψ
(0)
n +H0

(∑
aiψ

(0)
i

)
= E(1)

n ψ(0)
n + E(0)

n

(∑
aiψ

(0)
i

)
.

Agrupando os termos com somatório de um mesmo lado da igualdade, agrupando os so-
matórios e pondo ai em evidência, escrevemos a expressão acima como∑

ai(H0ψ
(0)
i − E

(0)
n ψ

(0)
i ) = (E(1)

n −H1)ψ(0)
n . (15)

Temos que H0ψ
(0)
i = E

(0)
i ψ

(0)
i , pois é um sistema já conhecido e deve satisfazer a equação de

autovalores. Então, levando essa expressão na equação (15), colocando ψ
(0)
i em evidência,

obteremos a expressão ∑
ai(E

(0)
i − E

(0)
n )ψ

(0)
i = (E(1)

n −H1)ψ(0)
n . (16)

Multiplicando toda equação (16) por uma função ψ(0)
m e integrando a igualdade resultante

em todo espaço (consideremos aqui r = (x1, x2, x3) ∈ R3), considerando que
∑
ai(E

(0)
i −E

(0)
n )

é uma constante, e assim podemos retirá-la do integrando, teremos∑
ai(E

(0)
i − E

(0)
n )

ˆ
ψ

(0)
m ψ

(0)
i dr =

ˆ
ψ

(0)
m (E(1)

n −H1)ψ(0)
n dr. (17)

Assumimos que as funções de onda ψ
(0)
m do sistema não perturbado formam um con-

junto ortonomal completo, isto é,

ˆ
ψ

(0)
m ψ(0)

n dr = δm,n =

{
0, m 6= n
1, m = n

Dessa forma, a equação (17) torna-se∑
ai(E

(0)
i − E

(0)
n )δm,n =

ˆ
(E(1)

n −H1)ψ
(0)
m ψ(0)

n dr.

No lado direito da igualdade acima, distribuimos os termos de forma que
ˆ

(ψ
(0)
m E(1)

n − ψ
(0)
m H1)ψ(0)

n dr =

ˆ
ψ

(0)
m ψ(0)

n E(1)
n dr −

ˆ
ψ

(0)
m H1ψ

(0)
n dr

= E(1)
n δm,n −

ˆ
ψ

(0)
m H1ψ

(0)
n dr. (18)
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Assim, temos
k∑
i=0

ai(E
(0)
i − E

(0)
n )δm,n = E(1)

n δm,n −
ˆ
ψ

(0)
m H1ψ

(0)
n dr. (19)

Expandindo a soma no primeiro membro da expressão acima, teremos todo termo igual
a zero exceto quando n = m, quando temos δm,n = 1. Caso contrário δm,n = 0, o que anularia
todo termo da soma. Agora, devemos considerar dois casos:

(i) Quando tivermos m = n;

(ii) Quando tivermos m 6= n.

Para m = n, o somatório em (19) reduz-se a am(E
(0)
m − E(0)

n ), logo

E(1)
n =

ˆ
ψ

(0)
n H1ψ

(0)
n dr := 〈H1〉nn, (20)

onde 〈H1〉 é valor esperado do operador H1. Inicialmente, na equação (8), supomos que
En = E

(0)
n +λE

(1)
n + . . . Como estamos interessados em correções de primeira ordem, faremos

a aproximação (para λ = 1) En ∼= E
(0)
n +E

(1)
n . Substituindo a expressão (20) na aproximação,

teremos

En ∼= E(0)
n + 〈H1〉nn, (21)

o que nos mostra a correção de primeira ordem para a energia do sistema não perturbado
E

(0)
n , representado pelo valor esperado 〈H1〉nn do operador H1. Caso m 6= n, teremos

am(E(0)
m − E(0)

n ) = −
ˆ
ψ

(0)
m H1ψ

(0)
n dr,

ou seja,

am =
〈H1〉mn

E
(0)
n − E(0)

m

, m 6= n. (22)

Considerando a equação (14), trocando o ı́ndice i por m, teremos

ψ(1)
n =

∑
m 6=n

amψ
(0)
m =

∑
m 6=n

〈H1〉mn
E

(0)
n − E(0)

m

ψ(0)
m . (23)

A fórmula em (22) que define am nos permite encontrar todos os coeficientes am da
equação (23), exceto o coeficiente an, quando m = n. O que se faz neste caso é normalizar
a função de onda ψn, ou seja,

´
ψnψndr = 1. Como ψn =

∑∞
k=0 λ

kψ
(k)
n , conforme (7), temos

ˆ
(
∞∑
k=0

λkψ
(k)
n )(

∞∑
k=0

λkψ(k)
n )dr = 1,

expandindo os somatórios obtemos
ˆ

(ψ
(0)
n + λψ

(1)
n + λ2ψ

(2)
n + ...)(ψ(0)

n + λψ(1)
n + λ2ψ(2)

n + ...)dr = 1,

ou equivalentemente,
ˆ
ψ

(0)
n ψ(0)

n + λψ
(0)
n ψ(1)

n + λ2ψ
(0)
n ψ(2)

n . . .+ λψ
(1)
n ψ(0)

n + λ2ψ
(1)
n ψ(1)

n +

λ3ψ
(1)
n ψ(2)

n . . .+ λ2ψ
(2)
n ψ(0)

n + λ2λψ
(2)
n ψ(1)

n + λ2λ2ψ
(2)
n ψ(2)

n + . . . dr = 1.
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Pondo os λ′s em evidência, resulta que[ˆ
ψ

(0)
n ψ(0)

n dx

]
+ λ

[ˆ
ψ

(0)
n ψ(1)

n + ψ
(1)
n ψ(0)

n dx

]

+λ2

[ˆ
ψ

(0)
n ψ(2)

n ψ
(1)
n ψ(1)

n ψ
(2)
n ψ(0)

n dx

]
+ . . . = 1.

Como λ é arbitrário e λ 6= 0, os coeficientes das diferentes potências de λ devem ser nulos
para que a condição de normalização da função de onda seja satisfeita. Dessa forma, temos

ˆ
ψ

(0)
n ψ(1)

n + ψ
(1)
n ψ(0)

n dx = 0 (24)
ˆ
ψ

(0)
n ψ(2)

n ψ
(1)
n ψ(1)

n ψ
(2)
n ψ(0)

n dx = 0

...

A informação de que ψ(1)
n =

∑
amψ

(0)
m nos permite substituı́-la na primeira equação (24),

o que nos resulta ˆ {
ψ

(0)
n

∑
amψ

(0)
m +

(∑
amψ

(0)
m

)
ψ(0)
n

}
dx = 0.

Como a integral da soma é a soma das integrais, pois a integral é um operador linear,
além do fato de que os termos am são constantes, nos permite escrever a integral como∑

am

ˆ
ψ

(0)
n ψ(0)

m dx +
∑

am

ˆ
ψ

(0)
m ψ(0)

n dx = 0.

Logo, temos ∑
amδm,n +

∑
am δm,n = 0.

Se m = n, ao expandirmos os somatórios, teremos an + an = 0 ou 2Re(an) = 0, ou seja, a
parte real de an deve ser nula, de modo que seja um número puramente imaginário, ao
qual representamos por an = iα, α ∈ R. Fazemos uso desse fato e das expressões (7) e (22),
definimos ψn como

ψn ≈ ψ(0)
n + λ

(
anψ

(0)
n +

∑
m 6=n

〈H1〉mn
E

(0)
n − E(0)

m

ψ(0)
m

)

= ψ(0)
n + λiαψ(0)

n + λ
∑
m 6=n

〈H1〉mn
E

(0)
n − E(0)

m

ψ(0)
m

= (1 + iαλ)ψ(0)
n + λ

∑
m 6=n

〈H1〉mn
E

(0)
n − E(0)

m

ψ(0)
m .

Entretanto, como estamos considerando aproximações de primeira ordem em λ, pode-
mos supor que 1 + iαλ ≈ eiαλ. De fato, basta considerar a expansão em série de Taylor
da função analı́tica complexa x 7→ eiαλ por eiαλ =

∑∞
k=0(iαλ)k/k!. Logo, a equação acima,

tomando λ = 1 (ou seja, considerando a perturbação máxima, o que também torna-se
matematicamente mais conveniente), assume a forma

ψn ≈ eiαψ(0)
n +

∑
m6=n

〈H1〉mn
E

(0)
n − E(0)

m

ψ(0)
m .

Além disso, para mantermos a ortogonalidade da função ψn, devemos ter an = iα = 0.
Logo, o sistema perturbado fica

ψn ≈ ψ(0)
n + ψ(1)

n ,
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onde ψ(1)
n é dado por (23). ψ(1)

n é a correção de primeira ordem aplicada à função de onda do
sistema não perturbado ψ

(0)
n . Continuemos o processo afim de encontrar a 2a correção da

energia. Consideremos a equação (13), multiplicando a equação toda por ψ(0)
m e integrando

no espaço todo, e temos
ˆ
ψ(0)
m H0ψ

(2)
n dr −

ˆ
ψ(0)
m E(0)

n ψ(2)
n dr =

ˆ
ψ(0)
m E(2)

n ψ(0)
n dr +

ˆ
ψ(0)
m E(1)

n ψ(1)
n dr −

ˆ
ψ(0)
m H1ψ

(1)
n dr. (25)

Observemos agora que o operador 〈ψ|x(t)|ψ〉 =
´
ψx(t)ψdr é hermitiano, ou seja, comuta

com seu operador adjunto. De fato, temos

〈ψ(0)
m |H0|ψ(2)

n 〉 = 〈ψ(2)
n |H0|ψ(0)

m 〉 = 〈ψ(2)
n |H0ψ

(0)
m 〉 = 〈ψ(2)

n |E(0)
m ψ

(0)
m 〉

= E
(0)
m 〈ψ(2)

n |ψ(0)
m 〉 = E(0)

m 〈ψ(0)
m |ψ(2)

n 〉.

Logo, utilizando da condição de ortonormalidade das funções de onda,

(E(0)
m − E(2)

n )〈ψ(0)
m |ψ(2)

n 〉 = E(2)
n δm,n + E(1)

n 〈ψ(0)
m |ψ(1)

n 〉 − 〈ψ(0)
m |H1|ψ(1)

n 〉.

Para m = n, o lado esquerdo da igualdade acima é nulo, e desta forma obtemos

E(2)
n = −E(1)

n 〈ψ(0)
n |ψ(1)

n 〉+ 〈ψ(0)
n |H1|ψ(1)

n 〉. (26)

Pela condição de normalidade de ψ
(0)
n , tem-se que 〈ψ(0)

n |ψ(1)
n 〉 = 0. Assim, considerando

também a correção de primeira ordem (23) em (26), temos

E(2)
n =

∑
m6=n

〈H1〉mn
E

(0)
n − E(0)

m

〈ψ(0)
n |H1|ψ(0)

m 〉, (27)

desde que os coeficientes am em (22) são constantes e podem sair pra fora da integral. Como
H1 é hermı́tico, denotando β = 〈ψ(0)

m |H1|ψ(0)
n 〉, vale que 〈ψ(0)

m |H1|ψ(0)
n 〉〈ψ(0)

n |H1|ψ(0)
m 〉 = ββ = |β|2,

e assim

E(2)
n =

∑
m 6=n

|〈H1〉mn|2

E
(0)
n − E(0)

m

. (28)

Considerando (8), a correção de 2a ordem para a energia do sistema não perturbado E
(0)
n

(para λ = 1) é dada por En ∼= E
(0)
n + E

(1)
n + E

(2)
n , ou seja,

En ∼= E(0)
n + 〈H1〉nn +

∑
m 6=n

|〈H1〉mn|2

E
(0)
n − E(0)

m

.

A correção de 2a ordem da função de onda do sistema não perturbado ψ
(0)
n , bem como a

correção de 3a ordem da energia do sistema não perturbado E
(0)
n , são dados na referência

[21], página 136. Em [31], Wheeler desenvolve um engenhoso método para determinar
correções de ordens mais altas para a energia do sistema não perturbado, incluindo a
correção de 4a ordem e um ”caminho“ para a correção de 5a ordem, além de propor a ex-
tensão para ordens superiores. Em [5], no capı́tulo Stationary Perturbation Theory, também
é possı́vel observar as correções de 3a, 4a e 5a ordens para a energia, bem como uma ma-
neira de representar as correções de energia e de funções de onda de qualquer ordem. Além
disso, é demonstrado que, conhecendo-se as funções de onda de até ordem k, pode-se de-
terminar as correções de energia de até ordem 2k + 1. Entretanto, em [32], é analisada a
convergência para as expansões perturbativas em dois exemplos de aplicação, um oscilador
anarmônico λx4 e o efeito Stark para o átomo de Hidrogênio, nos quais, através de testes
numéricos, é observado que as expansões perturbativas só convergem para uma faixa re-
lativamente pequena dos coeficientes λ ∈ [0, 1]. Para contornar esse problema, são usados
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aproximantes de Padé no sentido de renormalizar a energia para o oscilador anarmônico
λx4, e obteve-se erro relativo da ordem de 3,2%. Além disso, Carl M. Bender (por exemplo,
[33]) têm vários artigos em que propõe outras formas de aproximação para contornar o
problema da divergência.

O tratamento perturbacional para o caso degenerado, ou seja, em que o operador H0

em (5) possui autovalores degenerados, traz complicações matemáticas, pois nesse caso
os denominadores das expressões obtidas para ψn e En poderão ser nulos. Enquanto no
caso não-degenerado o autovetor de ordem zero é definido sem nenhuma ambigüidade, no
caso degenerado temos autovalores degenerados, ou seja, existe um problema adicional em
definir esse autovetor. As combinações lineares de autoestados degenerados de um mesmo
nı́vel energético formam um subespaço vetorial do espaço de Hilbert do sistema fı́sico. Ou
seja, qualquer combinação linear dos estados ψ

(0)
n é um autoestado de H0 com o mesmo

autovalor. O efeito Stark linear é um caso clássico de tratamento perturbativo degenerado.
Um ótimo tratamento da teoria pertubativa para o caso degenerado está em [34].

3 O ÁTOMO DE HÉLIO

O atómo de Hélio é um sistema atômico composto por dois elétrons e um núcleo com
dois prótons (Z = 2), com configuração eletrônica 1s2. Sistemas atômicos com mais de um
elétron são reconhecidos como sistemas atômicos complexos, devido ao grande número de
graus de liberdade que as partı́culas possuem nesses sistemas, e isso provoca inúmeros
potenciais de interações entre as partı́culas, acarretando numa incapacidade de solucio-
nar problemas multieletrônicos de forma exata. Torna-se necessário, portanto, explorar
métodos que apresentem soluções para a equação de Schrödinger de forma aproximada.
Nesta seção, aplicaremos o método perturbativo para determinar os nı́veis de energia e as
funções de onda para um átomo de Hélio em seu estado fundamental. O átomo de Hélio
possui um núcleo com carga +2e (de maneira geral, a carga nuclear é escrita como +Ze).
Veja a Figura (1).

−e
||−→r1 −−→r2 ||

−e

+2e

||−→r1 || ||−→r2 ||

FIGURA 1: Átomo de Hélio

Uma das justificativas para o qual não é possı́vel solucionar a equação de Schrödinger
de forma exata para o átomo de Hélio, e justifica o fato de utilizarmos um método apro-
ximativo para esse sistema, é devido a existência de mais de dois corpos com interação
Coulombiana, o que torna o sistema não-integrável. Dessa forma, não é possı́vel aplicar
o método de separação de variáveis. O hamiltoniano eletrônico para o átomo de Hélio, de
acordo com (2), é escrito como

H = − ~2

2µ
∇2

1 −
~2

2µ
∇2

2 −
Ze2

r1
− Ze2

r2
+
e2

r12
.

Neste caso, vamos considerar necessário supor que o termo contendo r12 em H é o operador
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que corresponde à perturbação H1, e escrevemos H = H0 +H1, onde

H0 = − ~2

2µ
∇2

1 −
~2

2µ
∇2

2 −
Ze2

r1
− Ze2

r2

H1 =
e2

r12

Com a representação para o hamiltoniano do sistema com perturbação e sem perturbação,
podemos montar a equação de Schrödinger para cada um deles. Para o caso com perturbação
teremos HΨ = EΨ e para o caso sem perturbação a equação fica escrita como

H0Ψ
(0)
H0

(r1, r2) = E
(0)
H0

Ψ
(0)
H0

(r1, r2). (29)

Uma solução para a equação (29) pode ser posta na forma

Ψ
(0)
H0

(r1, r2) = ψ
(0)
n1,`1,m`1

(r1)ψ
(0)
n2,`2,m`2

(r2) = φ(r1)γ(r2), (30)

utilizando o método de separação de variáveis, onde os subı́ndices ni ∈ N, `i = 0, 1, . . . , ni−1
e m`i = 0,±`,±(` − 1), . . . denotam os números quânticos principal, angular e magnético,
respectivamente. O quarto número quântico, spin s ∈ {−1

2 ,
1
2} ∼= Z2, não é determinado

pela equação espacial do Hidrogênio. Quando substituı́mos esta solução na equação (29),
conseguimos separá-lás em duas outras, ou seja, H0 φ(r1)γ(r2) = E

(0)
H0
φ(r1)γ(r2), que equivale

à {
− ~2

2µ
∇2

1 −
Ze2

r1
−
}
φ(r1)γ(r2) +

{
− ~2

2µ
∇2

2 −
Ze2

r2

}
φ(r1)γ(r2) = E

(0)
H0
φ(r1)γ(r2). (31)

O método de separação de variáveis permite reduzir o problema (29) de uma equação dife-
rencial parcial, com a suposição de (30), em duas equações diferenciais ordinárias, sendo
cada uma delas independente. Observemos que na equação acima, todo lado esquerdo
corresponde à soma de dois termos, sendo um para cada componente do Hamiltoniano do
sistema. Podemos considerar a energia total do sistema, E(0)

H0
constante, pelo princı́pio da

conservação da energia, e assim é possı́vel separarmos a energia total do sistema como
a energia total para o elétron 1, somada com a energia total para o elétron 2, ou seja,
E

(0)
H0

= Er1 + Er2. Além disso, multiplicamos toda a equação (31) por 1/(φ(r1)γ(r2)) de forma
que

1

φ(r1)

{
− ~2

2µ
∇2

1 −
Ze2

r1

}
φ(r1) +

1

γ(r2)

{
− ~2

2µ
∇2

2 −
Ze2

r2

}
γ(r2) = Er1 + Er2 . (32)

Logo, a equação (32) é soma de duas outras que são independentes entre si. Dessa forma,
podemos separá-las de forma a obter uma equação para o elétron 1 e outra para o elétron
2, ou seja{

− ~2

2µ
∇2

1 −
Ze2

r1

}
φ(r1) = Er1φ(r1) e

{
− ~2

2µ
∇2

2 −
Ze2

r2

}
γ(r2) = Er2γ(r2).

Aliás, ambas as equações acima são exatamente iguais à equação de Schrödinger para
o átomo de Hidrogênio, diferindo apenas quanto ao ı́ndice das micropartı́culas, os valores
apropriados para a massa reduzida µ e quanto ao número atômico do átomo de Hélio. No
mais, as soluções para as equações acima são funções hidrogênicas e, portanto, a solução
Ψ

(0)
H0

(r1, r2) procurada será o produto de funções hidrogênicas no estado fundamental

ψ
(0)
i00(ri) = π−1/2

(
Z

a0

) 3
2

e−Zri/a0 (33)
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de forma que

Ψ
(0)
H0

(r1, r2) = ψ
(0)
100(r1)ψ

(0)
100(r2) = π−1

(
Z

a0

)3

e
− Z

a0
(r1+r2)

, (34)

em que a0 ' 0, 0529nm é conhecido como primeiro raio de Bohr. De acordo com a teoria
de Bohr, no estado fundamental do átomo de Hidrogênio, o elétron estaria numa distância
aproximada de 0, 0529nm do próton e ambos girando em torno do centro de massa do
sistema. Esta função é a função para o átomo de Hélio no estado fundamental sem
perturbação. Entretanto, observemos que o valor de a0 que aparece em (34) não é exa-
tamente o raio de Bohr do átomo de Hidrogênio, mas um raio de Bohr a0 onde a massa
reduzida µ do átomo de Hidrogênio foi substituı́da pela massa reduzida do átomo de Hélio.

Por outro lado, como esta solução é o produto de duas funções hidrogênicas, uma para
cada elétron do átomo de Hélio, temos que a energia para o elétron r1 é igual a energia para
o elétron r2, isto é, Er1 = Er2 = EH , onde EH é a energia eletrônica do átomo de Hidrogênio
tal que µ envolve a massa do núcleo de He e Z = 2. A energia total do elétron é a soma das
suas energias cinética e potencial, ou seja,

E =
1

2
mv2 − Ze2

r
. (35)

Por girar ao redor do núcleo do átomo, o elétron sofre uma força centrı́peta FC , que por
sua vez é igual à força de atração eletrostática FA entre o elétron e o núcleo do átomo.
Por definição, sabemos que FC e FA, considerando-se o potencial de Coulomb U = −Ze2/r,
são dadas por FC = mv2/r e FA = Ze2/r2. Logo, mv2/r = Ze2/r2 e a energia em (35)
pode ser escrita como E = −Ze2/2r. Levando-se em conta a expressão para o raio orbital
r = (n2/Z)(~2/µe2), onde µ é a massa reduzida, podemos escrever a energia total do elétron
como En = −(µZ2e4)/(2n2~2). Logo, temos EH = En. Como a0 = ~2/(µe2), temos

Eri = − e2Z2

2n2
i a0

, (36)

com Z = 2 para o átomo de Hélio. Portanto, podemos definir E(0)
H0

= Er1 + Er2, a energia do
átomo de He desprezando a repulsão intereletrônica, como

E(0)
n = Er1 + Er2 = − e2Z2

2n2
1a0
− e2Z2

2n2
2a0

= −Z
2

2

(
1

n2
1

+
1

n2
2

)
e2

a0
, (37)

onde n1, n2
∼= 1, 2, 3 . . . Conforme a literatura (por exemplo, [1, 20]), temos 1

2e
2/a0

∼= 13, 6 eV .
Além disso, Z = 1 para o átomo de Hidrogênio e o número quântico n no estado fundamen-
tal é igual à 1. Sendo assim, EH = −(Z2/n2)(e2/2a0) = −13, 6 eV , e portanto,

E
(0)
1 = −2Z2 e

2

2a0

∼= 8EH = −108, 8 eV,

visto que Z = 2 para o átomo de He. A correção da energia em primeira ordem é dada por
(21), isto é

En ∼= E(0)
n + E(1)

n ,

com E
(1)
n = 〈H1〉nn. Temos H1 = e2/r12. Além disso, o valor esperado da perturbação H1 no

estado fundamental se escreve

〈H1〉11 =

ˆ
Ω

Ψ
(0)
H0
H1Ψ

(0)
H0

dΩ =
Z6e2

a6
0π

2

ˆ
Ω
e
− 2Z
a0

(r1+r2) 1

r12
dΩ. (38)

Na expressão acima, a região de integração Ω é a região em coordenadas esféricas para
cada um dos elétrons, isto é,

〈H1〉11 =
Z6e2

a6
0π

2

ˆ ∞
0

ˆ ∞
0

ˆ π

0

ˆ π

0

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0
e
− 2Z

a0
(r1+r2) 1

r12
r2

1r
2
2dr1dr2 sen θ1 sen θ2dθ1dθ2dφ1dφ2.

(39)
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Observe que o ângulo entre os vetores r1 e r2 é θ, e o sistema de coordenadas esféricas
foi escolhido de forma que r1 coincida com o eixo z cartesiano, e o ângulo de co-latitude
coincida com o ângulo entre os dois vetores. Para fins de cálculo, considerando a integral
em r2, o termo r12 = ‖−→r1 −−→r2‖ pode ser reescrito como

r2
12 = r2

1 + r2
2 − 2r1r2cosθ2, (40)

o qual usamos o Teorema de Pitágoras generalizado pela Lei dos Cossenos (Observe a
Figura (1)). Observe que, se tivéssemos escolhido calcular a integral em r1, o surgimento
de θ1 em (40) em nada afetaria o cálculo da integral. Separadamente, na dependência de θ1

e θ2, temos
ˆ π

0

ˆ π

0

sen θ1 sen θ2 dθ1dθ2√
r2

1 + r2
2 − 2r1r2cosθ2

=

ˆ π

0
sen θ1dθ1

ˆ π

0

sen θ2dθ2√
r2

1 + r2
2 − 2r1r2cosθ2

= 2

ˆ π

0

sen θ2dθ2√
r2

1 + r2
2 − 2r1r2cosθ2

.

Façamos d(cos θ2) = − sen θ2. Quando θ2 = π, teremos cosπ = −1, e quando θ2 = 0, ficamos
com cos 0 = 1. Assim, temos o intervalo de integração [−1, 1] definido pela mudança de
variáveis. Dessa forma, escrevemos

2

ˆ π

0

sen θ2dθ2√
r2

1 + r2
2 − 2r1r2cosθ2

= −2

ˆ −1

+1

d(cos θ2)√
r2

1 + r2
2 − 2r1r2 cos θ2

. (41)

Agora façamos y = r2
1 + r2

2 − 2r1r2 cos θ2, e teremos dy = −2r1r2d(cos θ2). Quando cos θ2 = 1,
temos y = r2

1 + r2
2 − 2r1r2, e quando cos θ2 = −1, temos y = r2

1 + r2
2 + 2r1r2. Assim, a integral

(41) fica escrita como

−2

ˆ −1

+1

d(cos θ2)√
r2

1 + r2
2 − 2r1r2 cos θ2

=

ˆ r21+r22+2r1r2

r21+r22−2r1r2

1
√
y

dy

r1r2
=

2

r1r2
y

1
2

∣∣∣∣r21+r22+2r1r2

r21+r22−2r1r2

=
2

r1r2

(√
r2

1 + r2
2 + 2r1r2 −

√
r2

1 + r2
2 − 2r1r2

)
=

2

r1r2

(√
(r1 + r2)2 −

√
(r1 − r2)2

)
=

2

r1r2

(
r1 + r2 − |r1 − r2|

)
. (42)

Na dependência de φ1 e φ2, temos
ˆ 2π

0

ˆ 2π

0
dφ1dφ2 =

ˆ 2π

0

[ˆ 2π

0
dφ1

]
dφ2 =

ˆ 2π

0
2πdφ2 = 4π2. (43)

Dessa forma, substituindo o valor das integrais em (42) e (43) na expressão do valor espe-
rado (39), teremos

〈H1〉11 =
Z6e2

a6
0π

2

ˆ ∞
0

ˆ ∞
0

8π2

r1r2

(
r1 + r2 − |r1 − r2|

)
e−

2Z
a0

(r1+r2)r2
1r

2
2dr1dr2

=
8Z6e2

a6
0

ˆ ∞
0

r1e
− 2Z

a0
r1dr1

ˆ ∞
0

r2e
− 2Z

a0
r2
(
r1 + r2 − |r1 − r2|

)
dr2.︸ ︷︷ ︸

I

(44)

A integral I acima pode ser repartida em duas, de forma que
ˆ ∞

0
=

ˆ r1

0
+

ˆ ∞
r1

. De fato,

podemos integrar r2 de 0 à r1 e de r1 à ∞, visto que, em função de r2, r1 é constante. Ou
seja,

I =

ˆ r1

0
r2e

−2Z
a0

r2(r1 + r2 − |r1 − r2|)dr2 +

ˆ ∞
r1

r2e
−2Z
a0

r2(r1 + r2 − |r1 − r2|)dr2. (45)
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Temos que ter sempre |r1 − r2| > 0, logo, na integral de 0 à r1, temos r1 > r2, e assim
r1 − r2 > 0, enquanto que na integral de r1 à ∞ temos r2 > r1, e logo r2 − r1 > 0. Assim,
ficamos com

I = 2

ˆ r1

0
r2

2e
− 2Z

a0
r2dr2 + 2r1

ˆ ∞
r1

r2e
− 2Z

a0
r2dr2. (46)

Levando o resultado obtido em I na expressão (44), nos deparamos agora com duas
integrais, as quais podem ser resolvidas com integração por partes, dadas por

ˆ
xeaxdx =

eax

a2
(ax− 1) e

ˆ
x2eaxdx = eax

(
x2

a
− 2x

a2
+

2

a3

)
. (47)

Fazendo a = 2Z/a0, levando-se em conta o sinal de menos das exponenciais em (46) e que

lim
x−→∞

xn

ex
= 0, para todo n ∈ N, temos que as integrais em (46) ficam

I = 2

(
2

a3
+ e−ar1

(
−r

2
1

a
− 2r1

a2
− 2

a3

))
+ 2r1

(1 + ar1)

a2
e−ar1

=
4

a3
+ e−ar1

(
− 4

a3
− 2r1

a2

)
. (48)

Levando (48) na expressão integral em (44), temos

〈H1〉11 =
8Z6e2

a6
0

ˆ ∞
0

r1e
−ar1

(
4

a3
+ e−ar1

(
− 4

a3
− 2r1

a2

))
dr1

=
8Z6e2

a6
0

(
4

a3

ˆ ∞
0

r1e
−ar1dr1 −

4

a3

ˆ ∞
0

r1e
−2ar1dr1 −

2

a2

ˆ ∞
0

r2
1e
−2ar1dr1

)
=

8Z6e2

a6
0

(
4

a3

1

a2
− 4

a3

1

4a2
− 2

a2

2

8a3

)
=

5

4
Z

1

2

e2

a0
, (49)

desde que a = 2Z/a0. Conforme a literatura, temos 1
2e

2/a0
∼= 13, 6 eV , isto é, a enegia do

estado fundamental do átomo de Hidrogênio, o que permite descrever a correção para a
energia E

(1)
1 como

E
(1)
1 = 〈H1〉11

∼=
5Z

4
13, 6 eV = 17, 0Z eV.

Em particular, para o átomo de He, temos Z = 2, e portanto já podemos descrever a correção
de primeira ordem para a energia do átomo de Hélio em seu estado fundamental n`m` = 100.
Teremos

EHe = E
(0)
1 + E

(1)
1
∼= −108, 8 eV + 34, 0 eV = −74, 8 eV. (50)

Experimentalmente, medido com grande precisão em laboratório, a energia eletrônica para
o átomo de Hélio em seu estado fundamental [1] é dada por Eexp = −78.975 eV . O resultado
encontrado para E0 acima nos revela uma aproximação até razoável, devido ao fato de
estarmos realizando uma perturbação de primeira ordem. De acordo com [20], já foram
realizadas correções de até a décima terceira ordem para a energia, obtendo resultados
extremamente precisos. As correções para a energia em terceira ordem são dadas por

EHe ≈ E(0)
1 + E

(1)
1 + E

(2)
1 + E

(3)
1
∼= −108.8 eV + 34.0 eV − 4.3 eV + 0.1 eV = −79.0 eV,

que difere muito pouco do valor experimental. Na medida em que são calculadas as
correções em diferentes ordens para a energia, os resultados apontam uma oscilação dis-
creta para o resultado conhecido experimentalmente, convergindo para o resultado conhe-
cido na medida em que as correções de ordens são aumentadas.
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4 CONSIDERAÇÕES SOBRE SPIN E O PRINCÍPIO DA EXCLUSÃO DE

PAULI

Átomos complexos, com mais de um elétron, por conta do grande número de graus de
liberdade, não tem soluções exatas, como já vimos no caso do átomo de Hélio. O conceito
de partı́culas quânticas idênticas, isto é, a operação de trocar uma pela outra não resulta
em efeito fı́sico no sistema ao qual pertencem, está intrinsecamente ligado à sistemas de
átomos complexos. O tratamento exato na teoria de Schrödinger apenas tem resultados
para o átomo monoeletrônico do Hidrogênio. O problema se dá quando se têm átomos
complexos, como o átomo de Hélio, em que aparece um termo de repulsão da forma 1/r12.
Como veremos, o átomo de Lı́tio, que tem configuração eletrônica 1s22s, têm três termos
de repulsão, nas formas 1/r12, 1/r13 e 1/r23. Torna-se impossı́vel o método de separação de
variáveis aplicado na resolução de Schrödinger para o átomo de Hidrogênio.

O spin do elétron surge como uma influência nos estados quânticos de átomos comple-
xos. O spin de uma partı́cula se apresenta em quantidades discretas de ~ = 1, 055×10−34Js,
a constante de Planck. A presença do spin do elétron impõe uma regra especial na
construção dos estados estacionários de átomos multieletrônicos, que se deve a uma pro-
priedade intrı́nseca associada a sistemas de partı́culas idênticas. Essa regra deve ser usada
como uma condição adicional para resolver a equação de Schröringer para átomos comple-
xos [35].

Princı́pio da Exclusão de Pauli 1: Dois elétrons não podem ocupar um mesmo estado quântico
especificado por números quânticos (n, `, m`, ms).

Convém discutir o conceito de indistinguibilidade dos elétrons e introduzir o conceito
de simetria de partı́culas idênticas. Na fı́sica clássica, duas partı́culas idênticas são dis-
tinguı́veis visto que suas trajetórias podem ser determinadas. O mesmo não ocorre na
fı́sica quântica, onde apenas podemos indicar a probabilidade de um sistema fı́sico estar
numa dada região do espaço. Num sistema com duas partı́culas, por exemplo, é possı́vel
separar diferentes estados identificados por diferentes colisões, mas não é possı́vel identifi-
car as partı́culas detectadas após a colisão. Dessa forma, temos a identidade da densidade
de probabilidade, isto é, |Ψ(x1, x2, t)|2 = |Ψ(x2, x1, t)|2, onde x1 e x2 indicam as partı́culas
(elétrons) 1 e 2. Se considerarmos 2 detectores, a probabilidade da partı́cula 1 atingir o
detector 1, por exemplo, não se altera quando as partı́culas 1 e 2 são trocadas de posição.
Em outro sentido, x1 e x2 atuariam como varı́aveis mudas. Mais precisamente, |Ψ|2 não
deve se alterar quando se trocam as variáveis espaciais e spin de posição na função de
onda. O estado das duas partı́culas pode assim satisfazer uma condição de troca simétrica,

Ψ(x1, x2, t) = +Ψ(x2, x1, t), (51)

ou, uma condição de troca anti-simétrica

Ψ(x1, x2, t) = −Ψ(x2, x1, t). (52)

Assim, a simetria e a anti-simetria das funções de onda Ψ devem ser tomadas como uma
condição adicional na solução da equação de Schrödinger. Partı́culas idênticas que satis-
fazem (51) são denominadas bósons e as que satisfazem (52) são denominadas férmions.
Podemos reformular o princı́pio da exclusão de Pauli, e segue dele que os elétrons são
classificados como férmions.

Princı́pio da Exclusão de Pauli 2: A função de onda para um sistema de elétrons deve ser
anti-simétrica na troca de quaisquer conjuntos de variáveis espaciais e spin

Vamos considerar o átomo de Hélio tendo em conta o spin do elétron e o princı́pio da
exclusão de Pauli. Uma solução para funções de onda de uma única partı́cula, especifica-
mente o átomo de Hidrogênio, tem a forma

Ψn,`,m`,ms(r, θ, φ,ms) = ψn,`,m`
(r, θ, φ)ϕ(ms), (53)
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com ψn,`,m`
(r, θ, φ) = Rn,`(r)Y

m`
` (θ, φ), onde Rn,` é a função radial, definida em termos de

polinômios de Laguerre, e Y m`
` são funções harmônicas esféricas, e, além disso, ϕ(ms) cor-

responde ao spin eletrônico que assume somente os valores discretos ms = 1
2 ou ms =

−1
2 . Como o Hamiltoniano não depende do spin, ou seja, HΨ = H[ψn,`,m`

(r, θ, φ)ϕ(ms)] =
ϕ(ms)H[ψn,`,m`

(r, θ, φ)], podemos descrever os autoestados para um sistema com duas partı́culas
como

ψ
(1)
n,`,m`

ψ
(2)
n,`,m`

.

Consideremos a notação ψα(1)ψα(2) para designar que os elétrons 1 e 2 têm spin na direção
↑, e ψβ(1)ψβ(2) para designar a direção ↓. Como cada elétron tem dois estados possı́veis, ↑
ou ↓, as funções de spin para o átomo de Hélio devem ser

ψα(1)ψα(2), ψβ(1)ψβ(2), ψα(1)ψβ(2), ψα(2)ψβ(1). (54)

Entretanto, a terceira e quarta funções violam o princı́pio das partı́culas idênticas. De
fato, ψα(1)ψβ(2) indica que o elétron 1 tem direção ↑ e que o elétron 2 tem direção ↓, o
que pressupõe que podemos distinguı́-los quanto às suas trajetórias. O caso ψα(2)ψβ(1)
é análogo. De outro modo, a terceira e quarta funções não satisfariam as condições de
troca simétrica ou anti-simétrica em (51) e (52). Notemos que, se ψα(1)ψβ(2) é uma solução
da equação de Schrödinger com autovalor E, qualquer uma das soluções em (54) tem o
mesmo autovalor. Sendo assim, a partir da exigência de anti-simetria, podemos considerar
que qualquer combinação linear das soluções em (54) é uma autofunção com autovalor E.
Consideremos

Ψα,β = c1ψα(1)ψα(2) + c2ψβ(1)ψβ(2) + c3ψα(1)ψβ(2) + c4ψα(2)ψβ(1) (55)

uma solução para a equação de Schrödinger. Definimos como P̂ o operador que permuta
os elétrons 1 e 2. Para que (55) seja anti-simétrica, devemos garantir que P̂Ψα,β = (−1)Ψα,β,
isto é, que a autofunção Ψα,β tenha autovalor −1. Para que isso aconteça, é necessário que
c1 = c2 = 0 e que c3 = −c4. Supondo ψα e ψβ ortonormais, terı́amos

1 =

ˆ ˆ
τ
|c4[ψα(2)ψβ(1)− ψα(1)ψβ(2)]|2dτ

= |c4|2
[ˆ

τ1

|ψβ(1)|2dτ1

ˆ
τ2

|ψα(2)|2dτ2 −
ˆ
τ1

ψα(1)ψβ(1)dτ1

ˆ
τ2

ψα(2)ψβ(2)dτ2

−
ˆ
τ1

ψα(1)ψβ(1)dτ1

ˆ
τ2

ψα(2)ψβ(2)dτ2 +

ˆ
τ1

|ψα(1)|2dτ1

ˆ
τ2

|ψβ(2)|2dτ2

]
= |c4|2(1 + 0 + 0 + 1),

onde τ1 e τ2 são as regiões de integração dos elétrons 1 e 2, respectivamente. Resolvendo
para c4, temos como solução c4 = 1/

√
2. Portanto, temos como solução anti-simétrica

Ψα,β =
1√
2

∣∣∣∣ψα(1) ψβ(1)
ψα(2) ψβ(2)

∣∣∣∣ . (56)

Observe que, se α e β se referem aos mesmos números quânticos, pelas propriedades do
determinante, a função se anularia. De outra forma, dois elétrons não podem ocupar o
mesmo lugar, logo a função satisfaz o princı́pio da exclusão de Pauli. Uma generalização
natural da função (56) é

Ψα1,α2,...,αn =
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψα1(1) ψα2(1) . . . ψαn(1)
ψα1(2) ψα2(2) . . . ψαn(2)

...
...

...
ψα1(n) ψα2(n) . . . ψαn(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (57)
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para o caso de átomos com n elétrons. Essas expressões são conhecidas como determinan-
tes de Slater, e satisfazem a condição de anti-simetria para um átomo multieletrônico (Veja
mais detalhes, por exemplo, em [3, 6, 19]).

Observe que para o átomo de Hélio, embora possua dois elétrons, não foi evocado
o princı́pio da exclusão de Pauli na seção (3). Isso deve-se ao fato de que, se acres-
centássemos o fator spin e o princı́pio da exclusão ao átomo de Hélio, terı́amos a função
de onda Ψ

(0)
n dada por (56), e portanto a correção de energia E

(1)
n =

´
|Ψ(0)

n |2H1dΩ seria
exatamente igual à expressão (38).

5 O ÁTOMO DE L ÍTIO

O átomo de Lı́tio é um sistema atômico composto por três elétrons e um núcleo com três
prótons (Z = 3), com configuração eletrônica 1s22s. Por (2), o Hamiltoniano eletrônico para
o átomo de Lı́tio é descrito por

H = − ~2

2µ
∇2

1 −
~2

2µ
∇2

2 −−
~2

2µ
∇2

3

Ze2

r1
− Ze2

r2
− Ze2

r3
+
e2

r12
+
e2

r13
+
e2

r23
,

onde µ denota a massa reduzida do elétron, r1, r2 e r3 denotam a posição de cada elétron e
r12, r13 e r23 é a distância entre os elétrons correspondentes nos subı́ndices. Analogamente
ao problema do átomo de Hélio, o fato de haver mais de dois corpos com interação Cou-
lombiana torna o sistema não-integrável, e não permite aplicar o método de separação de
variáveis. Veja a figura (2).

−e

||−→r1 ||

||−→r1 −−→r2 || ||−→r3 −−→r1 ||
+3e

−e −e
||−→r3 −−→r2 ||

||−→r2 || ||−→r3 ||

FIGURA 2: Átomo de Lı́tio

Adotaremos o método perturbativo, discutido na seção (2), de forma similar ao átomo
de Hélio. Os três últimos termos do operador H constituem o termo perturbativo do pro-
blema. Da mesma forma, denotaremos H0 como o Hamiltoniano sem perturbação e H1 o
termo perturbativo. Sendo assim, H0 é a soma de três Hamiltonianos hidrogenóides, um
para cada elétron, sem incluir o spin. Uma solução para a equação de Schrödinger, para
o Hamiltoniano do sistema sem perturbação, H0, será o produto de três funções hidro-
genóides no estado fundamental, de modo análogo ao obtido pelo método de separação de
variáveis para o átomo de Hélio em (34), onde substituimos a massa reduzida µ do átomo
de Hélio pela massa reduzida do átomo de Lı́tio. Logo, a autofunção ψ

(0)
n , associada ao

nı́vel não-degenerado de energia E
(0)
n , para H0, é uma combinação linear de termos hidro-

genóides, tal que E(0)
1s + E

(0)
1s + E

(0)
2s é a energia para o autovalor E(0)

n . Assim, a energia para
o átomo de Lı́tio, desprezando a repulsão interletrônica, é dada por

E(0)
n = E

(0)
1s + E

(0)
1s + E

(0)
2s = − e2Z2

2n2
1a0
− e2Z2

2n2
2a0
− e2Z2

2n2
3a0

= −Z
2

2

(
1

n2
1

+
1

n2
2

+
1

n2
3

)
e2

a0
,
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conforme (37). Levando em conta que Z = 3 para o átomo de Lı́tio, que 1
2e

2/a0
∼= 13, 6 eV , e

a configuração eletrônica do Lı́tio, temos que

E
(0)
1
∼= −9 ·

(
1

12
+

1

12
+

1

22

)
· 13, 6 eV = −275, 5 eV.

Os autovalores de H0(N,Z) := − ~2
2µ

∑N
i=1∇2

i −
∑N

i=1
Ze2

ri
, no espaço das funções Ψ : (R3 ×

Z2)N 7→ C que satisfazem a condição de anti-simetria, são dados por E =
∑N

i=1Eri, onde
Eri é dado por (36). Esse resultado é dado como teorema em [26], que também descreve
uma generalização para os autoespaços do sistema. Denotaremos a função hidrogênica no
estado fundamental por 1s(i), onde i = 1, 2, 3 refere-se aos elétrons do átomo de Lı́tio, ou
seja,

ψ
(0)
1s = π−1/2

(
Z

a0

) 3
2

e−Zri/a0 = 1s(i). (58)

Além disso, denotaremos a função hidrogênica para o estado ψ200 (Veja, por exemplo, [3, 4])
como 2s(i), ou seja,

ψ
(0)
2s =

1

4
(2π)−1/2

(
Z

a0

) 3
2
(

2− Zri
2a0

)
e−Zri/a0 = 2s(i). (59)

Para que se cumpra o princı́pio da exclusão de Pauli, a configuração eletrônica do Lı́tio
deve ser 1s22s. Assim, de acordo com o determinante de Slater (57), a função de onda ψ

(0)
n

de ordem zero para um átomo com 3 elétrons deve ser

ψ(0)
n =

1√
6

∣∣∣∣∣∣
1s(1)α(1) 1s(1)β(1) 2s(1)α(1)
1s(2)α(2) 1s(2)β(2) 2s(2)α(2)
1s(3)α(3) 1s(3)β(3) 2s(3)α(3)

∣∣∣∣∣∣ , (60)

onde α(i) indica que o elétron i tem direção ↑ e β(i) indica que o elétron i tem direção ↓.
Dessa forma, desenvolvendo o determinante, cada termo da função de onda ψ

(0)
n tem um

produto de duas funções hidrogenóides 1s e uma função hidrogenóide 2s, multiplicado por
um fator de spin.

Para obtermos E(1)
n , precisamos calcular 〈H1〉nn, conforme (20). Primeiramente, vamos

agrupar os termos de ψ(0)
n que têm o mesmo fator de spin, ou seja,

ψ(0)
n = 6−1/2[1s(1)2s(2)1s(3)− 1s(1)1s(2)2s(3)]β(1)α(2)α(3)

+ 6−1/2[1s(1)1s(2)2s(3)− 2s(1)1s(2)1s(3)]α(1)β(2)α(3)

+ 6−1/2[2s(1)1s(2)1s(3)− 1s(1)2s(2)1s(3)]α(1)α(2)β(3).

Por questões práticas, vamos denotar por a a função espacial que multiplica a função de
spin β(1)α(2)α(3). Analogamente, denotemos por b e c as funções espaciais que multiplicam,
respectivamente, as funções de spin α(1)β(2)α(3) e α(1)α(2)β(3). Além disso, denotemos por
A o produto aβ(1)α(2)α(3), e analogamente definimos B e C. Dessa forma,

ψ(0)
n = aβ(1)α(2)α(3) + bα(1)β(2)α(3) + cα(1)α(2)β(3) = A+B + C.

Temos então

E(1)
n =

ˆ
|ψ(0)
n |2H1dΩ =

ˆ
|A+B + C|2H1dΩ (61)

=

ˆ
|A|2H1dΩ +

ˆ
|B|2H1dΩ +

ˆ
|C|2H1dΩ +

ˆ
ABH1dΩ +

ˆ
BCH1dΩ

+

ˆ
ACH1dΩ +

ˆ
ABH1dΩ +

ˆ
BCH1dΩ +

ˆ
ACH1dΩ,
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onde Ω é a região de integração em coordenadas esféricas para cada um dos elétrons.
Quando definimos a função de spin em (53), vimos que a variável ms assume somente
os valores discretos 1

2 e −1
2 . Dessa forma, a ortonormalização das autofunções de spin

significa que

1/2∑
ms=−1/2

|α(ms)|2 = 1,

1/2∑
ms=−1/2

|β(ms)|2 = 1,

1/2∑
ms=−1/2

α(ms)β(ms) = 0,

considerando α(ms) ≡ α(i) e β(ms) ≡ β(i) autovalores diferentes. Dessa forma, as últimas
seis integrais acima em (61) se anularão e as três primeiras terão as somas sobre o spin
iguais a 1. De fato, por exemplo, em

ˆ
ABH1dΩ =

ˆ ˆ ˆ
abα(1)β(1)β(2)α(2)|α(3)|2H1dr1dr2dr3,

os produtos α(1)β(1) e β(2)α(2) anulam a integral, enquanto que, por exemplo, em
ˆ
|A|2H1dΩ =

ˆ ˆ ˆ
|a|2|β(1)|2|α(2)|2|α(3)|2H1dr1dr2dr3,

as funções de spin têm quadrado integrável igual à 1. Sendo assim, (61) se tranforma em

E(1)
n =

ˆ ˆ ˆ
|a|2H1dr1dr2dr3 +

ˆ ˆ ˆ
|b|2H1dr1dr2dr3 +

ˆ ˆ ˆ
|c|2H1dr1dr2dr3, (62)

onde as funções de spin já não aparecem mais. Expandindo a, b, c nas integrais acima,
temos

E(1)
n =

ˆ ˆ ˆ
1

6
|1s(1)2s(2)1s(3)− 1s(1)1s(2)2s(3)|2H1dr1dr2dr3

+

ˆ ˆ ˆ
1

6
|1s(1)1s(2)2s(3)− 2s(1)1s(2)1s(3)|2H1dr1dr2dr3

+

ˆ ˆ ˆ
1

6
|2s(1)1s(2)1s(3)− 1s(1)2s(2)1s(3)|2H1dr1dr2dr3 = I1 + I2,

onde

I1 =
1

6

ˆ ˆ ˆ [
2|1s(1)|2|2s(2)|2|1s(3)|2 + 2|1s(1)|2|1s(2)|2|2s(3)|2 + 2|2s(1)|2|1s(2)|2|1s(3)|2

]
H1dr1dr2dr3

e

I2 =
1

6

ˆ ˆ ˆ [
− |1s(1)|22s(2)1s(2)2s(3)1s(3)− |1s(1)|21s(2)2s(2)2s(3)1s(3)

− 1s(1)2s(1)|1s(2)|22s(3)1s(3)− 2s(1)1s(1)|1s(2)|21s(3)2s(3)

− 2s(1)1s(1)1s(2)2s(2)|1s(3)|2 − 1s(1)2s(1)2s(2)1s(2)|1s(3)|2
]
H1dr1dr2dr3.

Lembremos que os orbitais 1s e 2s representam aqui as funções de onda hidrogenóides
referentes aos elétrons 1, 2 ou 3, as quais devem ser ortonormais pelos postulados da
mecânica quântica. Como H1 = e2/r12 + e2/r13 + e2/r23, a expansão de I1 terá 9 termos.
Podemos diminuir consideravelmente os cálculos sobre as integrais observando as variáveis
de integração mudas entre as mesmas. Vamos observar o primeiro termo da expansão de
I1. Temos
ˆ ˆ ˆ

|1s(1)|2|2s(2)|2|1s(3)|2 e
2

r12
dr1dr2dr3 +

ˆ ˆ ˆ
|1s(1)|2|2s(2)|2|1s(3)|2 e

2

r13
dr1dr2dr3

+

ˆ ˆ ˆ
|1s(1)|2|2s(2)|2|1s(3)|2 e

2

r23
dr1dr2dr3.
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Se permutarmos os ı́ndices eletrônicos 1 e 3 na terceira integral, esta se converte na pri-
meira integral e as integrais acima ficam

2

ˆ ˆ ˆ
|1s(1)|2|2s(2)|2|1s(3)|2 e

2

r12
dr1dr2dr3 +

ˆ ˆ ˆ
|1s(1)|2|2s(2)|2|1s(3)|2 e

2

r13
dr1dr2dr3.

Procedendo dessa forma, diminuimos de 9 para 2 as integrais a serem calculadas, e temos

I1 = 2

ˆ
|1s(3)|2dr3

ˆ ˆ
|1s(1)|2|2s(2)|2 e

2

r12
dr1dr2 +

ˆ
|2s(3)|2dr3

ˆ ˆ
|1s(1)|2|1s(2)|2 e

2

r12
dr1dr2

= 2

ˆ ˆ
|1s(1)|2|2s(2)|2 e

2

r12
dr1dr2 +

ˆ ˆ
|1s(1)|2|1s(2)|2 e

2

r12
dr1dr2, (63)

onde consideramos a ortonormalidade das funções de onda. Um processo análogo se faz
para as integrais de I2, permutando os ı́ndices eletrônicos como variáveis mudas nas in-
tegrais, onde diminuimos de 18 para 1 integral a ser calculada. Muitas dessas integrais
se anulam pela relação de ortogonalidade das funções de onda. Levando em conta que
as funções de onda ψ

(0)
1s e ψ

(0)
2s , dadas, respectivamente, por (58) e (59), são funções reais,

escrevemos I2 como

I2 = −
ˆ ˆ

1s(1)2s(2)
e2

r12
2s(1)1s(2)dr1dr2. (64)

As integrais em (63) são exemplos de integrais de Coulomb, denotadas respectivamente por
J1s2s e J1s1s, enquanto a integral em (64) é conhecida como integral de Intercâmbio, denotada
por K1s2s (Veja, por exemplo, [3, 5]). Assim, podemos descrever E(1)

n como

E(1)
n = 2J1s2s + J1s1s −K1s2s. (65)

Para a clareza do texto, as integrais J1s2s, J1s1s e K1s2s são calculadas na subseção (5.1)
abaixo. Resolvêndo-las, temos

E
(1)
1 = 2J1s2s + J1s1s −K1s2s =

(
5

8
+

34

81
− 16

729

)
Z
e2

a0
.

Desde que o átomo de Lı́tio tem Z = 3, e considerando 1
2e

2/a0
∼= 13, 6 eV , conforme a litera-

tura, temos então que

E
(1)
1 =

5965

972

(
e2

2a0

)
∼= 83, 5 eV.

Portanto, a correção de primeira ordem para a energia do átomo de Lı́tio em seu estado
fundamental dá-se por

ELi = E
(0)
1 + E

(1)
1
∼= −275, 5 eV + 83, 5 eV = −192, 0 eV. (66)

Experimentalmente, medido com grande precisão em laboratório, a energia eletrônica para
o átomo de Lı́tio em seu estado fundamental [3] é dada por Eexp = −203, 5 eV . O resul-
tado encontrado para E0 acima nos revela uma aproximação não muito razoável, devido
ao fato de estarmos realizando uma perturbação de primeira ordem. Para melhorar este
resultado, devemos calcular correções de ordens mais elevadas da energia e da função de
onda. Na função de onda, isso implicará em outras configurações eletrônicas no determi-
nante de Slater. Em [26], calcula-se os nı́veis de energia, bem como os erros associados às
aproximações, do Lı́tio ao Neon, ou seja, de Z = 3 à Z = 10, mostrando a aplicabilidade do
método perturbativo para átomos complexos com um maior número de elétrons.
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5.1 VALORAÇÃO DAS INTEGRAIS J1s2s, J1s1s, K1s2s

As integrais de Coulomb e de Intercâmbio são resolvidas de uma forma geral em [26],
página 43, usando transformadas de Fourier, onde tem-se também uma tabela com as
transformações para os produtos de funções hidrogenóides. Na página 45, valora-se espe-
cificamente as integrais que aqui aparecem para o caso do Lı́tio.

A integral J1s1s já tem valor conhecido, conforme (49), quando encontramos E
(1)
1 para

o átomo de Hélio, em que o termo perturbativo tinha apenas um termo de repulsão inte-
reletrônica 1/r12. Para resolvermos as integrais J1s2s e K1s2s, precisamos das funções de
onda ψ(0)

1s e ψ(0)
2s , dadas, respectivamente, em (58) e (59). Primeiramente, resolveremos J1s2s.

Temos

2J1s2s = 2

ˆ
Ω
π−1/2

(
Z

a0

)3

e
− 2Zr1

a0 · 1

32
π−1/2

(
Z

a0

)3(
2− Zr2

a0

)2

e
−Zr2

a0 · e
2

r12
dΩ

=
1

16

Z6e2

a6
0π

2

ˆ
Ω
e
− Z

a0
(2r1+r2) 1

r12

(
4− 4

Zr2

a0
+
Z2r2

2

a2
0

)
dΩ

=
1

4

Z6e2

a6
0π

2

ˆ
Ω
e
− Z

a0
(2r1+r2) 1

r12
dΩ︸ ︷︷ ︸

J1

− 1

4

Z7e2

a7
0π

2

ˆ
Ω
e
− Z

a0
(2r1+r2) r2

r12
dΩ︸ ︷︷ ︸

J2

+
1

16

Z8e2

a8
0π

2

ˆ
Ω
e
− Z

a0
(2r1+r2) r2

2

r12
dΩ,︸ ︷︷ ︸

J3

onde Ω é a região de integração em coordenadas esféricas para cada um dos elétrons. Dessa
forma,

J1 =
1

4

Z6e2

a6
0π

2

ˆ ∞
0

ˆ ∞
0

ˆ π

0

ˆ π

0

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0
e
− Z

a0
(2r1+r2) 1

r12
r2

1r
2
2dr1dr2 sen θ1 sen θ2dθ1dθ2dφ1dφ2.

De forma análoga ao caso do átomo de Hélio na seção (3), resolvemos as integrais em θ e φ
separadamente, conforme (42) e (43). Dessa forma, temos

J1 = 2
Z6e2

a6
0

ˆ ∞
0

r1e
−2 Z

a0
r1dr1

ˆ ∞
0

r2e
− Z

a0
r2(r1 + r2 − |r1 − r2|)dr2.︸ ︷︷ ︸

A1

(67)

De forma análoga a (45), podemos resolver a integral acima repartindo-a em duas, uma de
0 à r1, e outra de r1 à∞, visto que, para r2, temos r1 constante. De forma similar ao método
aplicado para resolver (45), diferenciando-se apenas por tomar a = Z/a0, temos que A1 tem
o mesmo valor de (48). Portanto,

J1 = 2ae2

ˆ ∞
0

r1e
−2ar1

(
4

a3
+ e−ar1

(
−2r1

a2
− 4

a3

))
= 2a6e2

[
4

a3

ˆ ∞
0

r1e
−2ar1dr1 −

2

a2

ˆ ∞
0

r2
1e
−3ar1dr1 −

4

a3

ˆ ∞
0

r1e
−3ar1dr1

]
= 2a6e2

[
4

a3

1

4a2
− 2

a2

2

27a3
− 4

a3

1

9a2

]
=

22

27
Z
e2

a0
. (68)

Em coordenadas esféricas

J2 = −1

4

Z7e2

a7
0π

2

ˆ ∞
0

ˆ ∞
0

ˆ π

0

ˆ π

0

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0
e
− Z

a0
(2r1+r2) 1

r12
r2

1r
3
2dr1dr2 sen θ1 sen θ2dθ1dθ2dφ1dφ2.

Resolvendo separadamente as integrais em θ e φ, conforme (42) e (43), temos

J2 = −2
Z7e2

a7
0

ˆ ∞
0

r1e
−2 Z

a0
r1dr1

ˆ ∞
0

r2
2e
− Z

a0
r2(r1 + r2 − |r1 − r2|)dr2.︸ ︷︷ ︸

A2
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Novamente repartindo a integral em r2 em duas partes, fazendo a = Z/a0, podemos escrever

A2 = 2

ˆ r1

0
r3

2e
−ar2dr2 + 2r1

ˆ ∞
r1

r2
2e
−ar2dr2.

Nos deparamos com a integral abaixo, a qual pode ser calculada através de integração por
partes. Conforme (47) e ˆ

x3eaxdx = eax
(
x3

a
− 3x2

a2
+

6x

a3
− 6

a4

)
, (69)

temos

A2 = 2

(
e−ar1

(
−r

3
1

a
− 3r2

1

a2
− 6r1

a3
− 6

a4

)
+

6

a4

)
+ 2r1e

−ar1
(
r2

1

a
+

2r1

a2
+

2

a3

)
=

12

a4
+ e−ar1

(
−2r2

1

a2
− 8r1

a3
− 12

a4

)
. (70)

Portanto,

J2 = −2a7e2

[
12

a4

ˆ ∞
0

r1e
−2ar1dr1 −

2

a2

ˆ ∞
0

r3
1e
−3ar1dr1 −

8

a3

ˆ ∞
0

r2
1e
−3ar1dr1 −

12

a4

ˆ ∞
0

r1e
−3ar1dr1

]
= −2a7e2

[
12

a4

1

4a2
− 2

a2

6

81a4
− 8

a3

2

27a3
− 12

a4

1

9a2

]
= −150

81
Z
e2

a0
. (71)

Em coordenadas esféricas

J3 =
1

16

Z8e2

a8
0π

2

ˆ ∞
0

ˆ ∞
0

ˆ π

0

ˆ π

0

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0
e
− Z

a0
(2r1+r2) 1

r12
r2

1r
4
2dr1dr2 sen θ1 sen θ2dθ1dθ2dφ1dφ2.

Resolvendo separadamente as integrais em θ e φ, conforme (42) e (43), temos

J3 =
1

2

Z8e2

a8
0

ˆ ∞
0

r1e
−2 Z

a0
r1dr1

ˆ ∞
0

r3
2e
− Z

a0
r2(r1 + r2 − |r1 − r2|)dr2.︸ ︷︷ ︸

A3

Novamente repartindo a integral em r2 em duas partes, fazendo a = Z/a0, podemos escrever

A3 = 2

ˆ r1

0
r4

2e
−ar2dr2 + 2r1

ˆ ∞
r1

r3
2e
−ar2dr2.

Usando a integral dada na equação (69) eˆ
x4eaxdx = eax

(
x4

a
− 4x3

a2
+

12x2

a3
− 24x

a4
+

24

a5

)
, (72)

temos

A3 = 2

(
e−ar1

(
−r

4
1

a
− 4r3

1

a2
− 12r2

1

a3
− 24r1

a4
− 24

a5

)
+

24

a5

)
+ 2r1e

−ar1
(
r3

1

a
+

3r2
1

a2
+

6r1

a3
+

6

a4

)
=

48

a5
+ e−ar1

(
−2r3

1

a2
− 12r2

1

a3
− 36r1

a4
− 48

a5

)
. (73)

Portanto,

J3 =
1

2
a8e2

[
48

a5

ˆ ∞
0

r1e
−2ar1dr1 −

2

a2

ˆ ∞
0

r4
1e
−3ar1dr1 −

12

a3

ˆ ∞
0

r3
1e
−3ar1dr1 −

36

a4

ˆ ∞
0

r2
1e
−3ar1dr1

−48

a5

ˆ ∞
0

r1e
−3ar1dr1

]
=

1

2
a8e2

[
48

a5

1

4a2
− 2

a2

24

243a5
− 12

a3

6

81a4
− 36

a4

2

27a3
− 48

a5

1

9a2

]
=

354

243
Z
e2

a0
. (74)
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Portanto, por (68), (71) e (74), temos

2J1s2s = I1 + I2 + I3 =
22

27
Z
e2

a0
− 150

81
Z
e2

a0
+

354

243
Z
e2

a0
=

34

81
Z
e2

a0
. (75)

Vamos agora encontrar o valor da integral K1s2s. Conforme (58) e (59), temos

K1s2s =

ˆ
Ω
π−1/2

(
Z

a0

) 3
2

e
− Z

a0
r1 · 1

4
(2π)−1/2

(
Z

a0

) 3
2
(

2− Z

a0
r2

)
e
− Z

2a0
r2

×π−1/2

(
Z

a0

) 3
2

e
− Z

a0
r2 · 1

4
(2π)−1/2

(
Z

a0

) 3
2
(

2− Z

a0
r1

)
e
− Z

2a0
r1 · e

2

r12
dΩ

=
1

32

Z6e2

a6
0π

2

ˆ
Ω
e
− 3Z

2a0
(r1+r2)

(
4− 2Z

a0
(r1 + r2) +

Z2

a2
0

r1r2

)
1

r12
dΩ

=
1

8

Z6e2

a6
0π

2

ˆ
Ω
e
− 3Z

2a0
(r1+r2) 1

r12
dΩ︸ ︷︷ ︸

K1

− 1

16

Z7e2

a7
0π

2

ˆ
Ω
e
− 3Z

2a0
(r1+r2)

(r1 + r2)
1

r12
dΩ︸ ︷︷ ︸

K2

+
1

32

Z8e2

a8
0π

2

ˆ
Ω
e
− 3Z

2a0
(r1+r2) r1r2

r12
dΩ.︸ ︷︷ ︸

K3

Colocamos K1 em coordenadas esféricas, analogamente ao caso anterior para J1, e resol-
vendo separadamente as integrais para θ e φ, conforme (42) e (43), obtemos

K1 =
Z6e2

a6
0

ˆ ∞
0

r1e
− 3Z

2a0
r1dr1

ˆ ∞
0

r2e
− 3Z

2a0
r2(r1 + r2 − |r1 − r2|)dr2. (76)

Tomando a = 3Z/2a0, a integral sobre r2 acima é exatamente a mesma em (67), cujo resul-
tado é o mesmo que em (48). Portanto,

K1 =
Z6e2

a6
0

ˆ ∞
0

r1e
−ar1

(
4

a3
+ e−ar1

(
−2r1

a2
− 4

a3

))
dr1

=
Z6e2

a6
0

[
4

a3

ˆ ∞
0

r1e
−ar1dr1 −

2

a2

ˆ ∞
0

r2
1e
−2ar1dr1 −

4

a3

ˆ ∞
0

r1e
−2ar1dr1

]
=

Z6e2

a6
0

[
4

a3

1

a2
− 2

a2

2

8a3
− 4

a3

1

4a2

]
=

80

243
Z
e2

a0
. (77)

A integral K2 pode ser dividida em duas partes similares devido à soma r1 + r2. Na pri-
meira, pondo em coordenadas esféricas conforme já fizemos, resolvendo separadamente as
integrais para θ e φ, chegamos em

K
′
2 = −1

2

Z7e2

a7
0

ˆ ∞
0

r2
1e
− 3Z

2a0
r1dr1

ˆ ∞
0

r2e
− 3Z

2a0
r2(r1 + r2 − |r1 − r2|))dr2. (78)

A segunda integral acima já foi resolvida em (67), diferenciando-se apenas por tomar a =
3Z/2a0. Resolvida a segunda integral de (78), a integral resultante é similar à integral
resolvida em (77), com cuidado de trocar r1 por r2

1 e usar as integrais correspondentes em
(47) e (69). Temos então que

K
′
2 = −1

2

Z7e2

a7
0

[
4

a3

2

a3
− 2

a2

6

16a4
− 4

a3

2

8a3

]
= −200

729
Z
e2

a0
. (79)

A segunda das integrais de K2 resolve-se de maneira similar à primeira, e obtemos o mesmo
valor obtido para K

′
2 em (79). Desta forma,

K2 = K
′
2 +K

′′
2 = −400

729
Z
e2

a0
. (80)
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Falta-nos resolver K3. Analogamente aos casos anteriores, colocando-a em coordenadas
esféricas, resolvendo separadamente as integrais para θ e φ, encontramos

K3 =
1

4

Z8e2

a8
0

ˆ ∞
0

r2
1e
− 3Z

2a0
r1dr1

ˆ ∞
0

r2
2e
− 3Z

2a0
r2(r1 + r2 − |r1 − r2|)dr2.

A segunda integral em K3 já apareceu em K
′′
2 , e a integral resultante é similar aos casos

anteriores resolvidos. Sendo assim, encontramos

K3 =
176

729
Z
e2

a0
. (81)

Portanto, considerando (77), (80) e (81), temos

K1s2s = K1 +K2 +K3 =
16

729
Z
e2

a0
. (82)

6 CONCLUSÕES

Os trabalhos desenvolvidos por Erwin Schrödinger criaram uma revolução na mecânica
quântica, por terem apresentado, com sua famosa equação, uma correspondência entre
o formalismo matemático e os procedimentos experimentais aplicados aos fenômenos on-
dulatórios da mecânica quântica. Além disso, Dirac propôs uma versão relativı́stica da
equação de Schrödinger [18], consistente com os princı́pios de mecânica quântica e a teo-
ria da relatividade de Eisntein.

O operador Hamiltoniano para átomos complexos não pode ser resolvido exatamente,
exceto quando Z = 1 (átomo de Hidrogênio), por haverem mais de dois corpos com interação
Coulombiana, o que torna o sistema não-integrável. Por isso a necessidade de métodos
aproximativos para que se encontrem soluções, também de forma aproximada, com um
erro aceitável. Apresentamos aqui uma das técnicas aproximativas para ilustrar o proce-
dimento de obtenção de soluções aproximadas para átomos complexos, usando os casos
do Hélio (Z=2) e do Lı́tio (Z=3). Sobretudo, ressaltamos que as técnicas utilizadas aqui
para solucionar a equação de Schrödinger nem sempre são as mais usuais. Os proble-
mas aqui apresentados também são solúveis por meio de processos diferentes da teoria da
perturbação, explorando a estrutura matemática contemporânea da mecânica quântica,
baseada em um formalismo matemático envolvendo espaços de Hilbert e operadores no
espaço do Hilbert (Veja, por exemplo, [2] e [15]). A mecânica quântica é um campo onde já
existem muitas teorias consolidadas e muitos problemas ainda não solucionados de forma
precisa, devido a sua complexidade matemática.
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sidade Federal de Juiz de Fora/MG, 2005.

R. M. DA SILVA - K. A. SCHNEIDER 79


