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RESUMO

A equacao de Schrodinger governa os fenomenos ondulatorios da mecanica quantica,
sua criacao estabeleceu uma fundamentacdao matematica a partir dos conceitos esta-
belecidos na evolucao historica desta mecanica, permitindo uma descricao quantica
de sistemas microscopicos, tais como sistemas atdmicos, moleculares e nucleares,
cujo embasamento € descrito por meio de funcoes de onda. Apresentaremos aqui o
meétodo perturbativo, para encontrar solugoes aproximadas da equacao de Schrodin-
ger, aplicado aos atomos de Hélio e Litio, determinando os niveis de energia e as
funcbées de onda em seu estado fundamental.

| r

ABSTRACT

Linear Schrédinger equations control the wave phenomena of quantum mechanics.
Such class of equations has established a mathematical foundation that enables the
quantum description of microscopic systems, such as nuclear and atomic systems.
In this paper, we present the perturbative method to find approximate solutions of
the Schrodinger equation applied to the helium atom, so that it can determine the
energy levels and wave functions in its ground state. The same strategy is applied
to the lithium atom, showing that the method works for elements with bigger atomic
size.
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1 INTRODUCAO

Na virada do século XX, surgiram diversos fendomenos observados experimentalmente
que a mecanica classica nao conseguia responder. O conhecido efeito tinel, no qual
particulas quanticas lancadas com uma energia cinética K podem atravessar barreiras
de potenciais U > K, € um exemplo de um fendomeno nao explicado pela mecanica classica,
e que pode ser facilmente encontrado em livros de fisica quantica [1-6]. Outro exemplo,
o fenomeno de interferéncia, observado experimentalmente por meio de feixes envolvendo
ondas luminosas, € comum na teoria ondulatéria, mas desafia o senso comum, na teo-
ria macroscopica [7]. Do ponto de vista da mecanica classica, uma microparticula tem
posicao e velocidade previsivel, e bem definida em cada instante de tempo. O que néo
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acontece na mecanica quantica, pois o resultado de uma medida interfere de forma abso-
luta no sistema [8]. Esse fato é simplesmente uma lei da fisica, o Principio da Incerteza de
Heisenberg, no qual a posicao e a velocidade de uma particula nao podem mais ser deter-
minadas simultaneamente [1-6]. Para explicar a mecanica dos sistemas fisicos atomicos e
subatémicos, foram desenvolvidas, a partir de 1900, diversas teorias. E uma sucessao de
teorias, uma complementando a outra. A teoria dos quanta de Planck (1900), a explicacao
do efeito fotoelétrico usando a hipotese de Planck por Einstein (1905), a teoria atémica de
Bohr (1913), o espalhamento de fé6tons ao se chocarem com elétrons por Compton (1922),
o dualismo onda-particula de De Broglie (1924), deram inicio ao conjunto de teorias dos
sistemas atomicos e nucleares.

Entretanto, duas versodes trouxeram uma fundamentacdo matematica mais rigorosa e
sistematica no decorrer da criacao da mecanica quantica e foram apresentadas ao longo
de sua evolucao historica pelos fisicos Werner Heisenberg [9], em 1925, e Erwin Schrédin-
ger [10], em 1926. Na época, ja era conhecida a equacao que governava os fenéomenos
ondulatorios em geral, deduzida por D’Alembert, e Schrodinger encontrou uma equacao
semelhante, capaz de governar os fenomenos ondulatorios das particulas, descrita por

HU = EY, (1)

onde H é o operador Hamiltoniano operando sobre uma funcao de onda ¥ = ¥(x,t), com
r € R3, de forma que o Hamiltoniano € o observavel correspondente a energia total do
sistema, e F € a energia mecanica do sistema. O operador de Hamilton pode assumir
a forma livre (em que nao depende do tempo, ou seja, o sistema encontra-se em estado
estacionario) ou dependente do tempo. Se H(t) € o Hamiltoniano, entao ¥(t) = ¥(z,t) € o
estado de uma particula no instante ¢. A equacao (1) € uma equacao de autovalores para o
operador de Hamilton (ou operador de Schrodinger). No caso de um atomo com N elétrons,
o Hamiltoniano atémico H se apresenta na forma livre como

N
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i=1 ' i=1 j>i

onde h = h/2r, sendo h a contante de Planck, V? é o operador laplaciano, y denota a massa
reduzida do elétron, Z € a carga nuclear do atomo, r; € a distancia entre os nucleos e
elétrons i, e r;; € a distancia entre os elétrons i e j. A funcao V € geralmente complexa,
tal que |¥(x,t)|? é proporcional a densidade de probabilidade de encontrarmos uma micro-
particula numa vizinhanca do ponto x € R3, num instante de tempo t. Entre os postulados
da teoria de Schrodinger [11], os estados do sistema sao representados por funcodes de
onda, que tém que cumprir uma exigéncia da interpretacao probabilistica da quantica,
introduzida por Max Born em 1926, em que a probabilidade de um sistema fisico ser en-
contrado em todo o espaco ¢é finita, tal que as funcdes de onda devem pertencer ao espaco
de Hilbert L?. Na versdo proposta por Heisenberg (uma discussdo em nivel elementar pode
ser encontrada em [12]), os estados do sistema sao representados por matrizes coluna. Es-
sas matrizes tém de ser de quadrado integravel, logo os estados do sistema devem estar no
espaco de Hilbert R". Ou seja, existe apenas uma diferenca de representacao entre as duas
teorias, e em qualquer uma delas, os estados do sistema estao em algum espaco de Hilbert.
Sobre a equivaléncia entre as formulacdes de Heisenberg e Schrodinger, pode-se consultar
[13]. Von Neumann [14], em 1932, provou que as teorias sao equivalentes, pois traduzem
os mesmo resultados para a evolucao de um sistema quantico. Um tratamento matematico
mais rigoroso acerca da teoria espectral de operadores auto-adjuntos em espacos de Hil-
bert relacionados com problema de valor inicial para a equacao de Schrédinger pode ser
visto em [15].

A equacao (1)-(2) para o atomo de Hidrogénio, Hy¥ = EV, com Hy = —%V2 — Z%Q tem
solucao exata. A literatura sobre as solucoes para o atomo de Hidrogénio € vasta, podemos
citar, por exemplo, [1, 3-6, 16-19]. Ademais, a maioria das situacoes fisicas encontradas na

56 ARTIGO DE INICIACAO CIENTIFICA



REVISTA ELETRONICA MATEMATICA E EsTATiSTICA EM FOCo

mecanica quantica nao possuem solucoes exatas para a equacao de Schroédinger, e por isso
tornou-se necessario explorar técnicas matematicas afim de encontrar solucoes aproxima-
das. Uma dessas técnicas é a chamada Teoria da Perturbacdo, ou Teoria da Perturbagcéo
de Rayleigh-Schrédinger, que, em tese, € um conjunto de esquemas aproximados em que o
operador Hamiltoniano € gradualmente "perturbado”, de forma que essas perturbacoes re-
presentem pequenas alteracoes ao sistema. Ha muitas referéncias para esse método como
[1, 3, 6, 18-21] e muitas aplicacdes dessa teoria, mas nos concentraremos especificamente
nos casos dos atomos de Hélio [3, 6, 20, 22] e Litio [3], em cujas referéncias as aplicacoes
sao descritas em detalhes. Outras discussoes sobre o atomo de Litio podem ser encon-
tradas em [23] ou, para aproximacdes por métodos numeéricos, em [24]. Em [25], a teoria
da perturbacao € aplicada para operadores auto-adjuntos, no entanto € necessario uma
certa familiaridade com teoria da medida, analise funcional, espacos L? e espacos de Hil-
bert. [26] também traz uma fundamentacdo matematica mais rigorosa para o método das
perturbacodes. O método variacional [1, 3, 6, 18, 19, 27, 28] é outra ferramenta importante
na mecanica quantica, porém mais rustico que o método perturbativo. Ele permite que
para operadores Hamiltonianos nao soluiveis analiticamente, como sao os casos do Hélio
e do Litio, possamos fazer estimativas das energias dos autoestados desse sistema, que
por vezes é suficiente. Em [1], é resolvido o problema para o atomo de Hélio e proposto
aplicacao similar para o atomo de Litio, utilizando o método variacional. Podemos citar
ainda referéncias sobre outros métodos aproximativos frequentemente presentes na litera-
tura como o método Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) [1, 18], métodos semi-classicos [29],
meétodo de Hartree-Fock (HTF), entre outros. Em [28], tem-se um excelente tratamento do
meétodo de Hartree-Fock, desde conceitos, formalidade e ferramentas subjacentes. Ja em
[30], apresenta-se a resolucao analitica de dois problemas fisicos usando o método HTF
com o objetivo de introduzir a teoria.

A estrutura do artigo € simples. Na secao 2, abordaremos o método das perturbacoes.
Na secao 3, abordaremos a aplicacao do método perturbativo ao atomo de Hélio em seu es-
tado fundamental, com correcao de primeira ordem aplicada a funcao de onda do sistema
nao-perturbado. Na secao 4, apresentamos consideracoes importantes sobre o nuimero
quantico spin e o principio de exclusao de Pauli, fundamentais para a resolucao do pro-
blema da secao 5, onde aplicaremos o método perturbativo ao atomo de Litio. Ne secao 6,
apresentaremos as conclusoes sobre o trabalho.

2 METODO DAS PERTURBACOES

Vamos considerar um sistema fisico cujo operador de Hamilton H possa ser escrito
como
H = Hy+ H;. (3)

Suponha que a energia associada a Hy € muito grande comparada com a energia de Hj.
Dessa forma, a energia H diferira muito pouco de Hy. Se conhecemos a funcdo de onda
na qual Hj, esta associado ao sistema fisico, entdo H corresponde a um sistema que difere
muito pouco daquele associado a Hy. Em outras palavras, H; representa uma pequena
perturbacao sofrida pelo sistema associado a H,. Fisicamente, podemos pensar numa
situacao em que o hamiltoniano do sistema fisico € H, e aplicamos uma perturbacao que
seja muito pequena, € que aos poucos essa perturbacao seja aumentada, até chegar no
nivel desejado de perturbacao. Escrevemos entao

H:Ho—{—)\Hl, (4)

onde )\ € um parametro que pode assumir qualquer valor de zero a unidade. Por exemplo, o
caso em que A = 0 nos leva ao sistema H = Hj ja conhecido. Por outro lado, na medida em
que A cresce, a perturbacao cresce até chegar a sua intensidade maxima, ou seja, quando
A=1.
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Considere a funcao de onda wn correspondente ao nivel nao degenerado de energia Y
do sistema nao perturbado. Entao, a equacao de Schrodinger para esse sistema pode ser
escrita como

Hop) = BP0 (5)

n

Da mesma forma, se 1, for a funcao de onda do sistema perturbado, entdo a equacao de
Schrodinger para v,, € dada por

. - o ~ k
O que a teoria da perturbacao nos diz € que, se conhecermos todas as funcoes wé ),
poderemos calcular um valor aproximado para ,, € E,, supondo que possam ser expressas
como

Y = V0 + M0 + NP + 4 AP+ =) k) (7)
=0
e
En=EQ + AED + N2 ED + ...+ NEl Z AFE 8
onde ¢(1) @ZJSLQ), ... sao correcoes de ordem 1,2, ..., e assim por diante, para a funcao de onda
do sistema nao perturbado, assim como E,(ll), Eﬁf), ... sao as correcoes de ordem 1,2, .. ., para

a energia E,(lo) do sistema nao perturbado. Uma observacao importante € que as equacoes

(7) e (8) equivalem a uma expansao de v, e E, em séries de Taylor, de forma que

1 0%y, 1 0"E,
Zk!&)\k)\ © E"_Zk'axk ’

onde

(8

1 0%y o 1OFE,
=0 F =0 .. = S —
oo "o " KON |\, " k! OXE |\,
Devemos assumir que as séries (7) e (8) convergem para A = 1, para que o método em si
convirja, e assim, para pequenas perturbacdes, seja suficiente tomar os primeiros termos

= EW®),

das séries para obter uma boa aprommagéo. Devemos ainda tomar wgo) de modo que esteja
normahzada isto &, tal que <¢n )]z/z ) = 1. Desta forma, tomando (7) em 1 = (¢,|¢,), temos

< |1,Z) ) ( |¢n Y+ A2 (3 no)wn2)> + ..., e igualando os termos do polinémio em A,
tem-se 0 = (wn )Wn ) = <wn0 |1/1n2 ) = .... Ademais, fazendo a substituicao das séries em (6),
obtemos

(Ho + AHD) (O + At + 2292 1+ ) = (BW + AELD + N2E® 4+ )@ + apl) + A3 4 )

Na equacao acima, podemos distribuir os produtos e reunir os termos de igual poténcia de
A. Obtemos do lado esquerdo da igualdade a seguinte expressao

Hop?) + (H1op{ + Hop)A + (Ho (D + Hip M)A + .. 9
e do lado direito teremos
EOO + (EDpD + EDpIN + (E@ ¢ + By + ED P IN + . (10)

Sendo valida a igualdade das equacoes (9) e (10), temos que os coeficientes dos termos de
igual poténcia de A devem ser iguais, ou seja,

Hutl) = B0 (1)
H® + Hol) = BOUD 4 B0 (12)

HopD) + Hipl) = EPyO + BNyl + ED ¢ (13)
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A primeira destas equacoes € justamente a equacao de Schrodinger para o sistema nao
perturbado, na qual supomos conhecer a funcao de onda wgo) associado ao nivel nao dege-
nerado de energia Eq(zo). Observamos que o conjunto de equacoes descrito acima nos permite

obter as correcoes em qualquer ordem da funcao de onda M(lo) e da energia Eﬁf) no sistema
nao perturbado. Segundo [20], destaca-se que quanto maior forem as aproximacoes de

ordem utilizadas para as funcodes de onda @bflo) € para as energias Ey(lo), as aproximacoes de
¥y, € E, do sistema perturbado serao cada vez mais precisas.

Na equacao (12), podemos observar que, por suposicao, tudo nela é conhecido, exceto
as funcodes de onda 11}7(11) € as energias E,(ll). Podemos assumir que 1[;,(11) € uma combinacao

de ondas do tipo ¢§°) para o sistema nao perturbado, ou seja, as ondas do tipo wfo) formam
uma base para o espaco das funcoes de onda, e com isso podemos escrever

D=3 (14)

Podemos substituir (14) na equacao (12), resultando em

H11/15L0) + Hy (Z ai%(o)) = E( 0) + E (Z %1/1(0)>

Agrupando os termos com somatorio de um mesmo lado da igualdade, agrupando os so-
matorios e pondo a; em evidéncia, escrevemos a expressao acima como

3 ai(How!” — EQ9) = (B — Hy)pl?. (15)

Temos que Howgo) = EZ»(O)wi(O), pois € um sistema ja conhecido e deve satisfazer a equacao de
autovalores. Entao, levando essa expressao na equacao (15), colocando 1/12(0) em evidéncia,
obteremos a expressao

S aw(E” — B = (ED — Hy)u©. (16)

Multiplicando toda equacao (16) por uma funcéao ¢,S?> e integrando a igualdade resultante
em todo espaco (consideremos aqui r = (x1, 72, z3) € R3), considerando que }_ ai(Ei(O) — E,(lo))
€ uma constante, e assim podemos retira-la do integrando, teremos

S a(EY - BO) / Oy dr = / SOED — 1O dr, (17)

Assumimos que as funcoes de onda 1/1m) do sistema nao perturbado formam um con-
junto ortonomal completo, isto €,

0)(0) 4. 0, m#n

Dessa forma, a equacéao (17) torna-se
S (B = B0 = [(ED — B0 v Var
No lado direito da igualdade acima, distribuimos os termos de forma que
JORE0 —oTamyePar = [o@eOEDar - [ mar

= EWb, - / O O dr. (18)
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Assim, temos
k

> B = o = B8~ [0 BV (19)
i=0
Expandindo a soma no primeiro membro da expressao acima, teremos todo termo igual

a zero exceto quando n = m, quando temos ¢,,, = 1. Caso contrario 4, , = 0, 0 que anularia
todo termo da soma. Agora, devemos considerar dois casos:

(1) Quando tivermos m = n;
(i)  Quando tivermos m # n.

Para m = n, o somatério em (19) reduz-se a am(E,59> - E7(10)), logo
B = [P dr = (), (20

onde (H;) € valor esperado do operador H;. Inicialmente, na equacao (8), supomos que
E, = Eflo) + )\E,(Zl) +... Como estamos interessados em correcoes de primeira ordem, faremos
a aproximacao (para A =1) F, = E,SO) + Eﬁl). Substituindo a expressao (20) na aproximacao,
teremos

E, = EY 4 (H\)pn, 21)

0 que nos mostra a correcao de primeira ordem para a energia do sistema nao perturbado
E,(LO), representado pelo valor esperado (H1),, do operador H;. Caso m # n, teremos

an(EY ~ EY) = - [ o HVr,
ou seja,

am—M , mFEn. (22)

B - Ef)
Considerando a equacao (14), trocando o indice i por m, teremos

1) _ 0) __ <Hl>mn 0
= Z ) = Z Wwﬁn)' (23)

m#n m#n

A férmula em (22) que define a,, nos permite encontrar todos os coeficientes a,, da
equacao (23), exceto o coeficiente a,,, quando m = n. O que se faz neste caso € normalizar

a funcéo de onda v, ou seja, [ Ypi,dr =1. Como 1, = Yo )\kwff), conforme (7), temos

/ & wmi Ny = 1,
k=0 k=0

expandindo os somatoérios obtemos

/ @ + 2+ 220@ @O 4 W 4 NP 4 dr =1,
ou equivalentemente,

/ O OIS W N I OO RS WION O RS CR O

NyUyp® 2P0 L @y + NPy + L dr =1,
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Pondo os )\'s em evidéncia, resulta que

[ Putac o] [l v dutae

+A2 [ / wé‘%%&”w,&”w%@dw] b=

Como A\ é arbitrario e A # 0, os coeficientes das diferentes poténcias de A devem ser nulos
para que a condicao de normalizacao da funcao de onda seja satisfeita. Dessa forma, temos

/ @ 0 4 P pOdy = 0 (24)

/ O @ M pOp@ pOdz = 0

A informacao de que 1/)7(11) => amz/;f??) nos permite substitui-la na primeira equacao (24),

0 que nos resulta
/{wéo) > amp) (Z At ) }dx = 0.

Como a integral da soma € a soma das integrais, pois a integral € um operador linear,
além do fato de que os termos a,, sao constantes, nos permite escrever a integral como

Son [P0+ S [ouan <o

Logo, temos
Z amém,n + Z@ 6m,n =0.

Se m = n, ao expandirmos os somatorios, teremos @, + a, = 0 ou 2Re(a,) = 0, ou seja, a
parte real de a,, deve ser nula, de modo que seja um numero puramente imaginario, ao
qual representamos por a, = i, « € R. Fazemos uso desse fato e das expressoes (7) e (22),
definimos ,, como

o (st s T e )
m#n
_ 0) M 0)
= O 4 Niay( +)\Z @
m;én Em
= (14iaN)p® + ) Z ,QS).
m#n n

Entretanto, como estamos considerando aproximacoes de primeira ordem em )\, pode-
mos supor que 1+ ia\ ~ e, De fato, basta considerar a expansdo em série de Taylor
A sis i\ N _ oo k A :
da funcao analitica complexa z — e'** por " = > ((ia)\)*/k!. Logo, a equacao acima,
tomando A = 1 (ou seja, considerando a perturbacao maxima, o que também torna-se
matematicamente mais conveniente), assume a forma

H
~ el (0 E Umn__ (0)

Além disso, para mantermos a ortogonalidade da funcao v,, devemos ter a, = ia = 0.
Logo, o sistema perturbado fica

U =Y + 9,
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onde 11)(1) € dado por (23). 1/17(11) € a correcao de primeira ordem aplicada a funcao de onda do
sistema nao turbado ") i a a
perturbado ;’. Continuemos o processo afim de encontrar a 22 correcao da

energia. Consideremos a equacao (13), multiplicando a equac¢ao toda por 1/1,(,?) e integrando
no espaco todo, e temos

[0 tPar - [WOEOu@dr = [WOEGuOdr+ [WOED W - [u®HmuDdr. (29

Observemos agora que o operador (i|x(t) = [¢x(t)idr é hermitiano, ou seja, comuta
com seu operador adjunto. De fato, temos

W Ho o) = (0 | Holo) = (n” [Hown) = (12| B oin)
= ER WP = EQwQ1®).
Logo, utilizando da condicao de ortonormalidade das func¢des de onda,
(B = B 107 = BP0 n + ED @R 160) = (D [ H [y D).
Para m = n, o lado esquerdo da igualdade acima € nulo, e desta forma obtemos
EP = —EN WD) + () Hilwd). (26)

Pela condicao de normalidade de 1[)7(10), tem-se que <¢7(10)|¢7(11)> = 0. Assim, considerando
também a correcao de primeira ordem (23) em (26), temos

H mn
EY = ZE<<0>1_>E< N $), 27)

m#n

desde que os coeficientes a,, em (22) sdo constantes e podem sair pra fora da integral. Como
H, & hermitico, denotando 8 = (p\V|H, |[¢\”), vale que (¥ |Hy [0 ) (| Hy [y = 8B = |B]2,
€ assim

H)mnl?

EP =% ACH " (28)
n (0) (0)
m#n En - Em

Considerando (8), a correcao de 22 ordem para a energia do sistema nao perturbado E(O)

(para A = 1) € dada por FE,, = E(O) E}(Ll) Ey(L ), ou se€ja,

H
E, = EY + (H)pn + Z ! m”’

A correcao de 22 ordem da funcao de onda do sistema nao perturbado u&o), bem como a
correcao de 3% ordem da energia do sistema nao perturbado Eq(lo), sao dados na referéncia
[21], pagina 136. Em [31], Wheeler desenvolve um engenhoso método para determinar
correcoes de ordens mais altas para a energia do sistema nao perturbado, incluindo a
correcao de 42 ordem e um “"caminho“ para a correcao de 5* ordem, além de propor a ex-
tensao para ordens superiores. Em [5], no capitulo Stationary Perturbation Theory, também
€ possivel observar as correcoes de 3%, 4 e 5% ordens para a energia, bem como uma ma-
neira de representar as correcoes de energia e de funcoes de onda de qualquer ordem. Além
disso, € demonstrado que, conhecendo-se as funcoes de onda de até ordem k, pode-se de-
terminar as correcoes de energia de até ordem 2k + 1. Entretanto, em [32], € analisada a
convergéncia para as expansoes perturbativas em dois exemplos de aplicacao, um oscilador
anarmonico \z* e o efeito Stark para o atomo de Hidrogénio, nos quais, através de testes
numeéricos, € observado que as expansoes perturbativas s6 convergem para uma faixa re-
lativamente pequena dos coeficientes A € [0,1]. Para contornar esse problema, sao usados
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aproximantes de Padé no sentido de renormalizar a energia para o oscilador anarmonico
Az, e obteve-se erro relativo da ordem de 3,2%. Além disso, Carl M. Bender (por exemplo,
[33]) tém varios artigos em que propde outras formas de aproximacao para contornar o
problema da divergéncia.

O tratamento perturbacional para o caso degenerado, ou seja, em que o operador Hy
em (5) possui autovalores degenerados, traz complicacoes matematicas, pois nesse caso
os denominadores das expressoes obtidas para i, € E, poderao ser nulos. Enquanto no
caso nao-degenerado o autovetor de ordem zero € definido sem nenhuma ambigtidade, no
caso degenerado temos autovalores degenerados, ou seja, existe um problema adicional em
definir esse autovetor. As combinacdes lineares de autoestados degenerados de um mesmo
nivel energético formam um subespaco vetorial do espaco de Hilbert do sistema fisico. Ou
seja, qualquer combinacao linear dos estados %(10) € um autoestado de Hy com o mesmo
autovalor. O efeito Stark linear € um caso classico de tratamento perturbativo degenerado.
Um o6timo tratamento da teoria pertubativa para o caso degenerado esta em [34].

3 O Aromo DE HELIO

O atomo de Hélio € um sistema atdomico composto por dois elétrons e um nucleo com
dois protons (Z = 2), com configuracio eletronica 1s. Sistemas atomicos com mais de um
elétron sao reconhecidos como sistemas atomicos complexos, devido ao grande numero de
graus de liberdade que as particulas possuem nesses sistemas, e isso provoca iniimeros
potenciais de interacdes entre as particulas, acarretando numa incapacidade de solucio-
nar problemas multieletronicos de forma exata. Torna-se necessario, portanto, explorar
meétodos que apresentem solucdes para a equacao de Schrodinger de forma aproximada.
Nesta secao, aplicaremos o método perturbativo para determinar os niveis de energia e as
funcoes de onda para um atomo de Hélio em seu estado fundamental. O atomo de Hélio
possui um nucleo com carga +2e (de maneira geral, a carga nuclear € escrita como +Ze).

Veja a Figura (1).
7 — 73]

e b
171l 172

FIGURA 1: Atomo de Hélio

Uma das justificativas para o qual nao € possivel solucionar a equacao de Schrodinger
de forma exata para o atomo de Hélio, e justifica o fato de utilizarmos um método apro-
ximativo para esse sistema, é devido a existéncia de mais de dois corpos com interacao
Coulombiana, o que torna o sistema nao-integravel. Dessa forma, nao & possivel aplicar
o método de separacao de variaveis. O hamiltoniano eletronico para o atomo de Hélio, de
acordo com (2), é escrito como

nr_, R:_, Ze? Z€2+62

H - — - 1 .
2p 2u (] 2 12

Neste caso, vamos considerar necessario supor que o termo contendo r12 em H € o operador
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que corresponde a perturbacao Hi, e escrevemos H = Hy + Hq, onde

h2 h2 VA 2 A 2
Hy = fivffiv%fifie
2u 21 71 T2
2
H o= &
r12

Com a representacao para o hamiltoniano do sistema com perturbacao e sem perturbacao,
podemos montar a equacao de Schrodinger para cada um deles. Para o caso com perturbacao
teremos HV = EV e para o caso sem perturbacao a equacao fica escrita como

HO\IJ( )(7’1, 2) E(O)\I/ng(rl,’l“g) (29)

Uma solucao para a equacao (29) pode ser posta na forma

0 0 0
W (r1,m2) = 0 (PO (72) = B (r), (30
utilizando o método de separacao de variaveis, onde os subindices n; € IN, ¢, =0,1,...,n;,—1
e my, = 0,£(,£({ — 1),... denotam os numeros quanticos principal angular e magnético,

respectivamente. O quarto numero quantico, spin s € {— 2, 2} = Zs, nao € determinado
pela equacao espacial do Hidrogénio. Quando substituimos esta solucao na equacao (29),
conseguimos separa-las em duas outras, ou seja, Hy ¢(r1)y(r2) = E}?ggt(rl)y(rg), que equivale
a

2 2 2 2
{ - Zﬂv? - Zé - }¢(T1)7(T2) + { - hﬂv% - Zé}(b(rl)v(rg) = EW o (r1)y(ra). (31)

O método de separacao de variaveis permite reduzir o problema (29) de uma equacao dife-
rencial parcial, com a suposicao de (30), em duas equacodes diferenciais ordinarias, sendo
cada uma delas independente. Observemos que na equacao acima, todo lado esquerdo
corresponde a soma de dois termos, sendo um para cada componente do Hamiltoniano do
sistema. Podemos considerar a energia total do sistema, Eg,)g constante, pelo principio da
conservacao da energia, e assim € possivel separarmos a energia total do sistema como
a energia total para o elétron 1, somada com a energia total para o elétron 2, ou seja,
Eg{)o) = E,, + E,,. Além disso, multiplicamos toda a equacéao (31) por 1/(¢(r1)y(r2)) de forma
que

1 h2 2 Ze2 1 h2 2 Z€2 —
cf)(ﬁ){ C2u }gb(ﬁ) + { —5-Va— m}v(rz) =E + E,. (32)

2 b ~(r2) 24
Logo, a equacao (32) € soma de duas outras que sao independentes entre si. Dessa forma,
podemos separa-las de forma a obter uma equacao para o elétron 1 e outra para o elétron
2, ou seja

2 2 2
{ e Zf}as(n) — E,6(n) e { - Ze}v(m) = Ery(ra).
1 2p T2

Alias, ambas as equacoes acima sao exatamente iguais a equacao de Schrodinger para
o atomo de Hidrogénio, diferindo apenas quanto ao indice das microparticulas, os valores
apropriados para a massa reduzida ; € quanto ao namero atomico do atomo de Hélio. No
mais, as solucoes para as equacoes acima sao func¢oes hidrogénicas e, portanto, a solucao
\I/ETS()J (r1,m2) procurada sera o produto de func¢ées hidrogénicas no estado fundamental

%00(”) =12 <Z> Ee_Z”/aO (33)

ao

64 ARTIGO DE INICIACAO CIENTIFICA



REVISTA ELETRONICA MATEMATICA E EsTATiSTICA EM FOCo

de forma que

3
W) (r1,m2) = oo (r)wig(re) = 7 (aZO) e w1, (34)
em que ap ~ 0,0529nm €& conhecido como primeiro raio de Bohr. De acordo com a teoria
de Bohr, no estado fundamental do atomo de Hidrogénio, o elétron estaria numa distancia
aproximada de 0,0529nm do proton e ambos girando em torno do centro de massa do
sistema. Esta funcdo é a funcao para o atomo de Hélio no estado fundamental sem
perturbacao. Entretanto, observemos que o valor de ay que aparece em (34) nao € exa-
tamente o raio de Bohr do atomo de Hidrogénio, mas um raio de Bohr ¢y onde a massa
reduzida p do atomo de Hidrogénio foi substituida pela massa reduzida do atomo de Hélio.

Por outro lado, como esta solucao é o produto de duas func¢oes hidrogénicas, uma para
cada elétron do atomo de Hélio, temos que a energia para o elétron r; € igual a energia para
o elétron ry, isto €, E,, = E,, = Ey, onde Ey € a energia eletronica do atomo de Hidrogénio
tal que 1 envolve a massa do nucleo de He e Z = 2. A energia total do elétron € a soma das
suas energias cinética e potencial, ou seja,

1 5 Zé

E=-mv*— —. (35)
2 r

Por girar ao redor do nucleo do atomo, o elétron sofre uma forca centripeta Fo, que por
sua vez € igual a forca de atracao eletrostatica F4 entre o elétron e o nucleo do atomo.
Por definicao, sabemos que F¢ e Fy, considerando-se o potencial de Coulomb U = —Ze?/r,
sdo dadas por Fo = mv?/r € Fa = Ze?/r’. Logo, mv?/r = Ze?/r? e a energia em (35)
pode ser escrita como E = —Ze?/2r. Levando-se em conta a expressdo para o raio orbital
r = (n?/Z)(h?/ue?), onde u é a massa reduzida, podemos escrever a energia total do elétron
como E,, = —(uZ%e*)/(2n?h?). Logo, temos Ey = E,. Como ag = h?/(ue?), temos

272

Qn?ao ’

E, =— (36)

(0)

com Z = 2 para o atomo de Hélio. Portanto, podemos definir E};’ = E,, + E;,, a energia do

atomo de He desprezando a repulsao intereletronica, como

272 e27? 7?2 1Y) e?
EQ—-E, +E, =—-S2 _°2 __ S 37
" EREE 2n2ag  2n3ag 2 n% * n3 ) ap’ (37)

onde ni,ny = 1,2,3... Conforme a literatura (por exemplo, [1, 20]), temos %62/a0 >~ 13,6€V.
Além disso, Z = 1 para o atomo de Hidrogénio e o niimero quantico n no estado fundamen-
tal € igual a 1. Sendo assim, Ey = —(Z%/n?)(e?/2a¢) = —13,6 €V, e portanto,

2
B = 2725 ~8p, = —108,8¢V,
2(10
visto que Z = 2 para o atomo de He. A correcao da energia em primeira ordem € dada por
(21), isto €
E,=EY +EWL,

com E,(f) = (H1)pn. Temos H; = e%/ri5. Além disso, o valor esperado da perturbacdo H; no
estado fundamental se escreve
70 0 Z6€2 _2Z + 1
(Hy)py = / VO H WY a0 =25 / ¢ tig ("1 TQ)TdQ' (38)
(9] a07T (9] 12

Na expressao acima, a regido de integracao (2 € a regidao em coordenadas esféricas para
cada um dos elétrons, isto €,

ZG 2 2 27 (T +r 1 9 9
(Hi)n = / / / / / / ¢ g (T2 ——rirsdridry sen 01 sen O2d01db2dp1dgs.
a07r 12

(39)
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Observe que o angulo entre os vetores r; e ry € 6, e o sistema de coordenadas esféricas
foi escolhido de forma que r; coincida com o eixo z cartesiano, e o angulo de co-latitude
coincida com o angulo entre os dois vetores. Para fins de calculo, considerando a integral
em 79, 0 termo 719 = Hr_f — r_2>|| pode ser reescrito como

7“%2 = r% + 7’% — 2117900805, (40)

o qual usamos o Teorema de Pitagoras generalizado pela Lei dos Cossenos (Observe a
Figura (1)). Observe que, se tivéssemos escolhido calcular a integral em r;, o surgimento
de 6; em (40) em nada afetaria o calculo da integral. Separadamente, na dependéncia de 6,
e 05, temos

T [T sen6ysenfy dbi1dOs & 4 sen 6odfs
5 5 = sen 61d0 5 5
0 Jo /17 +73 - 2riracoshs 0 0 /11 +13 = 2riracosty
2/ sen 0od0s
0 \/7"% + 7“% - 27“17"200392.
Facamos d(cosfy) = —senfy. Quando 0y = 7, teremos cosm = —1, e quando f; = 0, ficamos

com cos 0 = 1. Assim, temos o intervalo de integracao [—1,1]| definido pela mudanca de
variaveis. Dessa forma, escrevemos

2/7r sen Oodfs - /1 d(cos 69) ' @1)

V1?4713 = 2r1r3c080, +1 /17 + 13 — 212 cos b

Agora facamos y = rf + r3 — 2ryracosfy, € teremos dy = —2rirad(cos ). Quando cosfy = 1,
temos y = r? + r3 — 2r17rg, € quando cosfy = —1, temos y = r? + r3 + 2r1ry. Assim, a integral
(41) fica escrita como

r% +r§+2r1 2

_ 2.,,.2

) 1 d(COS 92) /T1+r2+2r1r2 1 dy 2 1

_ — —_— y?
+1 /17413 — 2r1rgcos by P24r2—2mry VYTIT2  T1T2

2.2
ri+r;—2rire

2
= (\/T‘% + 7‘% + 2r1re — \/7‘% + 7“% — 27“17“2)

rr2
2
= (V1 +12)2 = /(11 = r2)?)
172
2
= (7’1—1-7“2— !7“1—7"2\) (42)
172

Na dependéncia de ¢; € ¢2, temos

/O% /0% Aordor = /0% Uo% d‘bl} den = /0% 2ndgy = 4n”. (43)

Dessa forma, substituindo o valor das integrais em (42) e (43) na expressao do valor espe-
rado (39), teremos

ZG 2 00 87’[’
(Hi)1in = / / (r1+r2—|r —ral)e” a0 (ritra) 2 2r2drydry
a07r r1ro
ZG 2 e’}
= 5 / rie -5 "drq / 7‘267%742 (r1+ 712 — |r1 — r2|)dro. (44)
4y Jo 0
I
o0 oo
A integral I acima pode ser repartida em duas, de forma que / = / + . De fato,
0

podemos integrar ro de 0 a r; e de r; a oo, visto que, em funcao de rq, r; € constante. Ou
seja,

r1 —27,. o0 =2Z,,
I= / roe “0 “(r;+ 1o — |r1 — ro|)dry +/ roe %0 “(ry + 1o — |r1 — ro|)drs. (45)
0

1
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Temos que ter sempre |r; — 2| > 0, logo, na integral de 0 a r;, temos r; > 79, € assim
r1 —re > 0, enquanto que na integral de r; a co temos ry > r, € logo ro —r; > 0. Assim,
ficamos com

1 %)
I= 2/ r%e_%”dm + 27"1/ Tge_%md’l“g. (46)
0

1

Levando o resultado obtido em I na expressao (44), nos deparamos agora com duas
integrais, as quais podem ser resolvidas com integracao por partes, dadas por

azr 2 2 2
/xeaxdx = Z—Q(ax —-1) e /xze’”dx = eax<$a - ai; + a3>' 47)

Fazendo a = 2Z/ay, levando-se em conta o sinal de menos das exponenciais em (46) e que
n

lim — = 0, para todo n € IN, temos que as integrais em (46) ficam

z—o0 et
2 22 2 1
I = 2<3+€_W1<—r1—7;1—>>+2r1(—i_§rl)e—m’1
a a a

Levando (48) na expressao integral em (44), temos

876e2 [ 4 4 2
H — —ariy —ari _ _ d
(Hi)11 o /0 rie <a3 +e ( B2 )) 1

826e2 (4 [  _ 4 [ _ 2 [,
= 5 \3 re Ydry — — re 2idr, — = r%e 2am1 gy
0 0 0

3
ag a

B 8ZGe2<41 4 1 22)

ag ada? ad34a? a?8ad

5,1
4 2 a
desde que a = 2Z/ag. Conforme a literatura, temos %ez Jap = 13,6V, isto €, a enegia do
estado fundamental do atomo de Hidrogénio, o que permite descrever a correcao para a
energia Efl) como

57
4
Em particular, para o atomo de He, temos Z = 2, e portanto ja podemos descrever a correcao
de primeira ordem para a energia do atomo de Hélio em seu estado fundamental ném, = 100.
Teremos

EW = (H)yy = 2213,6eV = 17,0 ZeV.

Eye =B + B =~ _108,8¢V + 34,0V = —74,8¢V. (50)

Experimentalmente, medido com grande precisao em laboratorio, a energia eletronica para
o atomo de Hélio em seu estado fundamental [1] € dada por E.,, = —78.975¢eV. O resultado
encontrado para E, acima nos revela uma aproximacao até razoavel, devido ao fato de
estarmos realizando uma perturbacao de primeira ordem. De acordo com [20], ja foram
realizadas correcoes de até a décima terceira ordem para a energia, obtendo resultados
extremamente precisos. As correcoes para a energia em terceira ordem sao dadas por

Ege~ B + B + E® 4 B =~ _108.8 eV +34.0 eV — 4.3 eV + 0.1 eV = —79.0 eV,

que difere muito pouco do valor experimental. Na medida em que sao calculadas as
correcoes em diferentes ordens para a energia, os resultados apontam uma oscilacao dis-
creta para o resultado conhecido experimentalmente, convergindo para o resultado conhe-
cido na medida em que as correcoes de ordens sao aumentadas.
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4 CONSIDERACOES SOBRE SPIN E O PRINCIiPIO DA EXCLUSAO DE
PAULI

Atomos complexos, com mais de um elétron, por conta do grande niimero de graus de
liberdade, nao tem solucoes exatas, como ja vimos no caso do atomo de Hélio. O conceito
de particulas quanticas idénticas, isto €, a operacao de trocar uma pela outra nao resulta
em efeito fisico no sistema ao qual pertencem, esta intrinsecamente ligado a sistemas de
atomos complexos. O tratamento exato na teoria de Schrédinger apenas tem resultados
para o atomo monoeletronico do Hidrogénio. O problema se da quando se tém atomos
complexos, como o atomo de Hélio, em que aparece um termo de repulsao da forma 1/r;s.
Como veremos, o atomo de Litio, que tem configuracao eletronica 1s22s, tém trés termos
de repulsao, nas formas 1/r12, 1/r13 € 1/re3. Torna-se impossivel o método de separacao de
variaveis aplicado na resolucao de Schrédinger para o atomo de Hidrogénio.

O spin do elétron surge como uma influéncia nos estados quanticos de atomos comple-
xos. O spin de uma particula se apresenta em quantidades discretas de 4 = 1,055 x 10734.J s,
a constante de Planck. A presenca do spin do elétron impde uma regra especial na
construcao dos estados estacionarios de atomos multieletronicos, que se deve a uma pro-
priedade intrinseca associada a sistemas de particulas idénticas. Essa regra deve ser usada
como uma condicao adicional para resolver a equacao de Schroringer para atomos comple-
xo0s [35].

Principio da Exclusdo de Pauli 1: Dois elétrons ndo podem ocupar um mesmo estado quantico
especificado por niuimeros quanticos (n, £, my, mg).

Convém discutir o conceito de indistinguibilidade dos elétrons e introduzir o conceito
de simetria de particulas idénticas. Na fisica classica, duas particulas idénticas sao dis-
tinguiveis visto que suas trajetorias podem ser determinadas. O mesmo nao ocorre na
fisica quantica, onde apenas podemos indicar a probabilidade de um sistema fisico estar
numa dada regiao do espaco. Num sistema com duas particulas, por exemplo, € possivel
separar diferentes estados identificados por diferentes colisdes, mas néao é possivel identifi-
car as particulas detectadas ap6és a colisao. Dessa forma, temos a identidade da densidade
de probabilidade, isto €, |U(z1,72,t)> = |¥(z2,71,t)|?, onde z1 € 2 indicam as particulas
(eléetrons) 1 e 2. Se considerarmos 2 detectores, a probabilidade da particula 1 atingir o
detector 1, por exemplo, nao se altera quando as particulas 1 e 2 sao trocadas de posicao.
Em outro sentido, x; € x2 atuariam como variaveis mudas. Mais precisamente, \11\2 nao
deve se alterar quando se trocam as variaveis espaciais e spin de posicao na funcao de
onda. O estado das duas particulas pode assim satisfazer uma condicao de troca simétrica,

(21,22, t) = +¥(22, 71, 1), (51)
ou, uma condicao de troca anti-simétrica
\I/(I'l,xz,t) = —‘P(afg,l'l,t). (52)

Assim, a simetria e a anti-simetria das funcoes de onda ¥ devem ser tomadas como uma
condicao adicional na solucao da equacao de Schrodinger. Particulas idénticas que satis-
fazem (51) sdao denominadas bdsons e as que satisfazem (52) sio denominadas férmions.
Podemos reformular o principio da exclusao de Pauli, e segue dele que os elétrons sao
classificados como férmions.

Principio da Exclusdo de Pauli 2: A funcao de onda para um sistema de elétrons deve ser
anti-simétrica na troca de quaisquer conjuntos de varidveis espaciais e spin

Vamos considerar o atomo de Hélio tendo em conta o spin do elétron e o principio da
exclusao de Pauli. Uma solucao para funcdes de onda de uma unica particula, especifica-
mente o atomo de Hidrogénio, tem a forma

‘Iln,f,mg,ms (T7 97 ¢7 ms) = wn,f,mg (T7 67 ¢)¢(ms)7 (53)
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com Uy, ¢, (r,0,0) = Ry (r)Y;"(0,¢), onde R,, é a funcao radial, definida em termos de
polinémios de Laguerre, e Y,"* sao fun¢des harmonicas esféricas, e, além disso, ¢(m,) cor-
responde ao spin eletronico que assume somente os valores discretos mg = % ou mg =
—%. Como o Hamiltoniano nao depende do spin, ou seja, HV = H[ty, ¢, (7,0, d)p(ms)] =
o(mg)H[Yn e.m, (1,0, )], podemos descrever os autoestados para um sistema com duas particulas

CcComo
1)
wn Lmyp wn Lomyg®

Consideremos a notacao 1,(1)¥,(2) para designar que os elétrons 1 e 2 tém spin na direcao
T, e ¢¥3(1)Y3(2) para designar a direcao |. Como cada elétron tem dois estados possiveis, 1
ou |, as funcoes de spin para o atomo de Hélio devem ser

Ya(1)¥a(2), ¥3(1)¥5(2), Ya(1)1s(2), Ya(2)is(1). (54)

Entretanto, a terceira e quarta fungoes violam o principio das particulas idénticas. De
fato, 94(1)¥3(2) indica que o elétron 1 tem direcao 1 e que o elétron 2 tem direcédo |, o
que pressupoe que podemos distingui-los quanto as suas trajetorias. O caso 1, (2)1g(1)
¢ analogo. De outro modo, a terceira e quarta funcodes nao satisfariam as condicoes de
troca simétrica ou anti-simétrica em (51) e (52). Notemos que, se 9,(1)y3(2) € uma solucao
da equacao de Schrodinger com autovalor F, qualquer uma das solucoes em (54) tem o
mesmo autovalor. Sendo assim, a partir da exigéncia de anti-simetria, podemos considerar
que qualquer combinacao linear das solucgdes em (54) € uma autofuncao com autovalor E.
Consideremos

Va5 = c1¥a(1)va(2) + c2v5(1)1(2) + c3va(1)1p(2) + catha(2)9p(1) (55)
uma solucdo para a equacao de Schrodinger. Definimos como P o operador que permuta
os elétrons 1 e 2. Para que (55) seja anti-simétrica, devemos garantir que PV, 3 = (—1)¥, 3,

isto €, que a autofuncao ¥, 3 tenha autovalor —1. Para que isso aconteca, € necessario que
c1 = c2 =0 e que c3 = —c4. Supondo 9, € 13 ortonormais, teriamos

L= / ealta(2)5(1) — ba(1)is(2)] 2

| [ ostpan [ @ pan [ Gmusan [ @
— /«pa Js(1 dn/ Va(2 2)d72+/n \%(1)\2&1/72 \zpﬂ(z)ﬁdm}

= |’ (1 +0+0+1),

onde 7 € ™ sao as regioes de integracao dos elétrons 1 e 2, respectivamente. Resolvendo
para ¢4, temos como solucgao c¢s =1/ V2. Portanto, temos como solucéo anti-simétrica

1
Uyp=—
Q’,ﬁ \/§
Observe que, se a e [ se referem aos mesmos numeros quanticos, pelas propriedades do
determinante, a funcao se anularia. De outra forma, dois elétrons ndo podem ocupar o
mesmo lugar, logo a funcao satisfaz o principio da exclusao de Pauli. Uma generalizacao
natural da funcao (56) é

Ga(l) p(1)
bo(2) 1/43(2)‘ | (56)

Vo (1) Yoy (1) ... 9, (1)
1 |%a1(2) %as(2) -0 Ya,(2)
Val| ; Col
Yay (1) Yay(n) ... ta,(n)
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para o caso de atomos com n elétrons. Essas expressoes sdao conhecidas como determinan-
tes de Slater, e satisfazem a condicao de anti-simetria para um atomo multieletronico (Veja
mais detalhes, por exemplo, em [3, 6, 19]).

Observe que para o atomo de Hélio, embora possua dois elétrons, nao foi evocado
o principio da exclusao de Pauli na secao (3). Isso deve-se ao fato de que, se acres-
centassemos o fator spin e o principio da exclusao ao atomo de Hélio, teriamos a funcao
de onda \11,(10) dada por (56), e portanto a correcao de energia Efll) = f ]\II%O)PHldQ seria
exatamente igual a expressao (38).

5 O ATomo DE LiTIO

O atomo de Litio € um sistema atdmico composto por trés elétrons e um nucleo com trés
protons (Z = 3), com configuracao eletronica 1s22s. Por (2), o Hamiltoniano eletronico para
o atomo de Litio € descrito por

2 2
H:—h—v%—h—vg——

2u 2u
onde u denota a massa reduzida do elétron, r;, ry € r3 denotam a posicao de cada elétron e
r12, T13 € ro3 € a distancia entre os elétrons correspondentes nos subindices. Analogamente
ao problema do atomo de Hélio, o fato de haver mais de dois corpos com interacao Cou-
lombiana torna o sistema nao-integravel, e nao permite aplicar o método de separacao de

variaveis. Veja a figura (2).

K2 9 Ze2  Ze?  Ze? e? e? e?
VI —,
2 7 m T2 r3 T2 T13 T3

FIGURA 2: Atomo de Litio

Adotaremos o método perturbativo, discutido na secao (2), de forma similar ao atomo
de Hélio. Os trés ultimos termos do operador H constituem o termo perturbativo do pro-
blema. Da mesma forma, denotaremos Hy como o Hamiltoniano sem perturbaciao e H; o
termo perturbativo. Sendo assim, Hj € a soma de trés Hamiltonianos hidrogenoides, um
para cada elétron, sem incluir o spin. Uma solucao para a equacao de Schrédinger, para
o Hamiltoniano do sistema sem perturbacao, H,, sera o produto de trés funcdes hidro-
genoides no estado fundamental, de modo analogo ao obtido pelo método de separacao de
variaveis para o atomo de Hélio em (34), onde substituimos a massa reduzida x do atomo
de Hélio pela massa reduzida do atomo de Litio. Logo, a autofuncao 1/17(10), associada ao

) ~ . 0 ) a1 .
nivel nao-degenerado de energia BY, para Hy, € uma combinacao linear de termos hidro-

genoides, tal que Eg) + E%S) + Eég) € a energia para o autovalor Ey(LO). Assim, a energia para

o atomo de Litio, desprezando a repulsao interletronica, € dada por
e?z? 2z 272 Z? ( 11 1 ) e?

B = B0 + 5D + 5 = S E

n T 9.2, 9.2, 9,2 "2 P
2nfag  2nzag  2n3ag 2 \ny mn3 ngjao
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conforme (37). Levando em conta que Z = 3 para o atomo de Litio, que %62 Japg = 13,6€V, e
a configuracao eletronica do Litio, temos que

11 1
EW~_g. (++) 13,6eV = —275,5¢€V.

Os autovalores de Hy(N,Z) = —% PORA VL ZTeQ no espaco das fungoes ¥ : (R? x
Z5)N + C que satisfazem a condicdo de anti-simetria, sio dados por E = Zfi 1 E,,, onde
E,, € dado por (36). Esse resultado € dado como teorema em [26], que também descreve
uma generalizacao para os autoespacos do sistema. Denotaremos a funcao hidrogénica no
estado fundamental por 1s(i), onde i = 1,2, 3 refere-se aos elétrons do atomo de Litio, ou
seja,
3
YY) = 7r_1/2<Z> e~ Zrila = 15(3)., (58)
ao

Além disso, denotaremos a funcao hidrogénica para o estado 90y (Veja, por exemplo, [3, 4])
como 2s(i), ou seja,

oD = Glom <Z> § (2 - Zn)‘f_z”/““ = 2s(i). (59)

a 2@0

Para que se cumpra o principio da exclusao de Pauli, a configuracao eletronica do Litio

deve ser 1s%2s. Assim, de acordo com o determinante de Slater (57), a funcdo de onda %(10)

de ordem zero para um atomo com 3 elétrons deve ser

1 1s(1) (1) 1s(1)B(1) 2s(1) (1)
0 = 7 1s(2) (2) 1s(2)B(2) 2s(2) a(2)], (60)
1s(3) a(3) 1s(3)B(3) 2s(3) a(3)

onde «(i) indica que o elétron i tem direcao 1 e (i) indica que o elétron i tem direcao |.
Dessa forma, desenvolvendo o determinante, cada termo da funcido de onda wﬁlo) tem um
produto de duas funcoes hidrogenoides 1s e uma funcao hidrogenoide 2s, multiplicado por
um fator de spin.

Para obtermos ET(LU, precisamos calcular (H;),,, conforme (20). Primeiramente, vamos
agrupar os termos de %(10) que tém o mesmo fator de spin, ou seja,

PO = 67Y2[15(1)25(2)1s(3) — 1s(1)15(2)25(3)

+ 672[1s(1)15(2)25(3) — 2s(1)1s(2)1s(3)
+ 671225(1)15(2)15(3) — 1s(1)2s(2)1s(3)

w W
2R3
=2 =
-1
N DN
e 09

Por questdes praticas, vamos denotar por a a fungao espacial que multiplica a funcao de
spin 5(1)a(2)a(3). Analogamente, denotemos por b e ¢ as fungoes espaciais que multiplicam,
respectivamente, as funcdes de spin «(1)5(2)a(3) e a(1)a(2)3(3). Além disso, denotemos por
A o produto af(1)a(2)a(3), e analogamente definimos B e C. Dessa forma,

¥l = aB(1)a(2)a(3) + ba(1)(2)a(3) + ca(1)a(2)(3) = A+ B+ C.
Temos entao

O~ /|¢§L0)|2Hld(2:/|A+B—|—C!2H1dQ (61)

/|A|2H1d9+/|B|2H1d9+/|Cy2H1dQ+/ABH1dQ+/BCH1dQ
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onde ) é a regido de integracdo em coordenadas esféricas para cada um dos elétrons.
Quando definimos a funcado de spin em (53), vimos que a variavel my; assume somente
os valores discretos % e —%. Dessa forma, a ortonormalizacao das autofuncdes de spin

significa que

1/2 1/2 1/2

Z |a(m8)|2 =1, Z |ﬂ(ms)|2 =1, Z a(ms)B(ms) =0,

ms=—1/2 ms=—1/2 ms=—1/2

considerando a(ms) = (i) e f(ms) = [(i) autovalores diferentes. Dessa forma, as ultimas
seis integrais acima em (61) se anularao e as trés primeiras terao as somas sobre o spin
iguais a 1. De fato, por exemplo, em

/ ABHdQ = / / / aba(1)5(1)B(2)(2)|(3) |2 Hydrydrodrs,

os produtos «(1)3(1) e f(2)a(2) anulam a integral, enquanto que, por exemplo, em

/\A|2H1dQ:///|a]2|,8(1)|2\a(2)\2]a(3)2H1dr1dr2dr3,

as funcées de spin tém quadrado integravel igual a 1. Sendo assim, (61) se tranforma em

///‘CL| HldTldTQdT3+///|b‘ HldTldTQdT3+///C| Hldrldrgdrd, (62)

onde as funcdes de spin ja ndo aparecem mais. Expandindo «,b,c nas integrais acima,
temos

EO = ///éus(l)zs(zns(g)—15(1)13(2)25(3)|2H1dr1dr2dr3
N ///é|13(1)15(2)23(3)—23(1)13(2)15(3)|2H1dr1dr2dr3
N ///épsu)ls(zns(?,)_13(1>zs(2)1s(3)|2H1dr1dr2dr3=11+12,
onde

- é///[2\1s(1)\2\23(2)\213(3)\2+2[13(1)12|1s(2)12\23(3)12+2\23(1)\213(2)\2113(3)\2] Hidrdradrs

1 — S 29 S s s — s 215 s s 5
- 6///[ [15(1)[*25(2)15(2)25(3)1s(3) — [1s(1)[*15(2)25(2)25(3)15(3)

— 1s(1)2s(1)[15(2)[*25(3)1s(3) — 2s(1)1s(1)|15(2)[*15(3)25(3)
— 25(1)1s(1)1s(2)2s(2)|15(3)|* — 13(1)25(1)25(2)15(2)|13(3)|2} Hydrydradrs.

Lembremos que os orbitais 1s e 2s representam aqui as fun¢oes de onda hidrogenoides
referentes aos elétrons 1, 2 ou 3, as quais devem ser ortonormais pelos postulados da
mecanica quantica. Como H; = e? /12 + e? /13 + e? /r23, @ expansao de I; tera 9 termos.
Podemos diminuir consideravelmente os calculos sobre as integrais observando as variaveis
de integracao mudas entre as mesmas. Vamos observar o primeiro termo da expansao de
I;. Temos

2 2
///\15(1)|223(2)|2]1s(3)|2;drldrgdrg+///|15(1)]2|25(2)|2|13(3)|2;dr1dr2dr3
62
+///\18(1)12\28(2)\2\13(3>\2mdrldrgdrg.
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Se permutarmos os indices eletronicos 1 e 3 na terceira integral, esta se converte na pri-
meira integral e as integrais acima ficam

2 2
2///|15(1)2|2s(2)]2|1s(3)|2:drldrgdrg—|—///|15(1)|2|2s(2)|2|1s(3)|2:drldrgdrg.
12 13

Procedendo dessa forma, diminuimos de 9 para 2 as integrais a serem calculadas, e temos

2 2
I = 2/15(3)|2d7’3//|1$(1)|2|25(2)|2:drldrg—}—/28(3)|2d7’3//|15(1)|2|1s(2)|2:drldTQ
12 12
62 62
2 [ [IsPs@P S drdra+ [ [ LsPILs@P dridra 69
12 12

onde consideramos a ortonormalidade das funcées de onda. Um processo analogo se faz
para as integrais de I, permutando os indices eletronicos como variaveis mudas nas in-
tegrais, onde diminuimos de 18 para 1 integral a ser calculada. Muitas dessas integrais
se anulam pela relacao de ortogonalidade das funcdes de onda. Levando em conta que
as funcoes de onda wgg) e 1/152), dadas, respectivamente, por (58) e (59), sao funcgoes reais,
escrevemos [, como

2

IL=— / / 15(1)25(2)—25(1)1s(2)dr drs. (64)
12

As integrais em (63) sao exemplos de integrais de Coulomb, denotadas respectivamente por

J1s2s € J1s515, €nquanto a integral em (64) € conhecida como integral de Intercambio, denotada

por Kisos (Veja, por exemplo, [3, 5]). Assim, podemos descrever Efll) como
BY = 271525 + Jis1s — Kiso. (65)

Para a clareza do texto, as integrais Jiss, Jis1s € Kis2s sao calculadas na subsecao (5.1)
abaixo. Resolvéndo-las, temos

(1) 5 34 16 €2
E7 = 21525 sts — Kisas = | < — —— |7
N J1s2s + J1s1 152 <8+81 29

ag
Desde que o atomo de Litio tem Z = 3, e considerando %62 Jap = 13,6 €V, conforme a litera-

tura, temos entao que
5965 [ e
BW =222 ) o :
1 972 <2a0> 83,5€V.

Portanto, a correcao de primeira ordem para a energia do atomo de Litio em seu estado
fundamental da-se por

Eri=EY + M >~ 975 56V 4 83,5V = —192,0¢V. (66)

Experimentalmente, medido com grande precisao em laboratorio, a energia eletronica para
o atomo de Litio em seu estado fundamental [3] € dada por E.;, = —203,5eV. O resul-
tado encontrado para Fy acima nos revela uma aproximacido nao muito razoavel, devido
ao fato de estarmos realizando uma perturbacao de primeira ordem. Para melhorar este
resultado, devemos calcular correcdes de ordens mais elevadas da energia e da funcao de
onda. Na funcao de onda, isso implicara em outras configuracoes eletronicas no determi-
nante de Slater. Em [26], calcula-se os niveis de energia, bem como os erros associados as
aproximacoes, do Litio ao Neon, ou seja, de Z = 3 a Z = 10, mostrando a aplicabilidade do
meétodo perturbativo para atomos complexos com um maior namero de elétrons.
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5.1 VALORACAO DAS INTEGRAIS Ji,,, Jis1s, K1s2s

As integrais de Coulomb e de Intercambio sao resolvidas de uma forma geral em [26],
pagina 43, usando transformadas de Fourier, onde tem-se também uma tabela com as
transformacoes para os produtos de func¢oes hidrogenéides. Na pagina 45, valora-se espe-
cificamente as integrais que aqui aparecem para o caso do Litio.

A integral Ji515 ja tem valor conhecido, conforme (49), quando encontramos E%l) para
o atomo de Hélio, em que o termo perturbativo tinha apenas um termo de repulsao inte-
reletronica 1/r;2. Para resolvermos as integrais Ji52s € K125, precisamos das funcoes de
onda 1/152) e ng‘;), dadas, respectivamente, em (58) e (59). Primeiramente, resolveremos .J; 5.
Temos

3 oz 3 2 Zr 2
2010 = 2 [ W‘1/2<Z> Ml.lﬂ-nz(Z) <2_Zrz> S e
Q ao 32 ap ao 1o

— 12662/6_(27’14'7'2) <4 4@ Z2T%>dQ
Q 12

16 adm? ao a?
6,2 2 7.2 2 8,2 2 2
- 2 2/6_%(2T1+r2)1d9 L2 2/6_“0(2““2)7“2(&%— LZe ) / e_%(zrlJrrz)r—QdQ,
4 CLOT(' Q T12 4 CLOTF Q T12 16 aoﬂ' 0 12
J1 Ja J3

onde () é a regiao de integracao em coordenadas esféricas para cada um dos elétrons. Dessa
forma,

Z6 2 2T 27 _Z (9 tp 1
J1 = / / / / / / ag (21t 2)—r%r§dr1dr2 sen 01 sen OodfdOsdp1dps.
4 aow 712

De forma analoga ao caso do atomo de Hélio na secao (3), resolvemos as integrais em 6 e ¢
separadamente, conforme (42) e (43). Dessa forma, temos

AL

ao

00 72£ 0 _z
J =2 / rie ldrl/ roe a0 (ri 4+ ro — |r1 — ra|)dra. (67)
0 0

Ay

De forma analoga a (45), podemos resolver a integral acima repartindo-a em duas, uma de
0 ary, e outra de r; a oo, visto que, para ry, temos r; constante. De forma similar ao método
aplicado para resolver (45), diferenciando-se apenas por tomar a = Z/ag, temos que A; tem
o mesmo valor de (48). Portanto,

2r 4
_ o2 o2 —ar 1
1= /0 ‘"1(@3“ <‘2‘3>)

4 > 72ar1 2 * 2 _—3ary 4 * —3ary

— dri — 5 rie dri — — rie dry
a” Jo a® Jo a“ Jo

4

73

122 a1
a2 a?27a3 a3 9a?

62{

_ 62[
2

— 72 (68)

27 CLO

Em coordenadas esféricas

Z? 2 2T 27 —Z (91 41) 1
Jo / / / / / / 1 —T%r%dndr? sen 01 sen O2d61df2dd1dps.
4 %77 12

Resolvendo separadamente as integrais em 6 e ¢, conforme (42) e (43), temos

Z762 o) _21 oo _z,
Jy = =2 7 rie " dry rie 0" (r) 4+ ro — |11 — 1ro)drs.
0 0 0

Az
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Novamente repartindo a integral em r; em duas partes, fazendo a = Z/a(, podemos escrever
1 o)
Ay = 2/ rae” 2 dry 4 2r / r2e" 2 dry,
0 rq

Nos deparamos com a integral abaixo, a qual pode ser calculada através de integracao por
partes. Conforme (47) e

3322 6 6
/x?’e‘”d:ﬁ =% <x - % + —333 - 4), (69)
a a a a
temos
3 2
— - "1 3T1 67‘1 6 _ ™ 27"1 2
@—2GWQ¢‘¢‘@‘¢+ M G
12 2r2 8y 12
= e (E-E-0) 7o
Portanto,
12 [ 2 o 8 [ 12 [°
Jo = 24" e? {4/ rie 2 dry — — r:{’e—?’a”drl — 3/ 267307 g — 4/ rie ?’arldrl]
a= Jo a” Jo a” Jo a= Jo
L e[l 26 82 121
o at4a?  a?8la?* a327a® at9a?
150 _e?
= wm 1)
Em coordenadas esféricas
ZB 2 27 2m —Z (97, 4r4) 1
J3 / / / / / / e ao e r%r%drldrg sen 01 sen O2df1dOsdg1dps.
16 agm? T12

Resolvendo separadamente as integrais em 6 e ¢, conforme (42) e (43), temos
1 Z8¢2 oz © . _z
/ rie 2aomdr1/ rie a0’
0 0

8
2 ag
Novamente repartindo a integral em r, em duas partes, fazendo a = Z/a(, podemos escrever
r1 00
Az = 2/ rae” 2 dry 4 27‘1/ r3e” 2 dry.
0 1

Usando a integral dada na equacao (69) e

J3 =

(r1+ry —|r1 — ro|)dra.

As

4 3 2
4 12 24 24
[atermar = eos(Z 20 22 2R LB, (72)
a a al a ad
temos
4 3 2 3 2
B _ ri  4ry  12ry  24rp 24 24 _ ry  3r{ 6r1 6
&__%WmGa_ﬁ_aﬁ_M ﬁ5+&_Mmmja+ﬁ+&&
48  _ 2r  12r}  36r; 48
‘aﬁ‘”(‘@‘a3‘a4‘@- (73)
Portanto,
1 48 2 > 12 36 [
J3 = 2a862[a5/ 7‘162‘"1dr1—a2/ T‘llefi)’“”drl 3 3 —dar1g a r2e 31 dpy
0 0
48 [ .
= rle_Sarldrl]
182481 2 24 12 6 36 2 48 1
= —Qa _—— = — — —_ —_ =
2 ad®4a?  a?2243a5 a38la?* at27a3  a®9a?
354
= —7—. 74
243  ag (74)
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Portanto, por (68), (71) e (74), temos
22 €2 150 _e? 354 €2 34 €2
Qs =l + o+ 3= ——z7— - “zg- " "g= g~
ls2s =l L H s = ool e Y T 81w

Vamos agora encontrar o valor da integral K;4;. Conforme (58) e (59), temos
3 3
Z\? —z, 1 Z\2 A _z
Kiss = / r1/2 <> e 't *(27r)_1/2 <> (2 — 7“2)6 2ag 2
Q ap 4 ap ag

3 3
2 _z,, 1 2 _z, 2
at(Z) g Tonn(2) (o 2y ) ko g
a 4 aq ag 12

1 Z8¢2 —3Z (1) 4rp) 27 72 1
= —— 2ag 4 — —(r + + — —dQ2

32 afm? /Q ¢ ( ao (r+72) a3 T1r2> r12

125¢2 [ _sz 1 127 [ _3z 1
= 3.0 62 / e 20"t g = Z° / e 200 ") (p) 4 ) —dQ

8 agT Ja 12 16 (1071'2 Q 12

K1 K2

1 Z862 ,ﬁ(rﬁrm)?"ﬂ’g
+ 82/ e 2 —=df).

32 agm® Jq T12

K3

Colocamos K; em coordenadas esféricas, analogamente ao caso anterior para J;, e resol-
vendo separadamente as integrais para 6 e ¢, conforme (42) e (43), obtemos

2662 o'} 32, 00 _32,,
K = o / rie 290 drl/ roe 2% ° (11 + 1o — |11 — ro|)dra. (76)
0 0 0

Tomando a = 3Z/2ay, a integral sobre r; acima € exatamente a mesma em (67), cujo resul-
tado € o mesmo que em (48). Portanto,

76e2 @ 4 2 4
Kl = 66 / Tle_arl <3 —|— e_a” <—T‘21 — 3)>d7"]_
ay Jo a a a

76e204 [ 2 [, 4 (>
= —% |= rie” "dr — ) r%e 207 g — 3 rie” 2 dry
Qa, a a a
0 0 0 0

76214 1 2 2 4 1
6 l1ad3a2 a28a3 ad4a?

Qg
80 _e?

= —7—. 77
243 ag ( )

A integral K, pode ser dividida em duas partes similares devido a soma r; + ro. Na pri-
meira, pondo em coordenadas esféricas conforme ja fizemos, resolvendo separadamente as
integrais para 6 e ¢, chegamos em
’ 1 Z7e2
K2 = — = 7
2 a

> 2 —ﬁfl > —ﬁrz
/ rie 2a( drl / roe 290 (7"1 —+ ro — |’l“1 — T‘2|))d7"2. (78)
0 0

A segunda integral acima ja foi resolvida em (67), diferenciando-se apenas por tomar a =
3Z/2ag. Resolvida a segunda integral de (78), a integral resultante é similar a integral
resolvida em (77), com cuidado de trocar r; por r% e usar as integrais correspondentes em
(47) e (69). Temos entao que

/ 12762[42 2 6 4 2]_ 200262

— 79
2a(7J (79)

K, = == S == =—==Z—.
2 ada3  a?16a* a3 8ad 729 ag
A segunda das integrais de K, resolve-se de maneira similar a primeira, e obtemos o mesmo
valor obtido para Ké em (79). Desta forma,
400 _ e?
400 ¢*
729 aop
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Falta-nos resolver K3. Analogamente aos casos anteriores, colocando-a em coordenadas
esféricas, resolvendo separadamente as integrais para 6 e ¢, encontramos
1 78¢?
T4 48
4 ag

> 9 —3Zn > 2 —2Zry
K3 rie 2% dr; rye 2% °(ry + 19 — |r1 — 12|)dra.
0 0

. e " . - . .
A segunda integral em K3 ja apareceu em K,, e a integral resultante € similar aos casos
anteriores resolvidos. Sendo assim, encontramos

176 _ e?
Ky=—7—. 81
277207 qq &1
Portanto, considerando (77), (80) e (81), temos
16 _e?
Kigs =K1+ Ko+ Ky = —Z—. (82)
729 qg

6 CONCLUSOES

Os trabalhos desenvolvidos por Erwin Schrédinger criaram uma revolu¢ao na mecanica
quantica, por terem apresentado, com sua famosa equacao, uma correspondéncia entre
o formalismo matematico e os procedimentos experimentais aplicados aos fenomenos on-
dulatorios da mecanica quantica. Além disso, Dirac propds uma versao relativistica da
equacao de Schrodinger [18], consistente com os principios de mecanica quantica e a teo-
ria da relatividade de Eisntein.

O operador Hamiltoniano para atomos complexos nao pode ser resolvido exatamente,
exceto quando Z = 1 (atomo de Hidrogénio), por haverem mais de dois corpos com interacao
Coulombiana, o que torna o sistema nao-integravel. Por isso a necessidade de métodos
aproximativos para que se encontrem solucées, também de forma aproximada, com um
erro aceitavel. Apresentamos aqui uma das técnicas aproximativas para ilustrar o proce-
dimento de obtencao de solucoes aproximadas para atomos complexos, usando os casos
do Hélio (Z=2) e do Litio (Z=3). Sobretudo, ressaltamos que as técnicas utilizadas aqui
para solucionar a equacao de Schrodinger nem sempre sao as mais usuais. Os proble-
mas aqui apresentados também sao soltiveis por meio de processos diferentes da teoria da
perturbacao, explorando a estrutura matematica contemporanea da mecanica quantica,
baseada em um formalismo matematico envolvendo espacos de Hilbert e operadores no
espaco do Hilbert (Veja, por exemplo, [2] e [15]). A mecanica quantica € um campo onde ja
existem muitas teorias consolidadas e muitos problemas ainda nao solucionados de forma
precisa, devido a sua complexidade matematica.
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