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RESUMO

O Teorema de Schauder € uma generalizacao do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.
Enquanto o Teorema de Brouwer se aplica a espacos euclidianos, o Teorema de
Schauder vale em espacos normados de dimensao infinita. Neste trabalho provare-
mos o Teorema de Schauder e aplica-lo-emos para investigar a existéncia de solucao
para a Equacao Integral de Urysohn.

ABSTRACT

The Schauder Theorem is a generalization of Brouwer Fixed Point Theorem. While
Brouwer’s Theorem applies to Euclidean spaces, the Schauder Theorem is va-
lid in infinite-dimensional normed spaces. In this work we prove the Schauder
Theorem and we apply it to investigate the existence of solution to the Urysohn Inte-
gral Equation.
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1 PRELIMINARES

Inicialmente, listaremos alguns conceitos e resultados auxiliares para a apresentacao
do Teorema de Schauder e da aplicacao deste a equacao integral de Urysohn. Embora
nos preocupemos com a exposicao de preliminares a abordagem do Teorema de Schauder,
informamos que assumimos que o leitor tenha familiaridade com os conceitos de espaco
topologico, espaco métrico, sequéncia, fecho de um conjunto, funcao continua, func¢ao limi-
tada, diametro de um conjunto; conjuntos fechado, limitado, aberto e completo. Sugerimos
ao leitor que consulte as referéncias [1], [2] e [3] para revisitar tais conceitos e analisar as
demonstracoes dos resultados que serao somente enunciados abaixo.

Definicdo 1.1: Uma cobertura (aberta) de um subconjunto A de um espaco métrico (E,d) é
uma familia (O;);c; de conjuntos (abertos) cuja reunido contém A.

Definicdo 1.2: Dizemos que um espaco métrico (E,d) é compacto se ele satisfaz a seguinte
condicdo:

(C) toda cobertura aberta de E admite uma subcobertura finita, isto é, dada uma familia de
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conjuntos abertos (O;);c; tal que E C U 0;, existe um subconjunto finito {i1,...,i,} C I
iel
talque EC O;, UO;,U---UO;,.

Teorema 1.1: Um subconjunto de R" (n > 1) é compacto se, e somente se, é fechado e limitado.

Definicdo 1.3: Um espago métrico é sequencialmente compacto se toda sequéncia de pontos
de E tem uma subsequéncia convergernte.

Num espaco métrico, os conceitos de conjuntos compacto e sequencialmente compacto
sdo equivalentes, como veremos no préximo teorema.

Exemplo 1.1: Para a,b € R, com a < b, o espagco métrico ([a,b],d), onde d(x,y) = |xt —y
z,y € [a,b], &€ compacto e sequencialmente compacto.

, para

Definicdo 1.4: Dizemos que um subconjunto X de um espago métrico (E, d) é totalmente limi-
tado se, para todo € > 0, existe uma cobertura finita de E _formada por conjuntos de diametro
menor do que ou igual a . Isso equivale a dizer que, para todo ¢ > 0, existem pontos x1, ..., Tm
tais que todo ponto x € X satisfaz d(x,x;) < e para algumj € {1,...,m}.

Teorema 1.2: Seja (F,d) um espaco métrico. As seguintes propriedades sdo equivalentes:
A) E é compacto;
B) E é sequencialmente compacto;
C) E é completo e totalmente limitado.

Pelo Teorema 1.2, concluimos que o espaco métrico exibido no Exemplo 1.1 € completo
e totalmente limitado.

Definicdo 1.5: Seja (F, ) um espago topoldgico e seja (F,d) um espago métrico. Dizemos que
um conjunto ¢ de aplicacées de E em F' é equicontinuo no ponto xg € F se, dado ¢ > 0, existe
uma vizinhaga V,, de xo em E tal que

x € Vyy = d(f(z), f(y)) <e, paratoda f € &.

E claro que, se o conjunto ¢ é equicontinuo no ponto x,, entdo todas as funcées f € ¢ sao
continuas no ponto xy. Dizemos que & é equicontinuo se £ é equicontinuo em todo ponto x € E;
neste caso, os elementos de ¢ sdo funcées continuas.

Exemplo 1.2: Dados [a,b] C R coma < be M > 0, o conjunto
€ = {z € C'((a,b], R); [|2]| < M},

’

onde C1([a,b],R) = {x : [a,b] — R;z é diferenciavel e 2’ é continua em [a,b]} e||z'|| = sup |2/(¢)
a<t<b

é equicontinuo.
Com efeito, dado t, € [a,b], para todot € [a,b] e x € €, tem-se

/t: 7'(s)ds

Portanto, por (1), dado ¢ > 0, existe § = 1; tal que

t
|2/ (s)|ds

to

|z(t) — 2(to)| = <

< |t —to| M. (1)

t€la,b], |t —to]| <= |x(t) —z(to)| <e, Vrek.
Como ty foi tomado arbitrariamente, concluimos que & é equicontinuo.

Teorema 1.3: (Teorema de Ascoli) Sejam (E,d;) um espaco métrico compacto, (F,dy) um
espago métrico completo e C(E, F) o espago das fungées continuas de E em F munido da
métrica da convergéncia uniforme: do(f,g) = sup da(f(z), g(x)).

zeFE

Um subconjunto H de C(FE, F) é relativamente compacto se, e somente se, ele cumpre as
condicoes:
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(A1) H é equicontinuo;
(A;) Para todo x € FE, o fecho do conjunto
H(z) = {f(x); f € H}
é compacto.

Lema 1.1: Sobre um espago vetorial E de dimensdo finita, todas as normas sdo equivalentes.

Lema 1.2: Se K é um subconjunto convexo compacto de R", entdo toda aplicagdo continua de
K em K tem um ponto fixo.

Lema 1.3: Seja f uma aplicacdo continua de um espago métrico (E,d) num espagco métrico
(E',d') e seja K um subconjunto compacto de E. Entdo, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que, para
quaisquer x,y € E comd(x,y) < d, dist(z, K) < ¢, dist(y, K) < 4, tem-se d'(f(z), f(y)) < e.

2 TEOREMA DE SCHAUDER

Vamos agora enunciar o Teorema de Schauder e constatar que ele € um caso particular
de outro teorema que sera demonstrado.

Teorema 2.1 (Teorema de Schauder): Seja (F, ||.||) um espago normado e seja K um subcon-
Jjunto compacto e convexo de E. Entéo, qualquer aplicacéo continua T : K — K tem um

ponto fixo.

O Teorema 2.1 € um caso particular do seguinte resultado:

Teorema 2.2: Seja S um subconjunto convexo de um espago normado (E, ||.||) e sejaT : S —
S uma aplicagdo continua tal que T'(S) C K C S, onde K é compacto; entao T' tem um ponto

fixo.

Demonstracdo

A prova sera dividida em trés partes.

Parte 1: Vamos demonstrar que, dado ¢ > 0, existem um subconjunto compacto convexo
K. de S contido num subespaco vetorial de dimensao finita e uma aplicacdao continua
P.: K — K. tal que, para todo z € K, tem-se ||z — P.z|| < e. De fato: Segue da Propriedade
C) do Teorema 1.2 que, dado ¢ > 0, existem pontos z1,--- ,z,, € K tais que todo =z € K dista
de algum deles menos de ¢, uma vez que K é compacto. Para j = 1,--- ,m, definimos a
funcao continua g; : K — R por

oy [e—lz—al, se [z—xjll<e
g](x)—{ 0, se |z—xzj| >e.

m
Temos Zgj(:v) > (, para todo z € K e, definindo
j=1

m
temos h;(z) > O,Zhj(x) =1, paratodo z € K, e h;j(x) =0, se ||z — z;|| > e.
j=1
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Denotamos por K. o conjunto convexo

MZL A+ Ay X 20, X =1
j=1

K. € a envoltoria convexa dos pontos z1,...,z,, € esta, pois, contida num subespaco de
dimensao finita de £ e em S. Do Teorema 1.1 e do Lema 1.1 segue que K. € compacto.
m

Definamos P. : K — K. por P.(z) = Zhj(:c)xj, para x € K. P. é continua, pois h; €

7j=1

continua em K, para todo j € {1,...,m}, e

z—Po(x) =) hj(x)(z —x;), v € K,
j=1

onde, no segundo membro, s6 as parcelas para as quais ||z — z;|| < € sdo ndo-nulas. Por-
tanto,

|z = P(z)| <> hj(a)|lx — 2]l < Y hj(z)e =¢, paratodo z € K.
j=1 j=1

Parte 2: Vamos mostrar que, para todo ¢ > 0, existe z. € S tal que ||z. — Tz.|| < e. Com
efeito, com a notacao utilizada na Parte 1, consideremos a aplicacao

P.oT:zeS+— P.(Tz)e K. CS.

Para a restricao de P.oT a K. vale o Lema 1.2 e, portanto, existe z. € K. tal que P.(Tz.) = x..
Pela Parte 1, considerando = = T'z., temos entao || P.(Tz.) — Tz.| < ¢, ou seja, ||z. — Tz < e.
Parte 3: Vamos concluir que 7" admite um ponto fixo. Da Parte 2, segue que, para todo
n € N, existe z,, € S tal que

1
|xn — Ty < - (2)

Temos Tz, € K e, sendo K compacto, a sequéncia (Tz,),ey contém uma subsequéncia, a
qual denotaremos por (T'z,),cn por simplicidade de notacdo, que converge para um ponto
x € K C S. Darelacao (2) segue que z,, — x €, da continuidade de 7', segue que Tz, — Tz,
que, com a relacao (2), nos fornece Tx = x.

3 UMA APLICACAO DO TEOREMA DE SCHAUDER

Agora, aplicaremos o Teorema de Schauder para provar a existéncia de pelo menos uma
solucao para a equacao integral de Urysohn. Antes disso, demonstraremos um resultado
que sera necessario para tal prova.

Informamos que C([a,b],R) denota o espaco vetorial das funcées continuas de [a,b] em
R munido da norma uniforme: ||f|l.c = sup |f(¢)|, f € C([a,b],R).

tela,b

Lema 3.1: Dada uma fungéo continua K : [a,b] x [a,b] x R — R, seja
(kz)(t) = [ K[t, s, 2(s)|ds, t€ [a,b],
para z € C([a,b],R). Entéo,

I) kz € C([a,b],R) e a aplicacao = € C([a,b],R) — kz € C([a,b],R) é continua.
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IT) k é compacto, isto é, para qualquer r > 0, o fecho do conjunto k(B,) é compacto em
C([a,b],R), onde
By ={z € C([a, 0], R); [|z[loc <7}

Demonstracdo

I) Vamos, primeiramente, mostrar que kx € C([a,b],R) para z € C([a,b],R). Com efeito,
dados t,tg € [a,b], temos

|(kx)(t) — (kx)(to)]| < / |K[t,s,z(s)] — K[to, s, s(s)]|ds + | K [to, s, z(s)]|ds.

to

Como K é uniformemente continua sobre o compacto [a,b] X [a,b] X z([a,b]), a primeira
integral se torna arbitrariamente pequena com |t — {y|, € o mesmo vale para a segunda,
pois K € limitada sobre o compacto {to} x [a,b] x z([a,b]). Isso significa que, quando ¢ — ¢,
(kz)(t) — (kx)(to), o que caracteriza kr como uma funcédo continua em t;. Como ¢, foi
escolhido de modo arbitrario, segue que kz € C([a,b],R) se x € C([a,b],R).

Agora, verificaremos que a aplicacao (néo-linear) x € C([a,b],R) — kx € C([a,b],R) &
continua. De fato, dados z,z¢ € C([a,b],R), para todo ¢ € [a,b], temos

| (k) (t) — (ko) ()] = /t{K[tjs,fC(S)] — Klt, s, 20(s)]}ds

e, como K é continua e [a,b] X [a,b] X zo(]a,b]) € compacto, segue do Lema 1.3 que, dado
e > 0, existe § > 0 tal que, para

le — ol = sup |a(s) - xo(s)| <6,
a<s<b
tem-se .
|K(t,s,m(s))—K(t,s,xo(s)) ‘< b_aa \V/SatE [CL?b]a
e, portanto, ||kx — kxzo| < (b — a) =

II) Para demonstrar que k € cobmpacto, basta mostrar que k(B,) satisfaz as propriedades
(A1) e (A2) do Teorema 1.3.

(A1) k(B,) é equicontinuo: De fato, K é uniformemente continua e limitada no conjunto
compacto [a,b] x[a, b]x D,, onde D, = {z € R; ||z|| < r}. Consideremos M = sup{|K (¢, s, z)|;s,t €
la,b],z € D,}. Entao, dado ¢ > 0, existe § = 55; > 0 tal que, para [t; —t2| < d,[s1 — 52| < €
|21 — 22| < 6, com z1, 2o € D,, temos | K (t1, s1,21) — K(to, s2, 22)| < ﬁ Assim, para |t —ty| < 6
e xz € B, (e, portanto, z(s) € D, para s € [a, b]), temos

|(kz)(t) — (kz)(to)] < / |Kt, s, x(s)] — Klto, s, z(s)]|ds + t Klto, s, z(s)]ds
< (b—a)ﬁ [t — to|M
< g + ﬁM =c.

(Ag) Para todo ¢y € [a,b], 0 conjunto

to

(kBy)(to) = { Klto, s, xz(s)]ds € Rz € Br}

a

¢ limitado em R, pois K é limitada em [a,b] x [a,b] X D,. Portanto, o fecho do conjunto
(kB,)(ty) € compacto, pelo Teorema 1.1.
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No que segue, usaremos a seguinte notacdo: dada uma funcao continua K : [a, b x [a, b] X
R — R e dado r > 0, escrevemos

K|, = sup{|K(t,s,2);s,t € [a,b],z € R, |z| <r}.

Teorema 3.1: Seja K : [a,b] x [a,b] x R — R uma fungéo continua. Para toda f € C([a,b],R),
existe \; €]0,00| tal que, para qualquer A € R com |\| < \f, existe pelo menos uma fungdao
y € C([a,b],R) solucdo da equacao integral de Urysohn:

b
y(t) = f(t) + )\/ Klt,s,y(s)]lds, a<t<b. (3)

Demonstracdo

Para quaisquer x € E = C([a,b],R) e t € [a, ], definimos

/Kt5$

No Lema 3.1, vimos que kx € E, k € um operador continuo de £ em E e k € compacto.
Portanto, para toda f € E e para todo A € R, também € compacto o operador

T=Tiy:zcE+—Tr=f+ NxcE.
Dado r > 0, seja B, = {z € E;||z|| < r}. Tomando r > || f|~, para

r = [ flloo

A S 7S
(b —a)[ K],

temos T'(B,) C B,. De fato, dados = € B, e t € [a,}]:

b
|(Tx)(t)| = ‘f(t)—i-/\/ K|t,s,z(s)]ds
LFO+ Al = a)[ K]

r=lfllee

IN

IN

Do Teorema 2.1 segue, entao, que Ty tem um ponto fixo y € B,, isto €, que a Equacao (3)
tem uma solucao y € B,.
Mais geralmente, podemos tomar A € R com

— 1 flloo
|IA| < Ap = sup —————.
=020 (b —a)| K],

4 CONSIDERACOES FINAIS

O Teorema de Schauder € um resultado sobre existéncia de pontos fixos. Tem grande
utilidade na teoria de equacodes diferenciais, pois, através dele, podemos garantir existéncia
de solucao para certas classes de equacoes. No Teorema 1.3, vimos que a equacao integral
de Urysohn tem pelo menos uma solucdao. A mesma conclusao pode ser obtida para a
Equacao Integral de Hammerstein (veja a referéncia [4], pagina 171) e para a Equacao
Integral de Volterra (veja a referéncia [4], pagina 172).
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