REVISTA ELETRONICA MATEMATICA E EsTATiSTICA EM FocCcoO

SOBRE A TEORIA DO GRAU DE BROUWER E A
TEORIA DO GRAU DE LERAY-SCHAUDER

Suzete Maria Silva Afonso
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas- Unesp
smafonsolrc.unesp.br

Carolinne Stefane de Souza
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas- Unesp
214001209@rc.unesp.br

RESUMO

Neste trabalho abordaremos a teoria do grau topoldgico de Brouwer que vale em
espacos vetoriais de dimensao finita e a teoria do grau de Leray-Schauder que vale
em espacos vetoriais de dimensao infinita. Além disso, demonstraremos o Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer e o Teorema do Ponto Fixo de Schaefer utilizando as teorias
supramencionadas.

ABSTRACT

In this work we discuss the Brouwer degree theory in finite dimensional spaces and
the Leray-Schauder degree theory in infinite dimensional spaces. In addition , we will
prove Brouwer Fixed Point Theorem and Schaefer Fixed Point Theorem using such
theories.
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1 INTRODUCAO

Inicialmente, introduziremos alguns conceitos e resultados que auxiliarao na aborda-
gem da teoria do grau.

Definicdo 1.1: Seja E um espaco vetorial normado. Diremos que E é um espaco de Banach
quando E for completo, isto é, quando toda sequéncia de Cauchy em E convergir em E.

Teorema 1.1 (Teorema da Funcdo Inversa): Sejam E e F espacos de Banach. Seja U um
subconjunto aberto de E e seja g : U — F uma aplicacao de classe C' tal que, em um ponto
zo € U, a transformagao linear ¢'(zy) : E — F é um isomorfismo. Entdo, existe um aberto
A C U contendo z tal que a restri¢cao g4 : A — g(A) € um difeomorfismo de classe C! entre
os abertos A e g(A).

Definicdo 1.2: Duas aplicacées continuas f,g : X — Y entre espacos topoldgicos dizem-se
homotdpicas se existir uma aplicacao continua F' : X x [0,1] — Y, denominada homotopia,
tal que Iy = f e F1 = g, onde Fy = Fix (4.

Definicdo 1.3: Seja 2 C R" um aberto limitado e seja C*(Q,R") o espago das aplicacoes
¢ : ) — R" que juntamente com suas derivadas até a ordem k sdo restricées de aplicacées
continuas definidas em um aberto que contém ).

No espaco C* (02, R"), consideraremos a seguinte norma

HSOHCk(Q) =max{Cj; 0 < j < k},
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onde C; = maz{||Dip(z)||; z € Q} e D’y denota a derivada de ordem j de .
C(Q,R") denota o espago das aplicagées continuas de 2 em R" munido da norma

Iello@) = max{lle(@)]; = € Q}.

Proposicdo 1.1: Sejam 2 um subconjunto aberto limitado de R", ¢ : Q — R™ uma aplica¢cao
de classe C' e b ¢ (p(92) U ¢(9)), onde S = {x € Q; J,[z] = 0} e Jy[z] é o determinante
Jacobiano da aplicacéo ¢ no ponto x. Entéo, o conjunto A = {x € Q; p(z) = b} é finito.

Demonstracao Se A = (), nada temos a fazer.

Consideremos A # (). Dado z € A, temos J,[z] # 0, pois b ¢ ¢(S). Pelo Teorema da
Funcao Inversa, existe um aberto O, contendo z tal que ¢|p, € um difeomorfismo entre
O € p(0y), com b € p(Oy).

Como ¢ € continua e {b} C R” € um conjunto fechado, segue que A = ¢~ ({b}) também
€ um conjunto fechado em Q. Além disso, como ) é compacto (fechado e limitado em R") e
A C Q, segue que A é compacto. Sendo assim, uma vez que

Ac o,

z€A

através do Teorema de Borel-Lebesgue, podemos afirmar que existem zy, ...,z, € A de forma
que

Ac| O, (1)
i=1
Como ¢ : O, — ¢(O,,) € difeomorfismo para cada i € {1,...,n}, segue de (1) que A =
{z1,...,zp}. m

2 GRAU DE BROUWER

Com a conclusao extraida da Proposicdao 1.1, definimos o grau topoldogico de Brouwer
para aplicacoes de classe C'.

Definicdo 2.1: Sejam Q um subconjunto aberto e limitado de R", ¢ :  — R™ uma aplica¢cao
de classe C' e b ¢ (0(092) U ¢(9)). O grau de Brouwer de ¢ em () relativamente a b, denotado
por d(y,Q,b), é definido por

0 p i ({0}) =0

d(p,8,0) = ngn(Jcp[iL”i]), 7 ({0}) = {21, .., 20},
i=1

onde a func¢do sng : R — {0} — {—1,1} é dada por

sng t — -1, t<0
9= 1, t>o0.

A seguir, enunciamos uma importante propriedade do grau que pode ser constatada
facilmente através da Definicao 2.1.

Lema 2.1: Sejam Q) aberto limitado de R" e Id : 2 — R™ a aplicag¢ao dada por Id(x) = x, para

z € Q. Entao
1, sebe

0, seb< . @)

d(1d,Q,b) = {

Na Definicao 2.1 vimos o conceito de grau topolégico para a terna ¢, 2, b, em que ¢ €
uma funcao em C*(Q,R"), Q C R™ é um aberto limitado e b ¢ (©(92)Up(S)). Nosso objetivo, a
partir de agora, € apresentar a definicao do grau topoldégico para um caso mais geral. Mais
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precisamente, definiremos o grau topoldgico d(y, 2,b) de funcgées ¢ € C(Q, R") em qualquer
ponto b € ¢(092). Nas linhas seguintes, exibiremos uma série de lemas que nos conduzirao
a tal definicao. Cabe informar ao leitor interessado que as demonstracoes dos resultados
que forem somente enunciados na sequéncia podem ser verificadas em [2] e [1].

Lema 2.2: Sejamy € C1(Q,R") eb & o(0N)Up(S). Entdo, existe uma vizinhancaU C C*(Q,R")
de ¢ tal que, para cada i) € U, vale:

(1) b ¢ (0Q);

(it) Se(t) =b, enta@o Jyt] # 0;
(i11) d(¥,Q,b) = d(p, D).

O lema acima infere que o grau topologico de Brouwer € localmente constante na topo-
logia de C'(Q,R™).

O proximo resultado afirma que o grau de Brouwer € constante com relacao a b em cada
componente conexa de R™ \ (¢(92) U ¢(5)).

Lema 2.3: Sejam ¢ € C1(Q,R") e b, c dois pontos pertencentes a mesma componente conexa
de
R™\ (p(092) U p(S)), entdo

d((p, Q, b) = d(@a Q, C)'

Com o lema enunciado abaixo concluimos que se ¢ € C?(2,R"), entao o grau de Brouwer
sera constante com relacao a b em cada componente conexa de R" \ ¢(99).

Lema 2.4: Sejam ¢ € C?*(2,R™). Se b,c € 0(002) U p(S) e estao na mesma componente conexa
de R" \ ¢(0Q), entdo
d((ﬂ, Q, b) = d((/?, Q, C)'

Seja Cj, a componente conexa de R" \ ¢(92) que contém b. Como R" \ ¢(99) é aberto,
entao (}, também é. Por outro lado, pelo Teorema de Sard, ¢(S) tem medida nula em
R™. Dessa forma, podemos concluir que ¢(S) nao contém Cj, isto €, C, \ p(S) # 0. Este
fato, juntamente com o Lema 2.4, nos permite definir o grau topolégico d(y, 2,b) quando ¢
pertence a C?(Q,R") e b € imagem de um ponto critico de ¢.

Definicdo 2.2: Sejam ¢ € C*(Q,R") eb € ¢(S) tal que b ¢ ¢(99). Considere C), a componente
conexa de R™ \ p(992) que contém b. Definimos

d(¢7Q7b) :d<907Q7C)7 CEC{,\QD(S),
sendo o membro direito da igualdade acima dado pela Definicao 2.1.

O proximo resultado implica que o grau estabelecido na Definicao 2.2 € localmente
constante na topologia de C!(Q, R).

Lema 2.5: Se ¢ € C?(Q,R") e b & p(09), entdo existe uma vizinhanca U de ¢, na topologia de
C(Q,R") tal que, para cada ) € U, vale

(1) b & (09);
(i1) d(1h,Q,b) = d(p,Q,b).

O lema abaixo € conhecido como a propriedade da invariGancia por homotopia do grau
topologico.

Lema 2.6: Se H € C%(Q x [0,1],R") eb & H(() x [0,1]), entdo
d(H(-,t1),92,b) = d(H(-,t2),2,b),

para quaisquer ty,ts € [0,1].
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Demonstracao Na demonstracao deste lema, usaremos o seguinte resultado de Analise no
R™:

Resultado auxiliar: Sejam K C R™ um conjunto compacto, X C R" e f: K x X — RP uma
funcao continua. Entao, fixado 2y € X e dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que:

Va GX;H%’-.’IJOH <0= Hf(:%m) _f<yax0)H <g, VZ/GK

Vamos fixar 7 € [0, 1] e aplicar o resultado acima para as funcdes H e 9, H, onde 9; H denota
a derivada de H em relacao a primeira variavel.
Entao, dado ¢ > 0, existe / > 0 de maneira que

[1H(y,t) — H(y,7)|| <e

Vie |0,1;[t — 7| <=
0, s ¢ =1 {!Wﬂ%ﬂ—aﬂ%ﬂH<a

para todo y € Q, de onde segue que
Ve [0,1);t—7| < d=|H(,t)— H(«,T)||Cl(§) <e.

Escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos afirmar, pelo lema anterior, que
existe § > 0 tal que

d(H(-,1),Q,b) = d(H(-,7),Q,b), Vte[0,1] e |[t—7|<é.

Como [0,1] é compacto e conexo, e a funcdo ¢t € [0,1] — d(H(-,t),Q,b) € Z € localmente
constante, concluimos que d(H (-, t),(2,b) € constante em [0,1]. m B
Através do lema a seguir sera possivel definir o grau de funcées continuas em (2.

Lema 2.7: Sep € C(Q,R") eb & p(9), entdo existira uma vizinhanca U de ¢, na topologia de
C?(Q,R"), tal que
b 1(09), b ¢&a(09)

e
d(11,Q,b) = d(12,Q,b),
para quaisquer 1,1, € U.

Demonstracdo Sejam ¢ € C(Q,R") e b & p(92). Como b € ¢(99Q), a distancia de b a ¢(090)
€ positiva. Considere, pois, r = dist (b, p(9€2)). Como, pelo Teorema de Aproximacao de
Weirstrass, C%(Q,R") € denso em C(f,R"), segue que

U={veC?@QRY; llp—vllom < 5} # 0.
Sejam 11,19 € U € defina H : Q x [0,1] — R™ por H(x,t) = ti1(x) + (1 — t)yo(z), para (z,t) €

Q x [0,1]. Afirmamos que b ¢ H(9 x [0,1]). Com efeito, suponha que exista (z,t) € 9Q x [0, 1]
tal que H(z,t) = b. Neste caso, como a distancia entre b e p(952) é r, segue que

[H (2,t) — e(@)]| = [[b = @(x)[| = 7. (3)

Por outro lado, utilizando a expressao que define H, obtemos

[H(z,t) — (@) = [ltshr(2) + (1 = t)ipa(z) —te(x) — (1 = t)p(z)]

< tlYa(e) — (@) + (1= 1) [[vha(z) — ()]l

Por conseguinte,

1H (z,t) = ()| < tltn = el + 0 =Dl[v2 = ¢l
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Entao, como 1,4y € U, temos
T - T

|H (. t) = p@)l] < t5+ (1 - )

2

Como a desigualdade acima esta em contradicdo com (3), concluimos que b ¢ H (02 x [0, 1]).
Além disso, como H € C%(Q,R"), segue, pelo Lema 2.6, que

d((H(7 1)7 Qa b) = d((H(v 0)7 Q7 b)a
ou s€ja,
d(wla Qa b) = d(Q;Z)Qv Qv b)a
0 que finaliza a prova. m

Definicdo 2.3: Sejam ¢ € C(Q,R") e b & ©(09). Definimos o grau topolégico de Brouwer de ¢
em relacdo a 2 no ponto b por

d(p,Q,0) =d(¥,Q2,b), e,

sendo U a vizinhan¢a de ¢ na topologia de C? (2, R"), cuja existéncia é assegurada pelo Lema
2.7.

Dentre as propriedades do grau de Brouwer para aplicacdoes continuas, destacamos as
seguintes:

Proposicdo 2.1: Se ¢ € C(Q,R") e b ¢ ¢(9), entdo existira uma vizinhanca V de ¢, na
topologia de C(Q2,R"), tal que
b ¢1(0), b & 1ha(09)
e
d(t1,9Q,b) = d(1)2,8,b),
para quaisquer 1,1, € V.

Informamos que uma demonstracao para a Proposicao 2.1 pode ser encontrada em [2].

Proposicdo 2.2: Se H € C(Q x [0,1],R") é uma homotopia e b ¢ H(99 x [0,1]), entdo
d(H(-,t),,b) é constante em [0,1].
Demonstracao Para cada 7 € [0,1], dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
te[0,1i|r—t| <6 = |HC ) — B Dlloq < &

ja que H é continua em Q x [0, 1].
Sendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos afirmar através da Proposicao 2.1 que:

d(H(,t),Q,b) = d(H(,T),Q,b> quando t~T.

Dai, a aplicacao t — d(H(-,t),2,b) € localmente constante.
Como o intervalo [0, 1] € um conjunto compacto e conexo, concluimos que d(H(-,t),,b)
é constante em [0,1] . m

Proposicdo 2.3: Seja ¢ : 2 — R" uma aplicagao continua comb & (). Entéo d(p,Q,b) = 0.

Demonstracao Seja ¢ € C?*(Q,R") tal que ||¢ — Ylle@) < 5. com r = dist (b, (992)). Temos,
entao, que:
d(p, 0, b) = d(v, Q,b).

Néo é dificil verificar que b & ¥(Q2). Dai, d(z,Q,b) = 0 (veja Definicao 2.1) e, por conseguinte,
d(,2,b) =0. m
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Proposicdo 2.4: Sejam ¢ : Q@ — R™ uma aplicagao continua e b € p(92). Se d(p,Q,b) # 0,
entao existe x € ) tal que p(z) = b.

Demonstracdo Se supuséssemos que b nao pertencesse a ¢(f2), entdo nao existiria ro € Q
tal que ¢(zo) = b e, pela Proposicao 2.3, teriamos d(p,2,b) =0.m

Com o auxilio das propriedades do grau de Brouwer para aplicacoes continuas exibidas
acima, podemos provar o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Teorema 2.1 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwen): Seja B = B,.(0) = {z € R";||z|| < r}. Se
f : B — B é uma funcao continua, entao existe xo € B tal que f(zg) = .

Demonstracdo Definamos ¢ : B — R" por ¢(z) = » — f(z), para € B. Claramente, ¢ €
uma aplicacdo continua em B.

Se existir zy € B tal que f(z¢) = z¢, o resultado esta demonstrado. Suponhamos, entao,
f(z) # x (e, portanto, ¢(z) # 0), para qualquer z € 9B. Neste caso, 0 ¢ p(J9B).

Consideremos a homotopia H : B x [0,1] — R" definida por H(z,t) = z — tf(z), para
(z,t) € B x [0,1].

Afirmamos que 0 ¢ H(0B x [0,1]). De fato, se t =1,

H(z,1) =z — f(x) = ¢(z) # 0,Vz € 0B.
Agora, se t; € [0,1), entdo para y € 0B, temos

[t f (W)l = tol F(WI < tor <7 = [lyl,

o que mostra que tyf(y) # y, para qualquer y € 0B. Por conseguinte, H(y,ty) # 0 para
qualquer y € 0B, e 0 ¢ H(OB x [0,1]).
Pela Proposicao 2.2, d(H(-,t), B,0) € constante para todo ¢ € [0,1]. Dai,

d(H(-,0),B,0)=d(H(-,1), B,0). (4)
Por outro lado,
H(z,0)=2=1I(z), V€ B e H(x1) =), Vo € B. (5)
Entao, por (4), (5) e pelo Lema 2.1, temos
d(p,B,0) =d(I,B,0) = 1.

Portanto, d(¢, B,0) # 0 e, pela Proposicdao 2.4, concluimos que existe zy € B tal que
(o) = 0, ou seja, existe zp € B tal que f(zg9) = zo. ®

3 GRAU DE LERAY-SCHAUDER

Veremos, agora, a teoria do grau valida em espacos de dimensao infinita.
No que segue, F denota um espaco de Banach munido da norma |.|.

Definicdo 3.1: Seja (2 um subconjunto aberto e limitado de E. Diremos que uma aplicag¢do do
tipo¢p =1 —T :Q — E é uma perturba¢ao de dimensao finita da identidade, onde I : E — E
é a aplicacgao identidade e T € C(, E), quando T(Q) estiver contido em um subespaco de
dimensao finita de E.

Definicdo 3.2: Seja Q um subconjunto aberto e limitado de E e seja ¢ = [ - T : Q — E
uma perturbagdao de dimensao finita da identidade. Se b ¢ ¢(92) e F for um subespagco de
dimensao finita de E contendo b e T(2), definiremos o grau de Leray-Schauder de ¢ em
com relacdo a b por:

d(¢,,b) := d(S g, 2N F,D).
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Nos trabalhos [2] e [1] o leitor encontrara a prova detalhada de que a Definicao 3.2 é
consistente, isto €, independe da escolha do subespaco F'

Definicdo 3.3: Seja 2 um subconjunto aberto e limitado de E. Um operador T : Q@ —

é dito compacto se é continuo e T(Q) é relativamente compacto (ou seja, o conjunto (ﬁ)
compacto).

Denotemos o conjunto de todos os operadores compactos T : Q) — E por Q(Q, E).

Nao é dificil verificar que Q(Q, E) munido da norma

IT(lg =sup [T(2)ll, T €QE).
e

é um espaco de Banach.

Lema 3.1: Seja K C E compacto. Entao, dado ¢ > 0, existe um subespaco de dimensao finita
F. de E e uma aplicagéo continua g. : K — F_ tal que ||z — g-(z)|| < e, para qualquer x € K.

Demonstracdo Dado ¢ > 0, temos que K C |J,.x B(z,¢). Segue da compacidade de K que
existem y1,...,y, € E tais que

n
K C U B(yi, )
i=1

Consideremos F; = [y, ..., yn] (Subespaco gerado por yi,...,y,). Claramente, dim F; < oco.
Para todo i € {1,...,n}, consideremos as seguintes funcoes

b; : E — R, definidas por

. _ E_||x_y’LH7 SexEB(yiﬂg)
bi(z) = { 0, se x ¢ B(y;,¢).

Usando as funcées b;s, definimos g. : K — F, por

_ Z?:l bz(x)?/z
9:(7) = S )

Como as funcgoes b,s sdo continuas, segue que g. também € continua.
Além disso,

o HHE LS LI Hz <x—yi>’<z71 (@)llz — uil
Zz 1 b bi(x) B >oie bi() .
Dali, para todo xz € K,
2z bil)
[l = ge ()] < mg =e.

Definicdo 3.4: Se T : Q — E for um operador compacto, diremos que a aplicagdo ¢ =1 —T &
uma perturbacdo compacta da identidade.

A demonstracao do resultado abaixo pode ser encontrada em [1].

Lema 3.2: Seja ¢ uma perturbacdo compacta da identidade, onde ¢ =1 —T,T : Q — E e
T € Q(Q, E). Entao:

i) ¢ é um operador fechado (isto é, a imagem por ¢ de um conjunto fechado é um conjunto
fechado);

ii) ¢ é propria (isto é, a imagem inversa por ¢ de um conjunto compacto é um conjunto
compacto).
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Considere ¢ = I — T uma perturbacdo compacta da identidade, com T € Q(, E). Se-
gundo o Lema 3.2, temos que ¢(912) € fechado em E. Assim, r = dist (b, (92)) > 0. Afirma-
mos que existe uma uma perturbacido de dimensao finita da identidade ¢, = I — T, tal que

H(b - ¢TH < % eb ¢ ¢r(aQ)

Considere K = T'(2) e observe que K é compacto em F, pois 7' € compacto. Pelo Lema
3.1, existe um subespaco de dimensao finita Fr e uma aplicacao continua gr : K — Fr tal
que

r
ly =95y <5,  paraqualquery ¢ K. (6)
Defina T, : Q@ — Fr e ¢, : Q — E por T,(z) = (9z o T)(x) € ¢,(z) = z — Tr(z), para z € Q,
respectivamente.
Verifiquemos que |¢ — ¢.|| < 5 e b ¢ ¢,(99). Com efeito, dado qualquer z € Q, temos:

lp(2) = or(@)|| = [l = T(x) = [ = T(2)]]| = | T(2) = T(2)|| = [T(2) — 95 (T(2))|| < g

por (6). Portanto |[¢ — ¢,| < 5. Além disso, se xo € 01, entdo

16— r(zo)l| = 11b = #(wo)| = | $(x0) = 6r (o) | > =5 = .
de onde segue que b ¢ ¢, (09).

Definicdo 3.5: Sejam Q um subconjunto aberto e limitadode E e¢p = — T : Q — E uma
aplicacao, onde T : Q — E & um operador compacto. Se b ¢ $(0Q), definimos o grau de
Leray-Schauder de ¢ em §2 com relagéio a b por

d(¢, 2, b) = d(¢r,2,b),

onde ¢, = I — T, é uma perturbagéo de dimensao finita da identidade que satisfaz

r
||¢_¢7”H < 57 (7]

onde r = dist (b, p(02)).

Note que o conjunto das perturbacdes de dimensao finita da identidade que usaremos
para calcular o grau d(¢,(2,b) € nao vazio, pois a aplicacao ¢, = I — T,, com T, = groT,
cumpre as exigéncias da Definicao 3.5.

Proposicdo 3.1: A Definicdo 3.5 independe da escolha de ¢,.
Demonstracao Sejam ¢, = [ —T,, € ¢, = I — T,,, onde ¢, ¢, : ! — E sdo duas pertur-

bacoes finitas da identidade, com

r .
||¢_¢T~L”<§v 221727

r =dist (b, ¢(GQ))

Sejam F| e F, subespacos de dimenséo finita de E tais que 7,.(Q) C F; e b € F; para
i=1,2.

O subespaco F' = [ + F» contém b e T, (Q), parai=1,2.

Para facilitar a notacdo, tomemos ¢,, = ¢, npr ¢ = 1,2. Desta forma,

d(d)n-anb):d(ari’QﬂF?b)v i=1,2.

Consideremos, agora, a homotopia H : (2N F) x [0,1] — F dada por H(z,t) = t¢,, (x) + (1 —
t)¢,,(z), para (z,t) € (AN F) x [0,1].
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Veja que
lp(z) — H(z, )| = lltd(z) + (1 = t)p(x) — te,, () — (1 =)oy, (2)|| <
< té(2) = 6, (@) + (1 = Olé(2) — Gy, (@) <r5 +(1- )7 = .
Dessa forma b ¢ H(O(Q2N F) x [0,1]), pois, para xo € (2N F), temos
b= Hzo,to)| = b= $(ao)| - (o) — H(zo,to)]| > = 5 = 5,
para todo t € [0,1]. Usando a Invariancia do Grau de Brouwer por homotopia, temos

d(¢7‘1797b) = d(arlaQﬂFab) = d(arganFab) = d(¢r2>Qab)'

Dentre as propriedades do grau de Leray-Schauder, destacamos as seguintes:

Proposicdo 3.2: Se 2 é um subconjunto aberto e limitado de E eI : E — E é a aplicacdo
identidade, entao:
1, beQ

Proposicdo 3.3: Sejam Q um subconjunto aberto e limitadode E e¢ =1 —-T : Q — E uma
aplicacao, onde T : Q@ — E é um operador compacto. Se b ¢ ¢(Q), entdo d(¢,Q,b) = 0. Em
particular, temos que se b ¢ ¢(0N) e d(¢,2,b) # 0, entao existe ug € 2 tal que ¢(up) = b.

Proposicdo 3.4: Seja H uma aplicacao em C(Q x [0,1], E) definida por H(x,t) = = — S(z,t),
para (x,t) € Q x [0,1], onde S : Q x [0,1] — E € um operador compacto. Se b ¢ H(092 x [0,1]),
entao d(H(-,t),Q,b) é constante em [0, 1].

As demonstracoes das proposicoes acima sao extensas e, por isso, julgamos por bem

nao explora-las aqui. Estas podem ser encontradas em [2] e [1].
Como consequéncia das trés propriedades listadas acima, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.1 (Teorema do Ponto Fixo de Schaefer): SejaT : E — E um operador compacto.
Se existir r > 0 tal que
oT(u) =u < |ul| <,

parau € E eo € [0,1], entdo T admitira um ponto fixo em E.
Demonstracao Seja B,(0) = {z € E;|jz|| < r} e defina H : B,.(0) x [0,1] — E por H(u,0) =
u— oT(u), para (u,0) € B,(0) x [0,1].

Afirmamos que 0 ¢ H(9B,(0) x [0, 1]). De fato,

0=H(u,0) 0=u—0T(u) ©u=o0cT(u) < uec B.(0).
Pela Proposicao 3.4, temos
d(H(-,0),B,(0),0) =d(H(-,1), B.(0),0) = d(I, B.(0),0) = d(I — T, B,(0),0).

Entao, pela Proposicao 3.2, d(I —T,B,(0),0) = 1 # 0 e, pela Proposicao 3.3, existe u €
B, (0) tal que
(I =T)u=0, isto &, u =T(u).
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