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RESUMO

Neste trabalho consideramos modelos baseados na copula Arquimediana de Clayton
com marginais Weibull ou Exponencial Generalizada para modelar a dependéncia de
dados de sobrevivéncia bivariados na presenca de covariaveis e observacoes censu-
radas. Para fins inferenciais, realizamos uma abordagem Bayesiana usando métodos
Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Além disso, algumas discussoes so-
bre os critérios de selecao de modelos sao apresentadas. Com o objetivo de detectar
observacoes influentes nos dados analisados foi utilizado o método Bayesiano de
analise de influéncia de delecao de casos baseados na divergéncia . Mostramos a
aplicabilidade dos modelos propostos a conjuntos de dados simulados e reais.

ABSTRACT

In this work we consider models based on Clayton Archimedian copulas with margi-
nal Weibull or Generalized Exponential to model the dependence of bivariate survival
data in the presence of covariates and censored data. For inferential purposes, a
Bayesian approach via Markov Chain Monte Carlo (MCMC) was considered. Further,
some discussions on the model selection criteria are given. In order to examine ou-
tlying and influential observations, we present a Bayesian case deletion influence
diagnostics based on the divergence ). The applicability of the proposed models are
illustrated on artificial and real data.

Palavras-chave: Coépulas Arquimedianas; Analise de sobrevivéncia; Inferéncia Bayesiana.

1 INTRODUCAO

Um conjunto de dados de sobrevivéncia multivariados geralmente apresenta associacao
entre os tempos de sobrevivéncia, em que essa possivel associacao é frequentemente mode-
lada por meio de modelos de fragilidade. Nestes modelos, os quais foram proposto por [34],
um ou mais efeitos aleatérios, denominado fragilidade, sao introduzidos na funcao de risco
para descrever essa possivel heterogeneidade entre as unidades em estudo. Neste caso, os
tempos marginais sao condicionalmente independentes dada a variavel fragilidade.

Recentemente, uma alternativa para modelar a dependéncia entre dados multivariados,
especialmente em areas biologicas, ciéncias atuariais e financas € a modelagem por meio
de copulas (ver, por exemplo, [26], [19]). Por exemplo, em ciéncias atuariais copulas sao
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usadas na modelagem de mortalidade e perdas ([13]). Em financas, na classificacao de
crédito e modelagem de risco ([12]). Ja em estudos biomédicos, na modelagem de eventos
correlacionados e riscos competitivos ([1], [32]).

Uma copula é uma funcao que conecta as distribuicéoes marginais univariadas com sua
distribuicao multivariada conjunta. Diferentes copulas representam diferentes estruturas
de dependéncia entre as variaveis ([26]). Uma copula € uma ferramenta conveniente para
estudar a estrutura de dependéncia e é flexivel em aplicacdes, uma vez que quando a
dispersao dos dados nao se ajusta a nenhuma familia conhecida, pode ser dificil especificar
a distribuicao conjunta.

Dados bivariados sao encontrados em situacoes em que se observa dois tempos de vida
para um mesmo equipamento ou paciente. Por exemplo, na area médica pode ocorrer o
interesse em estudar os tempos de vida de orgaos humanos emparelhados como rins e
olhos, o tempo entre a primeira e a segunda internacao, dentre outros. Ja em aplicacoes
industriais, este tipo de dados € observado, por exemplo, em sistema cujo o tempo de
duracao depende da durabilidade de dois componentes, como o tempo de vida de motores
de um aviao bimotor.

Neste trabalho, sob uma abordagem Bayesiana, modelamos a dependéncia de dados
de sobrevivéncia bivariados na presenca de covariaveis e observacdoes censuradas por
meio de copulas Arquimedianas, em particular para a copula de Clayton e, para am-
bas as distribuicoes marginais, assumimos a distribuicao Exponencial Generalizada ou
a distribuicao Weibull. Para fins inferenciais, serao utilizados métodos Monte Carlo em Ca-
deias de Markov (MCMC). Com o objetivo de detectar observacoes influentes nos dados foi
utilizado o método Bayesiano de analise de influéncia caso a caso baseado na divergéncia
1. Mostramos a aplicabilidade dos modelos propostos a conjuntos de dados simulados e
reais.

2 UMA BREVE INTRODUCAO AS FUNCOES COPULAS

As funcgodes copulas permitem construir modelos multivariados que separam o compor-
tamento das variaveis aleatorias marginais da estrutura de dependéncia existente entre
elas.

Copulas sao funcgoes que ligam (conectam) a funcao distribuicao conjunta com suas
funcoes distribuicao marginais univariadas. Alternativamente, copulas sao funcées distribuicao
multivariadas cujas marginais unidimensionais sao Uniformes em [0, 1| (para maiores de-
talhes, ver os livros [25], [20] e [19]).

Uma distribuicao bivariada pertence a familia de copulas Arquimedianas se tem a se-
guinte representacao:

C'd)(u?U) = @(@(u)il + @(v)71)7 0<u,v<1 (1)
em que ¢ € o parametro de dependéncia da copula e ¢ : [0,+00) — [0,1] com ¢(0) = 1 e
lim ¢(z) = 0.

A representacao da copula Arquimediana permite reduzir o estudo de cépula multiva-
riada ao estudo de uma funcao univariada ¢, comumente chamada de gerador de uma
copula Arquimediana.

Considere C(u,v) uma coépula Arquimediana bivariada. Temos entdo as seguintes pro-
priedades:

1. C(u,v) = C(v,u), ou seja, C' € simétrica (permutavel);
2. C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) para todo u,v,w em [0, 1], ou seja, C' & associativa;

3. Seja ¢ a geradora de C. Entao para qualquer constante k£ > 0 tem-se que k¢ também
¢ uma geradora de C.
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Neste trabalho utilizamos a copula Arquimediana bivariada de Clayton ([7]), que tem a
forma:

=

Colu,v) = (U ?+v % —1)"3, 2)

em que ¢ > 0 e a funcdo geradora € dada por ¢(t) = %(tﬂb —1).
Considerando as func¢des de sobrevivéncia u = S(t1) e v = S(t2), temos que a funcao de
sobrevivéncia € dada por:

S(t1,t2) = Co(S(t), S(t2)) = (S(t) ™ + S(t)™* — 1) 7 , 3)

em que S(t1) e S(t2) sdo as funcodes de sobrevivéncia associadas a cada uma das distribuicoes
marginais.

2.1 FUNCOES DENSIDADES DE PROBABILIDADE

Nesse trabalho para ambas as distribui¢coes marginais, assumimos a distribuicao Expo-
nencial Generalizada ou a distribuicao Weibull, que sao apresentadas brevemente a seguir.

DISTRIBUICAO EXPONENCIAL GENERALIZADA

Uma distribuicao Exponencial Generalizada ([16]) € uma boa alternativa ao uso das
populares distribuicoes Gama e Weibull utilizadas na analise de dados de sobrevivéncia
(2).

A distribuicao Exponencial Generalizada de dois parametros tem funcao densidade de
probabilidade dada por:

F(t) = X (L = eap(~A)" " eap(~At), )

emquet>0,a>0e\>0sao os parametros de forma e escala, respectivamente.
As funcoes de sobrevivéncia e de risco associadas a essa densidade sdo dadas, respec-
tivamente, por:
St)=P(T >t)=1—(1—exp(—X\t))” (5)

_ft)  ax(1- eacp(—)\t))o‘_1 exp(—At)
St 1—(1—exp(—At))”
A Figura 1 apresenta o comportamento, para diferentes valores de «, da funcao densi-

dade de probabilidade, da funcao de sobrevivéncia e da funcao de risco dadas em (4), (5) e
(6), respectivamente.

(6)
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FIGURA 1: Grafico da funcao densidade de probabilidade (esquerda), da funciao de sobrevivéncia
(centro) e da funcao de risco (direita) para diferentes valores de o (com A\ = 1).

T. R. BIONDO - A. K. SUZUKI 89



VOLUME 4 - NUMERO 2 DEZEMBRO DE 2016 PAGINAS: 87 A 102

DISTRIBUICAO WEIBULL

A distribuicao Weibull ([37]) € amplamente conhecida em virtude de sua simplicidade
e flexibilidade em acomodar diferentes formas de funcao de risco, sendo um dos modelos
mais utilizados em analise de sobrevivéncia.

Para uma variavel aleatoria 7' com distribuicao Weibull, a funcao densidade de proba-

bilidade € dada por:
0= e (- ()

em quet >0, «>0e >0 sao os parametros de forma e escala, respectivamente.
A funcao de sobrevivéncia do modelo Weibull € dada por:

S(t) = eap (— <;>a> (8)

h(t) = %t“*l. 9)
Esta distribuicao possui riscos crescentes para « > 1, decrescentes para « < 1 € cons-
tantes para a = 1, em que o modelo se reduz a distribuicao Exponencial.
A Figura 2 apresenta o comportamento, para diferentes valores de a e 3, da funcao
densidade de probabilidade, da funcao de sobrevivéncia e da funcao de risco dadas em (7),
(8) e (9), respectivamente.

e a funcao de risco por:
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FIGURA 2: Grafico da funcado densidade de probabilidade (esquerda), da funcdao de sobrevivéncia
(centro) e da funcao de risco (direita) para diferentes valores de « e 3.

2.2 INFERENCIA

Considere (T;1, T;2) € (Cj1,Ci2) os i-ésimos tempos de vida e de censura bivariados, para
i = 1,...,n. Suponha que (7;1,T;2) e (Cj1,Ci2) sao independentes. Para cada individuo i,
as quantidades individuais sao representadas pelas variaveis aleatorias t;; = min(7;;, C;;),
para j = 1,2. Para especificacdo paramétrica das marginais é possivel ligar covariaveis em
cada um dos componentes, isto €, v;=¢(z;). Por simplicidade e para evitar restri¢oes no
espaco paramétrico, consideramos go(acj):exp(m;»r,@j), em que g, corresponde ao vetor de
coeficientes desconhecidos de ordem ¢; x 1, associado as covariaveis z;, j = 1, 2.

Seja D = {(ti1, ti2, zij,0i5);7 = 1,2;i = 1,...,n} os dados observados, em que z;; € um vetor
de covariaveis de dimensao ¢, e §;; = I(t;; = T;;) denota o indicador de censura. Conside-
rando a funcao de sobrevivéncia bivariada S(t1,t2) dada em (3), a funcéo de verossimilhanca
([21]) € dada por:
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n . as( il ) 62‘1(1*51'2)
L(¥|D) t z16z2 7’ 10
D) 1;[1 1.t ( T (10)
—y 8i2(1—041)
_aS tir, tiz) (S(til’tﬂ))(lf@l)(l*&z) ’
Otin
em que 9=(¢, a1, as, B8, 85) € f(ti1, tin) = % € a funcao de densidade bivariada. Para

obter a funcao de verossimilhanca é preciso obter as derivadas de S(t1,t2), que sao dadas
abaixo:

%(attll’tz) = —f(t)S(0) TN (S (1) 0+ S(t2) P — 1) e,
655;22’2&2) = —f(tQ)S(tQ)_¢—1(S(tl)—¢ + S(tz) _ 1)—7—1
€
0S(t1,t2)  0S(t1,t2) 2

i = anern = (S04 8) 0 =1 TS0 + o).

Consideramos uma distribuicao a priori conjunta propria para os parametros do modelo
para garantir que a distribuicao a posteriori conjunta seja propria (17). Assumindo as
distribui¢oes a priori independentes, a densidade a priori conjunta de 9=(¢, a1, a2, 3,,35) €
dada por:

2
&) [T () [T (8w, (11)

j=1 k=1

em que
ﬂ(ﬁj) = W(/ley--w/@jq H /sz
Assumimos as seguintes distribuicoes a priori:

¢ ~ Gama(0.1,0.01)
ag ~ Gama(0.1,0.01)

Bji ~ Normal(0, 10%), (12)

parak=12 j5j=12e1=1,...,q
Combinando a func¢ao de verossimilhanca (10) e a distribuicao a priori (11), a distribuicao
conjunta a posteriori de ¥ € dada por:

7(9|D) o L(9|D)m(9). (13)

Neste artigo assumimos que as marginais 7; tém distribuicao Exponencial Generalizada
ou Weibull com parametros «; e \;; = exp(fo; + f1;2:), ¢ = 1,...,n e j = 1,2. Esta densidade
a posteriori conjunta é analiticamente intratavel. Assim, para fins inferenciais utilizamos
métodos MCMC. Todas as implementacoes computacionais foram realizadas utilizando os
sistemas JAGS -Just Another Gibbs Sampler ([28]) € R ([30]) por meio do pacote rjags ([10]).
As estimativas dos parametros sao dadas pelas médias da distribuicao a posteriori.
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2.3 CRITERIOS DE COMPARACAO DE MODELOS E DIAGNOSTICO DE OBSERVACOES
INFLUENTES

Na literatura encontramos diversas metodologias que se propoem a analisar a adequa-
bilidade de um modelo a um certo conjunto de dados, além de, dentre uma colecao de
modelos, selecionar o melhor.

Analogamente a [23], neste trabalho utilizamos quatro critérios de selecao de modelos: o
DIC (Deviance Information Criterion) proposto por [31], o EAIC (Expected Akaike Information
Criterion) por [3], o EBIC (Expected Bayesian (ou Schwarz) Information Criterion) por [5] € o
B (Mean of Logarithm of the Pseudo Marginal Likelihood) que € derivado das ordenadas da
densidade preditiva condicional (CPO) ([6]).

Uma forma utilizada de avaliacao da influéncia de uma observacao no ajuste de um
modelo é por meio da exclusao de casos ([8]). Atualmente, técnicas de influéncia local tém
sido amplamente utilizadas, por exemplo em [4], [35] e [22].

Neste trabalho vamos considerar a analise de influéncia de delecao de casos baseado
na divergéncia . Seja D, (P;P_;) a divergéncia ) entre P e P_;, em que P indica a
distribuicdo a posteriori de 9 para os dados completos e, P_; a distribuicdo a posteriori
sem o i-ésimo caso. Especificamente,

(9D

em que ¢ € uma funcao convexa com (1) = 0. Varias escolhas de ) sdo dadas em [11]. Por
exemplo, ¢(z) = —log(z) define a divergéncia de Kullback-Leibler (K-L), ¥(z) = (z — 1) log(z)
a distancia J (ou a versao simétrica da divergéncia de K-L), ¢(z) = 0.5|z — 1| a distancia
variacional ou norma L; € ¥(z) = (z — 1)? define a divergéncia x?.

Podemos calcular Dy (P; P_;)) considerando uma amostra da distribui¢ao a posteriori
de ¥ via métodos MCMC. Considere 9V, ..., 9(Y) uma amostra de tamanho V de = (d|D).
Entao, uma estimativa Monte Carlo € dada por:

~ 1 < (9@ D(-1)
Dw(P,P(i)):qulz/;(W : (15)

A medida Dy (P; P_;)) pode ser interpretada como a divergéncia 1 do efeito da exclusao
do i-ésimo caso dos dados completos na distribuicao a posteriori de 9.

Como apontado por [27] e [38], pode ser dificil para um profissional (por exemplo, um
meédico) avaliar o ponto de corte da medida de divergéncia, de modo a determinar se uma
observacao ou um pequeno subconjunto de observacoes € influente ou nao. Neste contexto,
usamos a proposta dada por [27] e [38]. Considere uma moeda viesada com probabilidade
de sucesso p. Entao, a divergéncia i) entre a moeda viesada e a nao viesada é:

Dyt )= [0 (45 talas, 16

em que fo(z) = p*(1 —p)'™* e fi(z) = 0.5, x = 0,1. Se Dy(fo, fi) = dy(p), entdo pode ser
facilmente verificado que d,, satisfaz a seguinte equacao:

du(p) Y(2p) + 1/12(2(1 —p) (17)

Nao é dificil notar que, para as medidas de divergéncia consideradas, d,, aumenta a medida
que p afasta-se de 0.5. Além disso, dy(p) € simétrica em torno de p = 0.5 e d,, atinge seu
minimo em p = 0.5. Neste ponto, dy(0.5) = 0 e fo = fi. Portanto, se considerarmos p > 0.80
(ou p < 0.20) como uma moeda muito viciada, entao dr,(0.80) = 0.30. Esta relacao implica
que o i-ésimo caso € considerado influente quando d, (0.80) > 0.30.
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Logo, se utilizarmos a divergéncia de Kullback-Leibler, podemos considerar que uma
observacao ¢é influente quando dg.p > 0.223. Da mesma forma, usando a distancia J ou a
divergéncia x?, uma observacao na qual d; > 0.416 ou d,2(0.80) > 0.360 pode ser considerada
influente.

3 ESTUDO DE SIMULACAO

Inicialmente empregamos dados simulados para estudar as propriedades frequentistas
dos estimadores Bayesianos quando os parametros do modelo sao conhecidos. O objetivo
deste estudo de simulacao € mostrar o bom comportamento das estimativas Bayesianas,
com base na média frequentista e nas medidas utilizadas para comparacao de modelos:
EAIC, EBIC, DIC e B.

Para simular n observacodes (¢;1,t;2) do modelo baseado na copula de Clayton, assu-
mindo que as marginais 7; tém distribuicao Exponencial Generalizada ou Weibull, com
paramétros «o; € \;; = exp(fo; + B1;2:), j = 1,2, realizamos o seguinte algoritmo:

Algoritmo implementado no software R

Passo 1: Gerar as covariaveis z; de uma distribuicao Bernoulli com parametro 0.5.

Passo 2: Gerar os tempos de censura C;; a partir de uma distribuicao Uniforme U(0, 7;),
com 7; controlando o percentual de observacoes censuradas, j = 1,2.

Passo 3: Gerar u;; ~ U(0,1) para obter o T;; e calcular ¢;; da seguinte forma:
- Se for para a distribuicao Weibull: Gerar 7;; = (—log(1 — uz‘1>/)\i1)1/a1 em que u;; ~ U(0,1).
Comparar T;; com o valor de censura (;; a fim de determinar o indicador de censura d;; €
o valor observado dado por ¢;; = min(7;1, Ci1).
- Se for para a distribuicdo Exponencial Generalizada: Gerar Tj; = ((—log(u1)/Mi1))Y* em
que u;; ~ U(0,1). Comparar T;; com o valor de censura C;; a fim de determinar o indicador
de censura J;; e o valor observado dado por ¢;; = min(7;1, C;1).

Passo 4: Gerar u;; ~ U(0,1) para obter o Tj, e calcular ¢;» da seguinte forma:
- Se for para a distribuicao Weibull: calcular w; = [u#(uff’/ @+ _ 1) + 119,
Obter T;o = (—log(1l — w;)/ )\,-2)1/ %2 e entao comparar Tj; com o valor de censura C;; a fim de
determinar o indicador de censura d;2 e o valor observado dado por t;2 = min(7;e, C;2).
- (Se/fc))r para a distribuicdo Exponencial Generalizada: calcular w; = [ui_lqﬁ(ui_f/ (+1) _ 1) +
1)(=1/9),
Obter T;2 = (—log(w;)/ Xi2)Y/*? e entdo comparar Tj» com o valor de censura Cj a fim de
determinar o indicador de censura ;2 € o valor observado dado por t;2 = min(7Z;2, C;2).

Neste trabalho, simulamos os conjuntos de dados assumindo (0%, 0%) e (30%,20%) de
censuras para dois diferentes tamanhos de amostras N = 50 e N = 200. Para cada caso,
geramos 200 conjuntos de dados. Para o modelo com marginais Weibull, considerando os
seguintes parametros: a; = 2, o1 = —1, f11 = 0.5, aa = 3, B2 = 1, P12 = 05 e ¢ = 4. Ja
para o modelo com marginais Exponencial Generalizada, os seguintes parametros: «; = 0.5,
Bor = 1.5, f11=-05, a2 =1, Boa =3, fra=—-1€e¢p=2.

Para cada conjunto de dados gerados simulamos duas cadeias de tamanho 65.000 para
cada parametro. Foram desconsideradas as primeiras 10.000 iteracoes para eliminar o
efeito dos valores iniciais. Para evitar problemas de autocorrelacao, consideramos um
espacamento de tamanho 10, obtendo uma amostra final de tamanho 11.000 sobre a qual a
inferéncia a posteriori € baseada. Para cada amostra, a média e o desvio padrao a posteriori
dos parametros e os valores dos critérios de selecao de modelo sao gravados.

A convergéncia das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados
por [9] (pacote CODA [28]). Em todos os casos, a convergéncia foi verificada por meio do
diagnostico de Gelman-Rubin [14] sendo muito proximo a 1 (< 1.01).
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A Tabela 1 apresenta a média Monte Carlo (MC) das estimativas dos parametros ajus-
tando as distribuicoes Weibull e Exponencial Generalizada na copula de Clayton para o
caso sem censura (0%, 0%) e com censura (30%,20%) e dois tamanhos de amostras simula-
das. Podemos observar que nos casos em que se gera e se obtém o ajuste do mesmo modelo
(com e sem a presenca de censura) as estimativas obtidas estao proximas, em meédia, do
verdadeiro valor e, para os modelos cruzados, as estimativas diferem bastante, especial-
mente no caso em que o verdadeiro modelo € Weibull e ajustamos o modelo Exponencial
Generalizada.

A Tabela 2 apresenta a média Monte Carlo (MC) dos quatro critérios de comparacao de
modelos para comparac¢ao dos modelos de sobrevivéncia bivariado baseado na copula de
Clayton com marginais Weibull ou Exponencial Generalizada. Podemos observar que, para
0s casos com e sem censura, o verdadeiro modelo gerado obteve melhor ajuste de acordo
com todos os critérios considerados.

4 DIAGNOSTICO DE OBSERVACOES INFLUENTES

Para examinar o desempenho da medida de diagnostico, geramos uma amostra de tama-
nho 400 para o modelo Clayton bivariado com marginais Weibull, considerando os seguintes
parametros: a3 = 2, Bp1 = —1, 11 = 0.5, ag = 3, Bo2 = 1, f12 = —0.5 e ¢ = 4. Consideramos
que 30% do tempo 1 e 25% do tempo 2 foram censurados.

Selecionamos os casos 100 e 200 (ambos os tempos observados), 300 (tempo 1 obser-
vado e tempo 2 censurado) e 400 (ambos os tempos censurados) para perturbacao. Para
criar observacoes artificialmente influentes no conjunto de dados, escolhemos um, dois ou
trés desses casos selecionados. Para cada caso, pertubamos um ou ambos os tempos da
seguinte forma: =t + 5Dy,i = 1,2, em que D; € o desvio padrao dos t;’s. Para os casos
100, 200 e 400 ambos os tempos de vidas foram perturbados e para o caso 300 apenas o
tempo de vida t¢; foi perturbado.

Para a implementacao do algoritmo MCMC, assim como a verificacdo da convergéncia
das cadeias, realizamos os mesmos procedimentos descritos anteriormente.

A Tabela 3 mostra que as inferéncias a posteriori sao sensiveis a perturbacao do(s)
caso(s) selecionado(s).

A Tabela 4 apresenta os critérios Bayesianos do ajuste de diferentes casos de conjuntos
de dados perturbados. Podemos observar que o conjunto de dados (a) (conjunto dos dados
originais simulados) teve o melhor ajuste.

Vamos considerar as amostras da distribuicdo a posteriori dos parametros do modelo
Clayton bivariado para obter uma estimativa das quatro medidas de divergéncia, cujos
resultados estao apresentados na Tabela 5. A Tabela 5 mostra, antes da perturbacao
(conjuntos de dados (a)), que todos os casos selecionados nao sao influentes, com pequenas
medidas de divergéncia. Entretanto, apds perturbacoes (conjunto de dados (b) a (h)) as
quatro medidas aumentam, indicando que os casos sao influentes.

As Figuras 7 e 8 mostram os graficos de indices das quatro medidas de divergéncia
para o conjunto de dados (b) e (h). Claramente, podemos ver que as quatros medidas de
divergéncia detectam os pontos influentes.

5 APLICACAO A DADOS REAIS

Como aplicacao a dados reais, utilizamos os dados apresentados em [24] que se refere
a 38 pacientes com insuficiéncia renal. Os tempos (em dias) bivariados medidos sdo a
respeito de recorréncia de infeccao no local onde foi inserido o catéter nos pacientes que
utilizaram um aparelho portatil de dialise, sendo dado para cada paciente dois tempos
de recorréncia. Vamos considerar como covariavel o sexo do paciente (0: masculino, 1:
feminino).
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TABELA 1: Média MC das estimativas dos parametros ajustando o modelo Clayton bivariado com marginais Weibull e Exponencial Generalizada para

as duas configuracoes de censuras e tamanhos de amostras simuladas.

Verdadeiro modelo Modelo ajustado
N =50 N =200
Parametro Weibull Exponencial Generalizada Weibull Exponencial Generalizada
(0%, 0%) (30%, 20%) (0%, 0%)  (30%, 20%) (0%, 0%) (30%, 30%) (0%, 0%)  (30%, 20%)
r1 2.076 2.108 3.100 3.287 2.029 2.019 2.950 2.978
Bo1 -1.043 -1.054 0.166 0.184 -1.012 -1.009 0.164 0.171
P11 0.515 0.493 0.250 0.246 0.498 0.503 0.246 0.249
Weibull 2 3.124 3.128 10.188 9.563 3.036 3.039 9.244 8.708
Boz 1.024 1.038 1.452 1.431 1.017 1.016 1.456 1.438
B2 -0.511 -0.555 -0.163 -0.169 -0.516 -0.514 -0.169 -0.169
0] 4.092 4.232 5.020 4.858 3.978 4.020 4.821 4.517
1 0.680 0.657 0.514 0.521 0.667 0.612 0.504 0.506
Bor 1.551 1.714 1.513 1.387 1.507 1.350 1.499 1.465
B -0.354 -0.347 -0.521 -0.554 -0.338 0.340 -0.510 -0.524
Exponencial Generalizada ro 1.021 1.036 1.052 1.049 0.972 1.004 1.007 1.016
Boz 3.073 3.394 3.007 2.962 2.923 3.004 2.996 2.992
B2 -1.031 -1.044 -1.006 -1.033 -0.978 -1.012 -1.006 -1.009
® 1.950 1.985 2.111 2.294 1.997 2.029 2.014 2.061
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TABELA 3: Média e desvio padrao das estimativas a posteriori dos parametros do modelo.

Nome Identificacao o Bo1 B11 o9 Bo2 512 10)

dos dos casos Média Média Média Média Média Média Média

Dados perturbados DP DP DP DP DP DP DP
a Nenhum 1.918 -1.003 0.487 2.812 0.929 -0.497 4.486
0.075 0.085 0.087 0.105 0.071 0.088 0.430
b 100 1.932 -1.016 0.467 2.725 0.912 -0.524 4.510
0.076 0.085 0.086 0.100 0.070 0.088 0.423
C 200 1.771 -0.992 0.580 2.375 0.704 -0.231 4.027
0.073 0.085 0.090 0.083 0.070 0.087 0.409
d 300 1.787 -0.880 0.354 2.697 0.931 -0.562 4.103
0.070 0.082 0.090 0.104 0.072 0.091 0.405
e 400 1.869 -1.014 0.510 2.713 0.859 -0.439 4.688
0.073 0.086 0.089 0.100 0.070 0.088 0.439
f {100, 200} 1.785 -1.002 0.558 2.331 0.697 -0.257 4.072
0.073 0.087 0.089 0.082 0.071 0.087 0.415
g {300, 400} 1.747 -0.893 0.377 2.605 0.868 -0.507 4.288

0.068 0.080 0.087 0.098 0.069 0.089 0.418
h {100, 200, 300} 1.693 -0.902 0.433 2.265 0.720 -0.342 3.773
0.070 0.083 0.090 0.082 0.071 0.088 0.401

Legenda: DP denota o desvio padrao, o conjunto de dados (a) denota os dados originais
simulados sem perturbacao e os conjuntos de dados (b) a (h) denotam os conjuntos de
dados com casos perturbados.
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FIGURA 3: Graficos de indices das medidas de FIGURA 4: Graficos de indices das medidas de
divergéncia para o caso (b). divergéncia para o caso (g).

Ajustamos o modelo Clayton bivariado com ambas marginais Weibull ou Exponencial
Generalizada, considerando duas cadeias de tamanho 65.000, desconsiderando as primei-
ras 10.000 iteracoes para eliminar o efeito dos valores iniciais e, para evitar problemas de
autocorrelacao, foi considerado um espacamento de tamanho 10, obtendo uma amostra
efetiva de tamanho 11.000 sobre a qual a inferéncia a posteriori € baseada. A convergéncia
das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados por [9]. Na Tabela
6 apresentamos 0s resumos a posteriori para os parametros do modelo Clayton bivariado
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TABELA 4: Critérios Bayesianos ajustando o modelo de sobrevivéncia Clayton bivariado com mar-
ginais Weibull para cada conjunto de dados simulados.

Nome Critérios Bayesianos

dos dados DIC EAIC EBIC B

362.650 369.504 397.444 -0.444
376.624 383.720 411.660 -0.462
453.459 460.493 488.433 -0.558
422.874 429.785 457.725 -0.520
382.984 389.755 417.696 -0.470
464.639 471.396 499.336 -0.572
442.171 448.953 476.894 -0.544
520.539 527.270 555.210 -0.642

5o - 0 A0 O W

TABELA 5: Medidas de divergéncia para o modelo Clayton bivariado com marginais Weibull para
cada conjunto de dados simulados.

Nome dos Identificacao Medidas de divergéncia
dados dos casos K-L J Ly 2

a 100 0.013 0.025 0.063 0.026
200 0.010 0.017 0.052 0.018
300 0.000 0.001 0.015 0.001
400 0.007 0.016 0.050 0.016

b 100 1.355 3.108 0.625 26.571

c 200 11.921 27.793 1.411 14544.162

d 300 4.123 11.837 1.080 1379.935

e 400 0.821 1.762 0.490 7.134

f 100 0.337 0.794 0.333 3.297
200 11.576 12.846 0.609 107.384

g 300 3.636 6.606 0.776 142.997
400 0.705 1.494 0.460 4.116

h 100 0.417 0.942 0.371 3.192
200 8889 9.903 0.607 21.192
300 2.786 5992 0.804 117.299

para ambas as distribuicoes.

Nas Figuras 9 e 10 apresentamos os graficos de indices considerando o modelo de
Clayton com ambas marginais Weibull e Exponencial Generalizada, respectivamente. Em
ambos 0s casos, podemos observar que todas as medidas detectam a observacao 21 como
possivel ponto influente.

A Tabela 7 mostra que as quatro medidas de divergéncia que detectam a observacao 21
como influente.

A Tabela 8 apresenta os critérios de comparacao de modelos para comparar o modelo
de sobrevivéncia bivariado baseado na copula de Clayton com marginais Weibull e o mo-
delo de sobrevivéncia bivariado baseado na copula de Clayton com marginais Exponencial
Generalizada. Como resultado, consideramos que o modelo com marginais Weibull obteve
o melhor ajuste neste conjunto de dados levando em consideracao que todos os critérios
utilizados dao evidéncias positivas a favor deste modelo.

As Figuras 10 e 11 mostram, respectivamente, as curvas de Kaplan-Meier para as
variaveis 77 e T dicotomizadas pelo sexo do paciente juntamente com os ajustes do modelo
de sobrevivéncia bivariado baseado na copula de Clayton com marginais Weibull.
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TABELA 6: Média a posteriori, desvio padrao (DP) e intervalo de credibilidade (IC) de 95% para os
parametros do modelo Clayton bivariado com marginais Weibull ou Exponencial Gene-

ralizada.
Parametro Weibull Exponencial Generalizada
Média DP IC (95%) Média DP IC (95%)
a1 0.964 0.129 (0.729, 1.233) 1.000 0.218 (0.616, 1.475)
Tempo 1 Bo1 -3.281 0.590 (-4.482, -2.209) -3.427 0.335 (-4.144, -2.841)
Bi1 -1.877 0.418 (-2.675, -1.028) -1.937 0.371 (-2.643, -1.188)
%) 0.800 0.107 (0.601, 1.024) 0.776 0.167 (0.492, 1.149)
Tempo 2 Bo2 -3.377 0.634 (-4.690, -2.204) -4.629 0.365 (-5.423, -3.984)
B2 -0.540 0.361 (-1.220, 0.199) -0.513 0.408 (-1.285, 0.340)
Copula 10) 0.518 0.284 (0.134, 1.224) 0.489 0.279 (0.085, 1.162)
—
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FIGURA 6: Graficos de indices das medi-
FIGURA 5: Graficos de indices das medi- das de divergéncia considerando a
das de divergéncia considerando a distribuicdo Exponencial Generali-
distribuicao Weibull. zada.

6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos a modelagem de dados de sobrevivéncia por meio de
copulas Arquimedianas, em particular para a copula de Clayton. Todo o procedimento in-
ferencial foi realizado sob uma abordagem Bayesiana assumindo auséncia de informacao a
priori. Como aplicacao dos modelos estudados realizamos um amplo estudo de simulacao
no qual verificamos que, com diferentes tamanhos amostrais e diferentes configuracoes de
censura, as estimativas obtidas foram préximas do verdadeiro valor.

Avaliamos a robustez do modelo relacionado as escolhas dos hiperparametros das distribuicoes
a priori, realizando um estudo de sensibilidade no qual constatamos que as estimativas
dos parametros a posteriori nao apresentaram diferencas significativas nos resultados das
aplicacoes aos dados artificiais e aos dados reais.

Verificamos que as quatros medidas de divergéncia detectam os pontos influentes do
modelo com um certo padrao de perturbacao que foi adotado no trabalho.

Como estudos futuros estamos interessados em utilizar outras distribui¢cdes marginais,
tais como o modelo de Cox e o modelo Exponencial por partes, como também os modelos
de sobrevivéncia com fracao de cura.
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TABELA 7: Medidas de convergéncia para as marginais Weibull e Exponencial Generalizada.

Nome do dado Distribuicao Medidas de divergéncia
K-L J Ly X2
Observacao 21 Weibull 1.923 3.315 0.604 26.996

Exponencial Generalizada 2.248 6.229 0.869 133.623

TABELA 8: Critérios para comparacao dos modelos.

Modelo Critérios Bayesianos
DIC EAIC EBIC B
Weibull 725.192 737.731 749.194 -9.631

Exponencial Generalizada 725.865 739.027 750.490 -9.661
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FIGURA 7: Curvas de Kaplan-Meier e curvas FIGURA 8: Curvas de Kaplan-Meier e curvas
de sobrevivéncias Weibull estima- de sobrevivéncias Weibull estima-
das para a variavel 7;. das para a variavel T5.
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