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RESUMO

Este trabalho teve como motivagao o tdpico inicial do minicurso intitulado O ¢-Cdlculo: Uma In-
trodugao, oferecido durante o V Programa de Verdo do PosMAC/ UNESP. Neste t6pico foi apresentado
o seguinte problema motivador do curso: calcular a transformada de Fourier da seguinte funcao:

a [l — =4z 2q%l,—oo< <1
fala) = Mol e, mo < 1)
afll—=2(2) 1< g <3

onde ¢ ¢ um nimero real (parametro de extensividade) e @~ e at sdo constantes (dependem de q).

A fungdo acima é conhecida como distribuicio de Tsallis (com média 0 e varidncia 02), e aparece na
mecanica estatistica nao-extensiva. Sabe-se que, quando ¢ — 1, a distribuicao de Tsallis converge para a
distribucao Gaussiana com média 0 e variancia o2.

Considerou-se o caso 1 < ¢ < 3. Para se calcular a transformada de Fourier da distribuigao de Tsallis,

deve-se resolver a seguinte integral impropria:
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Esta é uma tarefa bastante drdua, ainda que seja fixado um valor para o parametro ¢. Assim, é
interessante recorrermos ao calculo da transformada de Fourier da distribuicao Gaussiana mencionada
anteriormente, para se ter uma ideia de como atacar o problema acima. Neste caso, temos:
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Considerando o limite fundamental lim,_,o(1 + nz)% = e” e a convergéncia da distribuicao de Tsallis

. ~ 1— 1 .~ ~ .
para a Gaussiana, a expressao (3—73)(%)2] T-a em 2 sugere a definicdo de uma nova funcao exponencial,

eg, denominda g-ezponencial dada por: ey = [1 + (1 — q)x]ﬁ Dali, a integral em 2 se torna: pr(w) =
fjooj eiwma;egﬁ(%ﬁdaa

Percebeu-se, para continuidade da resolugao do problema, a necessidade da definicao de novas operacoes
que garantissem a preservacio das propriedades bésicas da funcdo exponencial. Uma nova adi¢do (g-
soma), B, foi definida por zBy = z+y+ (1—q)zy, garantindo a propriedade €q-€0 = egﬁy. Para se definir
uma nova operagdo de multiplicacao (g-multiplicagdo), definiu-se, antes, uma ¢- fungao logaritmo, dada
por Ing = % :11—17 a partir da qual se chegou & g-multiplicacdo,X, dada por Xy = [2179 +y1 9 — 1]1f1q’
satisfazendo a propriedade Inqx + Ingy = Ingz M y.

Com estas duas operagdes, era natural querer investigar se a estrutura algébrica obtida, cf.[Borges (2004)]
R,(H,X) (o conjunto dos numeros reais com as duas g-operagées) constituia um Corpo. Conclui-se que
a distributividade nao é satisfeita, sendo, entdo, o R,(H, X) classificado como um Quasi-corpo.

Feita esta discussao algébrica, voltou-se ao problema da resolugao da integral em 2 e introduziu-se o
conceito de g-Transformada de Fourier baseado nas g-operagoes e na g-exponencial. Este trabalho pre-
tende, portanto, apresentar todos os conceitos apresentados na caracterizacdo do Quasi-Corpo R4(8,X)

e a ligacao entre o problema de motivacao do referido minicurso e a teoria do ¢-Cdlculo.

Referéncias

[Borges (2004)] Borges, E. P., “A possible deformed algebra and calculus inspired in nonextensive ther-
mostatistics 7, in Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, Vol. 340, 1, 95- 1011.


ra115171
Typewritten Text
Anais do III Colóquio de Matemática da Região Sudeste. 
Uberlândia - 13 a 17 de abril de 2015.
Revista Matemática e Estatística em Foco – ISSN: 2318-0552


.Anais do Il Coléquio de Matematica da Regido Sudeste

ng SBM .Uberlandia - 13 a 17 de abril de 2015

Sociedads Brasikita de Matemdticn Revista Matematica e Estatistica em Foco — ISSN: 2318-0552

Algebras de Lie de grupos algébricos

Adriana Rodrigues da Silva Mateus Alves Melo*
Faculdade de Matemética, UFU
Av. Joao Naves de Avila 2121
38408-100, Uberlandia, MG

E-mail: adriana@famat.ufu.br m2alvesmelo@hotmail.com

RESUMO

Seja S um subconjunto de R*. Um vetor v é dito ser tangente a S num ponto z se houver um
caminho diferencidvel ((t) inteiramente contido em S, tal que ¢(0) =z e ¢'(0) = v.

Vamos introduzir um elemento infinitesimal . Trabalharemos com a regra €2 = 0 para definir o
espago vetorial £ = {a + be | a,b € R}. Dado um ponto = de R* e um vetor v € R¥, a soma z + ve é um
vetor com entradas em E que interpretamos intuitivamente como uma mudanga infinitesimal em x, na
direcao de v.

Seja I = {fa}a CR[zy,..., 2] uma colegio de polindmios. Se S é o lugar geométrico de zeros de f,,
ou seja, S = Z(I) = {x € R* | fa(x) =0, Vf, € I}, ele é chamado um conjunto algébrico real.

No caso em que S é um conjunto algébrico real, definido por equagoes polinomiais f,(z) = 0, um
vetor v é chamado uma tangente infinitesimal a S em x € S se f,(x + ve) = 0.

O grupo geral linear GL,(R) é formado pelas matrizes reais de ordem n com determinante nao
nulo. Todo subgrupo de GL,(R) definido por um sistema de equagdes polinomiais é dito um grupo
algébrico linear.

Considere G um grupo algébrico linear. O espago de vetores tangentes a G na matriz identidade I, é
chamado a algebra de Lie do grupo G. Denotamos G = TG.

Nosso objetivo é descrever as algebras de Lie de alguns grupos algébricos lineares.

Seja G = SL,(R), o grupo algébrico linear das matrizes de determinante 1. Entao, G é formada pelas
matrizes de trago nulo.

Se G = 0,(R), isto ¢, o grupo das matrizes A € GL,(R) tais que A*A = I, entdo G é o espago vetorial
das matrizes n x n antissimétricas.

Uma vez que a dlgebra de Lie G é isomorfa a dlgebra dos campos vetoriais sobre G que sao invariantes
por translagdo, a estrutura infinitesimal do grupo G no elemento identidade é quase o suficiente para
estudarmos a estrutura do grupo G.

Referéncias
[1] ARTIN, M., Algebra, Prentice Hall, 1991.
[2] BOREL, A., Linear Algebraic Groups, W. A. Benjamin, Inc., 1969.

[3] GROVE, L.C., Classical Groups and Geometric Algebra, Graduate studies in mathematics, v.39,
2001.
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RESUMO

As aplicagoes da Andlise Combinatéria no dia-a-dia sdo realmente fascinantes, pois, basta um problema
que envolve contagem (ou escolhas) para vermos esta teoria na sua resolugdo. Por exemplo, nas formas de
escolher opgoes de roupas para sair, ou opgoes de pizza para comer, assim como, nas formas de distribuir
presentes no final de ano, ou até mesmo num jogo de lancar dados, como no problema estudado por Galileu
Galilei, onde achava que no langamento de trés dados equilibrados, do tipo ctbico, com faces numeradas
de 1 a 6, obtinha-se a soma 9 ou 10 com a mesma frequéncia, o que na verdade nao acontece. Basta
verificar isto, utilizando a técnica de fungoes geradoras na solucao da equagao linear 1 + o + 3 = 7
onde 1 < z; < 6 com ¢ = 1,2,3. Neste trabalho pretendemos apresentar a aplicacao do método de
fungoes geradoras na solucao do problema de permutagoes caéticas de n elementos que sdo a quantidade
de permutagoes das n letras a, b, ¢, ..., nas quais nenhuma delas ocupa sua posigao original, isto é, i-ésima
posicao, denotado por D,, e dado pela expressao a seguir:

Dp=nl) (-1)" (5) Vn>1
=0 :

Referéncias

[1] SANTOS, J.P.O.; MELLO, M.P.; MURARI, 1.T.C. Introduc¢io ¢ Andlise Combinatdria. Rio de
Janeiro. Editora Ciéncia Moderna. 2007.

[2] NOLIBOS, D. A.. Relagées de Recorréncias e Aplicagées, Dissertagao. Campinas, UNICAMP. 2010.
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RESUMO

Este trabalho é fruto de estudos realizados em um projeto de iniciagao cientifica realizado no cam-
pus da Universidade Estadual de Feira de Santana, cujo objetivo é compreender os conceitos basicos
da Teoria Combinatorial de Grupos. A Teoria Combinatorial de Grupos surgiu no final do século XIX
(Chandler; Magnus, 1982), com o trabalho de Dyck (1882) e consiste em estudar grupos a partir de
suas apresentacoes, isto é, de seus geradores e relacoes. Essa abordagem permitiu a aplicagao mais
eficiente de teoria de grupos a vérias areas da matemaética e é especialmente 1itil no estudo de grupos infi-
nitos. Enquanto o conceito de geradores de um grupo é em geral introduzido nas disciplinas de algebra da
graduacao em matematica, o conceito de relagoes é visto apenas superficialmente, sem uma definigao clara.

Uma apresentacgao de um grupo é dada por dois conjuntos: um conjunto de geradores e um conjunto
de relacoes. Todo elemento do grupo pode ser obtido a partir de aplicagoes sucessivas da operagao sobre
os geradores, e as relagoes sao propriedades que sao satisfeitas por esses geradores e que sao suficientes
para determinar o grupo.

A notagéo é a seguinte:

G=(X|R),
onde X é o conjunto de geradores e R é o conjunto de relagoes.
Por exemplo, o grupo Sz = {1,a,a? b, ba,ba’} tem a seguinte apresentacio:
Ss={a,bla®=b*=1,ab=0ba""),

que nos diz que o grupo pode ser descrito como tendo dois geradores, sendo um deles de ordem 3 e
um de ordem 2, satisfazendo mais uma relagao como descrita para de fato caracterizar o grupo Sj.

Em nossa apresentacao, apés uma rapida introducao sobre a teoria bésica de grupos, definiremos e
exibiremos brevemente a construgao de grupos livres, pois para definirmos formalmente o que é uma
apresentagao de grupo, antes se faz necessério abordar o conceito de grupo livre (um grupo desprovido de
relacoes, cujos elementos podem ser vistos como classes de equivaléncias de palavras formadas a partir de
seus geradores e seus inversos). A seguir, exibiremos a defini¢do de apresentagdo de um grupo e exemplos
de apresentagoes de grupos importantes para a propria teoria de grupos e outras areas da matemaética.

Referéncias

[1] CHANDLER, B.; MAGNUS, W. The History of Combinatorial Group Theory: a case study in the
History of Ideas. Springer-Verlag, 1982

[2] COHEN, D. E. Combinatorial group theory: a topological approach. Cambridge University Press,
1989.

[3] DYCK, W. von, “Gruppentheoretische Studien”. In: Math Annalen, 20, 1882, p. 1-44.
[4] GONCALVES, Adilson, Introdugdo a dlgebra, 5. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2012.
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RESUMO

Uma base de Groebner é um conjunto de polinémios nao lineares em vdrias varidveis que goza de
certas propriedades que permitem solugoes algoritmicas simples para varios problemas fundamentais em
matematica.

Neste trabalho, apresentaremos o que é uma ordem monomial no conjunto de monémios do anel de
polinémios em varias varidveis, o algoritmo de Euclides para polinémios em vérias varidveis, a definicao
de ideais monomiais e o Lema de Dickson. Com isto, provamos o Teorema das Bases de Hilbert e a seguir
estudamos o algoritmo de Buchberger, que permite construir, em um nimero finito de etapas, uma base
de Groebner para um ideal polinomial qualquer, a partir de um conjunto finito de geradores.

Por fim, daremos algumas aplicacoes de Bases de Groebner: como determinar quando um polinémio
pertence a um ideal gerado por varios polinébmios e como resolver um sistema de equagoes polinomiais.

Referéncias

[1] ATIYAH, M. F.; MACDONALD, 1. G. Introduction to Commutative Algebra. London: Westview
Press, 1969.

[2] COX, D.; LITTLE, J.; DONAL, O. Ideals, Varieties and Algorithms. Massachussets: Springer, 2005.
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RESUMO

Quando se trabalha com grupos finitos, sabe-se que existem grupos com uma quantidade arbitraria de
elementos. De fato, dado um inteiro positivo n, um exemplo de grupo com n elementos é o grupo Z/nZ
de inteiros médulo n. Mais ainda, dentre os grupos com o mesmo ntimero de elementos, podem haver
dois que nao sao isomorfos entre si, isto é, com estruturas bem diferentes. Existem estudos voltados para
a descricao das diferentes estruturas de grupo que podem ser definidas sobre um mesmo conjunto.

Entretanto, quando se trata de corpos, a histéria é outra. O objetivo deste trabalho é enunciar alguns
teoremas sobre a classificacao de corpos finitos. Da Teoria dos Niimeros, sabemos que Z/nZ é um corpo
(com a soma e produto usuais) se, e somente se, n é um nimero primo. Alguém poderia se perguntar
se é possivel definir uma estrutura de corpo em Z/nZ quando n néo é primo. Tomemos, por exemplo,
um corpo K com 6 elementos. Sendo 1 o elemento neutro da multiplicagao, definimos 2 := 1+ 1 e
3:= 14141, e a distributividade nos garante que 2-3 =1+14+14+1+1+1 =0 (jd que 6 é a
ordem do grupo aditivo K), donde 2 = 0 ou 3 = 0. Se 2 = 0, entdo {0,1} é um subgrupo do grupo
aditivo K, e o quociente K/{0,1} = {0,p,7} ¢ um grupo com 3 elementos, que sabemos ser ciclico, onde
p+p=p+p=2-p=0,0 que é absurdo, ji que p deve ter ordem 3. Analogamente, mostramos que
3 # 0, ou seja, nao pode haver um corpo com 6 elementos.

No presente trabalho mostramos que se K é um corpo com n elementos, entao n = p” para algum
primo p e um inteiro positivo r. Reciprocamente, dados um primo p e um inteiro positivo r sempre
existem corpos com p” elementos, e todos eles sdo isomorfos entre si. Além disso, se K é um corpo com
p" elementos e s divide r, entao existe um tnico subcorpo de K com p® elementos. E se s nao divide r,
K nao possui tal subcorpo. Toda extensao finita de um corpo finito é uma extensao algébrica simples.
Para todo corpo finito K, e todo inteiro positivo n, existe um polinémio p € K[X] de grau n irredutivel.
Finalmente, mostranos que se K C LL sao corpos finitos, entao o conjunto de automorfismos de L que
fixam K é um grupo ciclico.

Os resultados sobre corpos finitos aqui apresentados sdo muito importantes no desenvolvimento da
Teoria de Cédigos, e tém sido muito utilizados nas Engenharias, na transmissao de dados, etc.

Referéncias

[1] Weintraub, Steven - Galois Theory, Springer-Verlag 2nd. ed. 2009.
[2] Hefez, Abramo e Vilela, Maria Licia T. - Cddigos corretores de erros, IMPA 2008
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RESUMO

A Algebra Comutativa é essencialmente o estudo de anéis comutativos e hoje em dia é uma das
pedras fundamentais da geometria algébrica, além de fornecer ferramentas locais para o estudo da anélise
diferencial e da geometria diferencial. A relagao entre dlgebra comutativa e a geometria algébrica é dada
pela correspondéncia entre ideais polinomiais e conjuntos algébricos.

Seja k um corpo algebricamente fechado, definimos um conjunto algébrico em k™, como um subcon-
junto da forma

V(J)={P € k™| f(P)=0,para todo f € J},

onde J é um ideal contido em k[X7,--- , X,,]. Um conjunto algébrico irredutivel é denominado variedade.
Seja S C k™ subconjunto. O ideal de S é

I(S)={f € k[ X1, -, X,] | f(P)=0,para todo P € S}.

Temos assim, correspondéncia entre ideais de k[X1,- -, X,,] e pontos em k™. Em particular,
{ideais primos} &4 {variedades}

{ideais maximais} & {ponto de £"}.

A correspondéncia perfeita, entre ideais e conjuntos algébricos, é dada pelo Teorema dos Zeros (Nulls-
tellensatz) que diz o seguinte:

a) Se J C k[Xq,---,X,] ideal préprio, entao V (J) # 0.

b) I(V(J)) = rad J, em outras palavras, f € k[X1,---,X,], com f(P) = 0 para todo P € V se, e
somente se, f* € J para algum n.

Definindo em ™, um conjunto fechado sendo igual a um conjunto algébrico, obtém-se uma topologia,
chamada de Topologia de Zariski.

Referéncias

[1] Atiyah, M. F. and Macdonald, I. G., Introduction to Commutative Algebra, Addison Wesley, 1969.

[2] Fulton, W., Algebraic Curves, Benjamim, 1974. (disponivel em
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RESUMO

Este trabalho é referente ao projeto em andamento Iniciacdo Cientifica (PIBIC 2014/2015), intitulado
“Classifica¢do de grupos com uma quantidade fixada de subgrupos sollveis e o programa GAP (Groups,
Algorithms and Programming)”, sob a orienta¢do do Prof. Dr. Igor dos Santos Lima.

Aqui daremos uma abordagem sobre o que esta sendo desenvolvido no projeto. Essencialmente o projeto
visa testar (ou provar) via GAP uma Conjectura de Zarrin (2013) para grupos simples, que diz que dois grupos
simples ndo-abelianos sdo isomorfos se, e somente se, eles possuem a mesma quantidade de subgrupos (préprios)
soluveis.

Referéncias
[1] Zarrin, M. Groups With few solvable subgroups. Journal of Algebra and Its Applications. 2013..
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RESUMO

Dentro da Algebra Comutativa a decomposicdo primaria trata da decomposicdo de um ideal em uma
intersecdo finita de ideais primarios. Geometricamente, esse estudo tem relagdo com a decomposi¢do de uma
variedade algébrica em seus componentes irredutiveis.

Neste trabalho, apresentaremos as definigdes basicas para esse estudo e os teoremas de unicidade da
decomposicao primaria, além de alguns exemplos.
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RESUMO

Neste trabalho, queremos computar a dimenséo da variedade afim definida por um ideal em K[x1,- - , 2],
onde K um corpo. Iniciaremos estudando a dimensao da variedade de um ideal monomial e depois ge-
neralizaremos para o caso de um ideal qualquer. Comegamos o trabalho mostrando que a variedade de
um ideal monomial em KJ[z1,- - ,2,] é uma unido finita de subespagos coordenados de K”. Em seguida
definimos a dimensao desta variedade como sendo a dimensdo do maior subespaco da uniao.

Iremos entdo fazer um estudo sobre monoémios que nao estdo contidos em um ideal monomial I C
K[xy,...,2,]. Como pode haver infinitos destes mondmios, nosso objetivo serd encontrar uma férmula
para o numero de monomios que nao pertencem ao ideal e tenham grau menor que alguma cota. Os
resultados obtidos a partir deste estudo sao fundamentais para a definigao de dimensao de uma variedade
arbitréria.

Veremos que o conjunto C(I) C Zso dos expoentes dos monémios que ndo se encontram em [
pode ser escrito como uma unido finita (mas nao necessariamente disjunta) de translagoes de subespagos
coordenados de Z>. E entdo verificaremos o nimero de elementos em cada uma destas translacoes que
sao menores que determinada cota.

Por fim, definiremos a fungao e o polinomio de Hilbert de um ideal, e concluiremos que a dimensao
de V(I) é igual ao grau do polinémio de Hilbert de I.
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RESUMO

As curvas elipticas sdo curvas algébricas projetivas planas nao singulares definidas por polinomios
homogéneos de grau 3. E possivel definir uma adigao de pontos numa curva eliptica de modo que
o conjunto de pontos da curva tenha uma estrutura de grupo abeliano. O objetivo deste trabalho é
descrever um algoritmo para fatoracao de inteiros que faz uso dessa estrutura de grupo. Tal algortimo é
atribuido a H. W. Lenstra, Jr. ([1]), e é baseado no método p — 1 de Pollard.

Comegamos descrevendo a construcao da reta projetiva, uma preparagao para a introdugao do plano
projetivo. A seguir definimos polinémios homogéneos, e observamos uma propriedade que permite definir
curvas algébricas projetivas. Sé entao definimos curvas elipticas sobre corpos, justificamos geometrica-
mente a estrutura de grupo abeliano, e construimos as férmulas a serem usadas para calcular a soma de
pontos. Finalmente, explicamos o método p — 1 de Pollard, e o algoritmo de Lenstra.

O método de curvas elipticas é muito bem sucedido em calcular um fator primo p de n quando p < 104°.
Valores de n usados em aplicagoes criptogréaficas sao geralmente escolhidos como n = pq, onde p e q sao
primos grandes (pelo menos 75 algarismos). Para tais ntimeros, os métodos de fatoracao Quadratic Sieve
e Number Field Sieve - o campeao de todos os métodos de fatoragao conhecidos ([4]) - superam o método
de curvas elipticas em performance. Entretanto, o método de Lenstra é as vezes usado dentro desses
métodos para procurar por fatores primos de tamanho médio que aparecem em passos intermedidrios.
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RESUMO

O termo categorificacdo, introduzido por Louis Crane e Igor Frenkel refere-se ao processo de
trocar nocGes da Teoria de Conjuntos por suas correspondentes andlogas na Teoria de Categorias. Dessa
forma, substituimos conjuntos por categorias, elementos por objetos, funcdes por funtores, relagdes entre
elementos por morfismos entre objetos e relagdes entre fungdes por transformagées naturais de funtores.
A idéia por tras deste processo é obter informag8es extras que possam ser usadas para estudar o objeto
original. Entretanto, o processo inverso, conhecido como decategorificagdo, onde objetos isomorfos séo
identificados como iguais, é um ponto de partida mais natural.

O método mais simples de esquecer informacdo em uma categoria é tomar o correspondente
grupo de Grothendieck, que € um exemplo classico do processo de decategorificacdo. Trata-se de um
grupo abeliano sobre o conjunto das classes de isomorfismo de uma categoria essencialmente pequena
munida de uma operacdo binaria.

Certas categorias (aditivas, abelianas e trianguladas) fornecem a construcdo do grupo de
Grothendieck de uma maneira natural. Neste trabalho, investigamos a estrutura dos grupos de
Grothendieck desses varios tipos de categorias. Além disso, discutimos algumas propriedades que essas
categorias podem ter que dao bases boas aos grupos de Grothendieck. No caso das categorias aditivas,
isso nos da a propriedade de Krull-Schmidt e para as categorias abelianas, o Teorema de Jordan-Hélder.
Finalmente, no contexto de categorias trianguladas, fazemos uma breve discussdo do exemplo da
categoria de homotopia de uma categoria aditiva.
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RESUMO

Este trabalho apresenta um resumo de alguns resultados sobre anéis comutativos, estudo que se en-
contra na fase inicial de um projeto de iniciagao cientifica. Inicialmente estudamos os conceitos de grupo
e morfismo de grupos, juntamente com algumas de suas propriedades. A seguir, chegamos a defini¢ao de
anel como um grupo abeliano aditivo, no qual também estd definida uma operacao de multiplicacao que
satisfaz as propriedades associativa, comutativa, existéncia de elemento neutro e distributiva. Trabalha-
mos com algumas propriedades elementares dos anéis e o conceito de morfismo de anéis.

A partir do conceito de multiplos em um anel qualquer, mostramos que existe um tnico morfismo
do anel dos nimeros inteiros em um anel qualquer R. Também estudamos a prova de que: i) se um
anel possui caracteristica 0, entdo tal morfismo de Z neste anel serd injetor; ii) se a caracteristica do
anel R é m, pode-se definir um monomorfismo do anel Z,, dos inteiros médulo m neste anel R; iii) no
anel R de caracteristica finita, a ordem de cada elemento é um divisor de sua caracteristica. Por fim
verificamos que, dado uma fungao f : N — R que preserva adi¢ao, multiplicacao e unidades, existe um
tnico morfismo de anéis f' : Z — R, com f'oi = f, onde i : N — Z é a insergao.
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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos a demosntracao do Lema de Dickson, elemento imprescindivel na
demosntracao do Teorema da base de Hilbert.

Considere o = (o, ..., ). Em k[x1, ..., x,] escrevemos % = z{* ...z,

Um ideal I C k[z1,...z,] é um ideal monomial se existe um subconjunto A C ZZ(possivelmente

infinito) segundo o qual I consiste de todos os polinémios que sdo somas finitas da forma > h,2%, onde
a€cA
ha € k[z1,...,2,]. Entdo escrevemos I = (2% : o € A).

Uma ordem monomial em k[z1, ..., 2, é uma relagdo > em ZZ, ou equivalentemente, uma relacao
no conjunto dos monoémios =%, a € Z%, satisfazendo:

i. > ¢ uma relacao de ordem total em ZZ,.
ii. Sea>pBeyeZl entao a4y > 4.

iii. > é uma boa ordenacdo em Z%,. Isto significa que todo subconjunto nao vazio de Z%, tem um
menor elemento segundo a ordem >.

Lema de Dickson: todo ideal monomial I = (z® : o € A) C k[zy, ..., x,] pode ser escrito na forma
I = (z*® .. 2%6)) onde a(l),...,a(s) € A. Em particular, todo ideal monomial possui uma base finita.

Precisaremos de resultados preliminiares que nos ajudarao a distinguir quando um monoémio pertence
ao ideal monomial I, ou saber quando dois ideais monomiais sao iguais. Concluiremos que um monoémio
pertence a um ideal se, e somente se, ele é multiplo de algum monémio gerador do ideal e, ainda, que
dois ideais monomiais sao iguais se, e somente se, eles contém os mesmo mondémios.

Com estes resultados e uma ordem monomial em maos, conseguimos demonstrar o Lema de Dickson
construindo os ideais J; = ({z® | 2%y* € I}), com k =0,...,m — 1 , e mostrando que podemos escolher
elementos de cada um dos ideais Jj, de forma a obter um conjunto gerador para I. A partir desse conjunto
de geradores encontramos uma base finita para I.

A partir do Lema de Dickson, pode-se provar que uma ordem > em Z%, é monomial se ela satisfaz
(i.) e (ii.), e se para todo o € Z%, tem-se a = 0 ou & > 0.

Referéncias

[1] COX, David; LITTLE, John; O’'SHEA, Donal. Ideals, Varieties, and Algorithms. Springer, 2007.

*Bolsista de Iniciacao Cientifica PICME/CNPaq


ra115171
Typewritten Text
Anais do III Colóquio de Matemática da Região Sudeste. 
Uberlândia - 13 a 17 de abril de 2015.
Revista Matemática e Estatística em Foco – ISSN: 2318-0552


.Anais do Ill Coléquio de Matematica da Regido Sudeste

n‘.: SBM .Uberlandia - 13 a 17 de abril de 2015

Sociedade Brosileira de Mafemdfica Revista Matematica e Estatistica em Foco — ISSN: 2318-0552

O Teorema de Nullstellensatz e Aplicacoes

Alonso Sepilveda Castellanos Wagner Dias Alves de Souza*
Faculdade de Matematica, UFU
Av. Joao Naves de Avila 2121
38408-100, Uberlandia, MG

E-mail: alonso@famat.ufu.br wagdias@hotmail.com

RESUMO

Neste trabalho demostraremos o Teorema dos zeros de Hilbert, também conhecido como Nullstellen-
satz. Para isso introduzimos os conceitos fundamentais da Geometria Algébrica tais como Conjuntos
Algébricos e Variedades Afins.

Este é um teorema da Geometria Algébrica que relaciona conjuntos e ideais em anéis de polinéomios sobre
um corpo algebricamente fechado. Enunciamos o teorema:

Teorema 1 (Zeros de Hilbert ou Nullstellensatz) Seja k um corpo algebricamente fechado.
i) Todo ideal mazimal no anel A = k[X1,---,X,] € da forma (X1 — a1, -, X, — an), onde a; € k.
ii) Seja J um ideal de A. Se J # (1), entao V(J) é ndo vazio.
iii) Para todo J C A, temos I(V(J)) = v/J.

Depois de demonstado, faremos uma interessante aplicacao do teorema.
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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo explanar algumas atividades pautada em modelagem matematica [1],
utilizando a aprendizagem de matrizes e 0 uso de suas operagdes adigdo, subtracdo e multiplicagdo como
importantes ferramentas para o processo de aquisi¢des de Imagens Digitais, além de proporcionar um novo viés
para o ensino/aprendizagem de Algebra Linear aplicado a engenharia [4].

Abordaremos o tema a partir de quatro aspectos principais: Importancia de Algebra Linear na
Engenharia; Modelagem Matematica como viés de Ensino; Sensoriamento Remoto: Conceito, Contexto,
Aplicagdes usando Algebra Linear e Imagem Digital Aplicado ao Ensino de Matrizes (Adigdo, Subtragio e
Multiplicag&o) [2].

Esses aspectos auxiliam o ensino/aprendizagem de alunos do ensino médio que desejam ndo s
ingressar em engenharia, mas também molda-los para a compreensdo da estrutura algébrica e seu
significado/cddigo, buscando enfatizar condigdes para retratar os problemas decorrentes no ensino/aprendizagem
de matrizes, onde muitas vezes a falta de compressao do contelido no ensino médio, prejudica a aprendizagem do
aluno no ensino superior quando necessario.

Sendo assim, as atividades propostas estio intimamente relacionadas a Matrizes/Algebra Linear e o
quanto é fundamental entender o codigo matematico provindo de estudos anteriores, que uma vez aproveitados
com clareza, tornam-se imprescindiveis para a vida académica e profissional.

Tabela 1 — Relagéo entre Operagdes Aritméticas Matriciais e Imagem Digital [3].

OPERACOES MATRICIAIS IMAGEM DIGITAL
ADICAO Usado em conjunto de imagens para criar uma nova imagem composta
pelo mesmo conjunto.
SUBTRACAO Encontra diferencas entre duas imagens, realgando os detalhes da imagem
e removendo as caracteristicas que ndo mudaram.
MULTIPLICACAO Qualifica os sistemas oferecidos pelas outras operacdes aritméticas
auxiliando na sobreposi¢do de uma imagem em outra.
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RESUMO

Este trabalho estuda os parametros de um cédigo de avaliagao definido sobre uma intersegao completa.
Sejam A = K[xg,x1,...,%5] = ®;>04,, Y = {P1,..., Py} um subconjunto do espago projetivo P*(K) e
Iy:={feA| f(P)=0,VYP e Y} (ver [1]). O cédigo avaliacdo de ordem d, denotado por Cy(d), é a
imagem do homomorfismo

evg: Ag — K™
o= (f(P),.. s f(Pm)).

Considere o conjunto

X ={[1,¢7", 52, .. t0] | ti € K* paratodoi=1,...,n} CP"(K).

Temos que X' é uma intersecao completa, pois, Ix = (fi1,..., fn) ,onde f; = 2] —xy e s, = ﬁi)mi)
para todo i = 1,...,n, além disso, f; ndo é divisor de zero em A/(f1,..., fi—1) paratodoi =1,...,n

(ver [2]). Entéao o c6digo Cx(d) tem dimensao
. _m+d " om+d-—s; n—+d— (si; + Siy)
dlnlcx(d)—( d ) ;( d—s: )+1§i1§2§n( d— (55, +55,) )
n+d— (siy + 8iy + Siz) n(m+d—(s1+...+sn)
_1§i1<§<i3§n< d— (siy + iy +5i3) )+...+(—1) ( d—(s1+...+sn) )

e comprimento |X| =s1-...-s, =[], s;. Temos ainda que {f1,..., f,} é uma base de Groebner para
Iy (ver [1]). Seja dq = min{w(evq(f)) | f € Aq} a distdncia minima do cédigo Cx (d) (ver [3]), dado
e>|X|—1led <Y (si—1) temos que (sgy1—1) [T1 )10 8i < da < w(eva(f)), para todo f € Ag\Ix 4,
onde k e [ sdo unicamente determinados por d = > 1 ;(s1 — 1) +lcom 0 <[ < s441 — 1. Sek+1=n
entao entenderemos que H?:k“ si =1,esed< sy —1entao temos k =0 el =d. Além disso, existe
f € Ag\Ix 4 tal que w(evq(f)) = (skr1 — 1) [[;—p o 5i- Portanto, a distancia minima do cédigo Cx(d) é
0a = (sk+1 — ) [Ty i0 50
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RESUMO

Este trabalho tem por finalidade a andlise e o célculo dos pesos generalizados do (7, 4],-cédigo de
Hamming e de seu dual, o [7,3],-c6digo Simplex. Um [n, k]4-cddigo linear g-drio C' é um F4-subespaco
vetorial k-dimensional de Fy, com F, sendo um corpo finito com ¢ elementos. Os elementos de C' sao
chamados de palavras. Um F,-subspaco vetorial D de C é chamado de subcédigo de C. O dual de um
cédigo €, denotado por C+, é o complemento ortogonal de C relativo ao produto interno canénico formal
em Fy. Exemplos de [7,4]2-c6digos lineares sdo o de Hamming e o Simplex. O cédigo de Hamming é
gerado por A = {1000110,0100101,0010011,0001111} e o Simplex é seu dual.

Em 1950, Hamming [2] apresentou o conceito de distdncia minima de um cédigo C' como sendo o
ntimero minimo de coordenadas ndo nulas que uma palavra de C pode ter. Em [4], Wei generalizou esse
conceito introduzindo os pesos generalizados de Hamming (GHW). O suporte de um subcédigo D, de-
notado por supp (D), é definido por supp = {i : 3 (z1,...,z,) € C;x; # 0} . Os r-ésimo peso generalizado
de Hamming é definido por d, (C') = min {|supp (D)|: D C C com dim (D) = r}. Se um [n, k]4-c6digo C
satisfaz dy (C) = n — k, entdo C é dito AMDS (almost MDS). Além disso, se d2(C) =n — k + 2, entdo C
é dito NMDS (near MDS).

Cédigos lineares sao usados para inserir redundancias em mensagens e assim detectar possiveis erros de
transmissao. Encontrar c6digos que minimizem a probabilidade de ocorréncias de erros de decodificagao
é o principal problema em teoria de informacao. Relagbes entre estas probabilidades e os GHW sao
encontradas na literatura [1] ilustrando a importancia destes parametros. Klgve et al. [3], mostrou que
todos os [n, k]2-cdédigos NMDS séo préprios para corre¢ao de erros.

Seja C' cddigo de Hamming, pelos Teoremas da Monotonicidade e da Dualidade [4] temos que d; (C) =
7T—4=3,dy(C)=T7—-4+2=5,d3(C)=6,ds(C)=T7,d1(Ct)=7—-3=4,dr(C+)=7-3+2=6¢
d3(C*) = 7. Logo, verifica-se que os c6digos de Hamming e Simplex sio NMDS. Fato este é consequéncia
da dualidade entre estes dois c6digos como demonstrado em [3].

Referéncias
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RESUMO

Neste trabalho apresentamos brevemente o conceito de curva eliptica e algumas de suas propriedades
como, por exemplo, a importante estrutura de grupo. Destacamos ainda, de maneira alternativa, como
uma tal curva pode ser obtida por meio de uma fungao meromorfa especifica. Nosso objetivo é relacionar
tais curvas elipticas com o classico problema dos ntimeros congruentes. Um nimero inteiro positivo n é
congruente se existe um triangulo retangulo de area n cujas medidas de seus lados sao ntimeros racionais.
Apresentamos duas caracterizagbes dos numeros congruentes. A primeira demonstra a relacao desses
nimeros com certas progressoes aritméticas de trés termos que s@o quadrados de nimeros inteiros. A
segunda caracterizacao mostra a estrita relagao entre os nimeros congruentes e certas curvas elipticas.
Mais ainda, ela mostra também como a ja citada estrutura de grupo dessa curva permite descrever,
por meio de pontos racionais da curva, a existéncia ou nao de solugao para o problema dos numeros
congruentes.

Referéncias
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RESUMO

A teoria das bases de Groebner juntamente com o algoritmo de Buchberger é muito importante
na Geometria Algébrica e em outras areas do conhecimento cientifico, uma vez que fornece
ferramentas computacionais que podem ser aplicadas na solucdo de problemas nas areas de
Matemadtica, Engenharias, Ciéncias da Computacéo, dentre outras.

Este trabalho apresenta uma revisdo tedrica de monémios, ordenacdo monomial, algoritmo da
divisdo, ideais polinomiais, Bases de Groebner, algoritmo de Buchberger e teoria da eliminagéo.

O objetivo principal é realizar um estudo sobre as propriedades das Bases de Groebner e
utilizando o algoritmo de Buchberger, com a ordem lexicografica, podemos resolver sistemas de
equacges polinomiais.

Referéncias
[1] GONC, ALVES, A. Introducdo a algebra. Projeto Euclides. 5 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2009.

[2] COX, D.; LITTLE, J.; O’SHEA, D. Ideals, Varieties, and Algorithms. 2. ed. New York:
SpringerVerlag, 1997.

[3] ABREU, K. K, Uma introducdo as bases de Groebner / Karina de Kassia Abreu, 2011. disponivel
em: < http : //www.unif al-mg.edu.br/matematica/f iles/f ile/T CC/T CC-KARINA.pdf>. Acesso em:
02 de agosto de 2014.
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RESUMO

Uma curva algébrica é uma variedade algébrica de dimensao um. A teoria destas curvas em geral foi
completamente desenvolvida no século dezenove e uma parte desta teoria se dedica a intersecao de curvas
planas projetivas.

Uma das perguntas a ser respondida é qual o nimero de pontos na intersecao de duas curvas projetivas
F,G de graus arbitrdrios. Se temos duas curvas planas projetivas F, G, entdao F' N G é finita se e s6 se
F, G nao admitem componente em comum. Nesse caso, nos resta saber agora como calcular o nimero de
pontos na intersegao.

Sejam P; = (x; : y; : 2;), ¢ = 1,....,r os pontos distintos de F' N G. Dizemos que F,G estdo bem
posicionadas se Py = (0:1:0) € FNG. Dizemos também que F,G estdo muito bem posicionadas se
Py & FNG e se para cada par P; # P; € F NG tivermos que Py, Pj, P; nao sao colineares.

Se F, G estao muito bem posicionadas, a resultante R = R(X, Z) de F, G com respeito a Y se escreve
na forma

R= CH(ZiX — $ZZ)mZ
i=1

com Y. m; = d°R = (d°F) - (d°G). Por outro lado, para cada (z : z) € P! temos que R(z,z) = 0 se e
somente se existe y tal que (z:y:2) € FNG.

Supondo entdo que F,G nao tém componente em comum e que F,G sdo muito bem posicionadas,
definimos a multiplicidade de intersecao de F,G no ponto P como segue

0 se PZFNG
m; se P =P; nas condicoes acima.

(F,G)p ;:{

Uma vez que a multiplicidade de intersecao é invariante por mudanga de coordenadas, podemos
estender a definicao da multiplicidade de intersecao de duas curvas F, G sem componentes em comum no
ponto P € P2, mesmo que F,G ndo estejam muito bem posicionadas, como segue

(F’ G)P = (T.F, T.G)Tp

onde T denota uma projetividade tal que T F, TG estejam muito bem posicionadas.

Desse modo, concluimos nosso trabalho com o importante:

Teorema de Bézout: Se F,G sao curvas planas sem componente em comum, entdo o nimero de
pontos na intersegdo F'N G, contados com multiplicidades, é igual a (d°F) - (d°G).

Referéncias
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Uma correspondéncia entre conceitos de algebra e de geometria
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RESUMO

Seja K um corpo e sejam f1, ..., fs € K[z1,...,xp]. A esse conjunto finito de polindémio associamos o
seguinte objeto geométrico:

V(fi, . fs) ={(a1,...,an) € K" : fi(a1,...,an) =0,V 1 <i < s}

Chamaremos V' (f1, ..., fs) a variedade afim definida por fi, ..., fs. Por outro lado, dada uma variedade
V' C K™ podemos associar a ela um objeto algébrico, a saber, o ideal

IV)={f€eK[x1,...,zn] : f(x) =0,V € V}
formado pelos polindmios que se anulam em todos os pontos de V. Isso nos dd um mapa

@ : variedades afins — ideais
\% Iwv)

O teorema da base de Hilbert nos diz que dado um ideal I C K|z, ..., x,] existe um conjunto finito
de polinémios f1, ..., fs € I tais que (f1,..., fs) = I. Se definirmos V' (I) como o conjunto dos zeros (em
K™) comuns a todos os polindémios de I, temos que V (I) é uma variedade afim, pois como mostrado no
presente trabalho temos que V(I) = V(fy, ..., fs).

Assim temos um outro mapa

1 : ideais — variedades afins
1 V(1)

Neste trabalho também exploramos a natureza dessas correspondéncias, utilizando principalmente o
assim chamado Teorema dos Zeros de Hilbert, e com isto poderemos construir uma espécie de dicionario
entre a algebra e a geometria, onde uma afirmagéo sobre ideais em K|z1, ..., z,] pode ser traduzida em
uma afirmagao sobre variedades afins em K™ e vice-versa. Damos especial atencao a corresponéncia entre
variedades irredutiveis e ideais primos.

Referéncias
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RESUMO

A principal motivacdo desse trabalho é introduzir o estudo dos espagcos homogéneos. Para isto,
apresentamos certas estruturas algébricas sob um ponto de vista geométrico de modo a facilitar a sua aplicagéo
em Geometria e Topologia. Apresentamos, como exemplos de grupos, a circunferéncia unitaria, o toro e alguns
grupos de matrizes, como o grupo linear geral, 0 grupo das matrizes de determinante 1 e o grupo ortogonal.
Posteriormente, exploramos a teoria algébrica de ac¢fes de grupos em conjuntos e definimos os conceitos de
subgrupo de isotropia e, por fim, espacos homogéneos.
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