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RESUMO

Este trabalho aborda o estudo completo da dinamica de uma familia de equacdes
diferenciais autonomas conforme seus parametros variam. Explorando conceitos do
estudo qualitativo das equacoes diferenciais ordinarias, como a estabilidade e a ins-
tabilidade das solugdes de equilibrio, e analisando raizes polinomiais, sao obtidos
o plano dos parametros e o diagrama de bifurcacao, caracterizando a dinamica da
EDO. Assim, este estudo introduz o importante estudo qualitativo de equacédes di-
ferenciais, que muitas vezes se mostra mais viavel que a solucao analitica, devido
a complexidade e a dependéncia das solucdes de parametros, algo tao comum em
modelagens contemporaneas.

ABSTRACT

This work develops a complete study of the dynamics of a family of autonomous diffe-
rential equations when its parameters vary. In the exploration, using concepts of the
qualitative theory of the ordinary differential equations, for example, non-equilibrium
and equilibrium solutions, and with the analysis of polynomial roots, there was ob-
tained the two-dimensional parameter plane and the bifurcation diagram for this
ODE. So, this study introduce the important analysis of the qualitative behavior of
the differential equations, that often is more efficient than solving them analytically,
because of the complexity and of the solutions’s dependence on parameters, what is
very common in the modern modeling.
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1 INTRODUCAO

Abordando tépicos introdutoérios do estudo qualitativo das equacoes diferenciais ordi-
narias, este trabalho visa estudar a dinamica da familia de equacoes diferenciais:

' = fap(a) = ax — 2 — b, (1)

cujas solucdes dependem diretamente dos parametros a e b. Além disso, esta familia de
equacoes € nao-linear, de primeira ordem, separavel e auténoma, isto €, a variavel inde-
pendente nao aparece explicitamente na equacao, podendo ser escrita na forma:
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As EDO’s autonomas modelam muitos fenémenos, como dinamicas populacionais, decai-
mento radioativo e a troca de calor entre um corpo e o meio (pela lei de resfriamento de
Newton). Além disso, a teoria classica nos diz que um sistema ndo-auténomo pode ser
escrito como um sistema auténomo.

Ja que a EDO (1) € separavel, num primeiro momento, a tentativa de resolvé-la analitica-
mente € pertinente. No entanto, separando-a temos:

dz = t:/dx+k 2)

ar — a3 —b ax —x3 —b

Em que k € uma constante. Por (2) vemos que a resolucao de tal equacao recai numa inte-
gracao por fracoes parciais, que depende das raizes do polinémio ax — 23 — b. A quantidade
e o valor dessas raizes, por sua vez, dependem dos parametros a € b, o que inviabiliza a
solucao analitica. No caso particular a = b = 0, cujo campo de direcoes esta representado
na figura 1, obtemos:

dx 1
t= [ — = 2it)=F—F—x (3)
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FIGURA 1: Campo de direcoes para a solucao do caso particular a =0 =10

Para executar a analise dessa familia de equacéoes, um estudo de raizes polinomiais tam-
bém é feito e a utilizacdo do Teorema de Rolle se faz necessaria. O estudo deste exemplo €
interessante pelo fato de introduzir o carater decisivo que os parametros tém em aplicacoes
reais, além de algumas técnicas para compreender a dinamica de equacées diferenciais
nao-lineares. Analisando um parametro em funcao do outro e utilizando-se da teoria qua-
litativa das EDO’s autonomas, € possivel caracterizar a natureza dos pontos de equilibrio
desta equacao. Ao final, construimos o plano dos parametros retratando a dinamica da
equacao conforme os parametros variam, enfatizando os pontos criticos, a estabilidade e a
quantidade destes pontos.

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 PoNTO DE EQUILIiBRIO

Definicdo 2.1: Seja ' = f(x) uma equacao diferencial autéonoma, se f(x1) = 0, entao x; é um
ponto de equilibrio da equacado, isto é, a solucgao z1(t) da equacgéo serd constante.

Assim, nos interessa saber para que valores de z, f(z) = 0. Tais pontos, também
chamados de pontos criticos de f(z), para a familia de equacdes objeto desse estudo, serao
as raizes do polinomio de terceiro grau az — 3 —b. Se z1 € um ponto critico de uma equacao
diferencial autonoma, para classifica-lo, basta verificar a derivada primeira de f, ;(x):

Caso f/(r1) <0 : entdo x; é um atrator;

Caso f/(z1) =0 : entao, a principio, nao se pode concluir nada (pode ser um ponto atrator,
repulsor ou de sela);
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Caso f'(z1) > 0 : entdo x; € um repulsor.

De modo intuitivo, um ponto de equilibrio atrator é dito também estavel, pois as solucodes
que iniciam proximas a essa solucao estacionaria permanecem proximas a ela. Por outro
lado, um ponto critico € repulsor ou instavel, caso as solucoes se afastem dessa solucgao de
equilibrio.

Essa classificacao pode ser feita intuitivamente pela seguinte observacao: se, no plano
de fase f(z) é decrescente (f'(z) < 0) no intervalo que contém =z, este ponto serd um atrator
pois para = < x1, temos que z’ > 0 (inclinacao positiva de z(t)), e portanto, as solucoes x(t)
crescem em direcdo a x1; e para = > 1, ' < 0, e as solugdes z(¢t) decrescem em direcao
a z1;. De modo analogo, observa-se que se f(z) é crescente (f'(z) > 0), o ponto z; sera um
repulsor pois para x < zp, as solugdes z(t), com inclina¢gdées negativas, irdo se afastar da
solucao constante z;, assim como as solucdes z(t), para z > z1, com inclinac¢des positivas.
Uma solucao de equilibrio pode ser considerada instavel pela esquerda e estavel pela di-
reita, ou vice-versa, sendo chamada neste caso, de ponto de sela.Tal fato acontece quando
f(z) é crescente por um lado e decrescente de outro, isto é, quando f’(x) troca de sinal ao
passar pelo ponto critico z;.

2.2 TEOREMA DE ROLLE

Teorema 2.1: Teorema de Rolle. Se uma funcgéo f é continua em um intervalo [a, b], diferen-
ciavel em (a,b) e f(a) = f(b) entdo existe, no minimo, um ponto c pertencente ao intervalo (a, b)
tal que f'(c) = 0.

Uma demostracao deste teorema pode ser encontrada no capitulo VII do livro [1]. Este
importante teorema € fundamental para a analise da dinamica da EDO 2’/ = ax — 2% — b, pois
adiante, caso tenhamos dois pontos com imagens iguais, garantiremos a existéncia de um
ponto z,, neste intervalo em que f’(z,) = 0, o que implicara na classificacao dos pontos
criticos da EDO.

3 EXPLORANDO f/(z): CLASSIFICANDO OS PONTOS CRITICOS

Para que a analise de f,;(z) seja simplificada, isto €, para encontrar e classificar as
solucoes de equilibrio, € interessante definir:

F(z) = fap(z) + b= ar — 2® (4)

Assim, se F(x1)=b, x; € um ponto critico de f,;(x), e portanto, solucido de equilibrio da
familia de equacoes em questao. Entao para classificacao dos pontos criticos, temos que:

F'(z) = f'(z) = a — 32° (5)

Isto é, f/(x) € uma parabola com concavidade para baixo que depende apenas de a. Se
a < 0, f'(z) ndo tem raizes e é sempre menor que zero, Caso a = 0, f'(z) tem uma raiz em
r=0eparaxz#0, f/(x) <0. Esea>0 f/(z) tem duas raizes, 2,1 = —/% € 2 = /%, de
modo que f'(x) > 0 apenas para z,,; < r < I, (figura 2).

E além disso, f'(x) indica que temos duas situacgoes distintas para F(z): caso a > 0
teremos um ponto de maximo e um de minimo local, e caso a < 0, ndao teremos nenhum
ponto de maximo ou minimo. Pois observamos que se a > 0, f'(z) tem duas raizes, que
sao justamente os pontos de maximo e minimo de F(r) e marcam a mudanca de compor-
tamento dos pontos criticos e caso a < 0 nao ha nenhum ponto de maximo ou minimo, pois
a unica raiz de f/(r) para a=0 é um ponto de sela. Assim temos:

Se o < 0: Qualquer ponto critico de f,;(z) € um atrator, pois f’(z) < 0. E como nao ha
nenhum ponto de maximo ou minimo neste caso, havera uma unica intersecao de
y = F(z) com a reta y = b (figura 3), ou seja, uma unica solucao de equilibrio, € como
ja analisado, esta sera estavel.
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FIGURA 2: (a) f/(x) caso a <0, (b) casoa=0¢€ (c) caso a > 0

Se ¢ = 0: Para todos os pontos =z # 0 temos que f'(z) < 0 e portanto qualquer ponto
critico nessas condi¢des € um atrator. A principio ndo ha como classificar um ponto
critico em z = 0 para a = 0, pois f'(0) = 0, no entanto, como f/(z) < 0 para todos os
outros valores de z, isto €, f,;(x) permanece decrescente pela esquerda e pela direita,
um ponto critico neste caso seria um atrator. E como o caso anterior, havera uma
unica intersecao de y = F(z) com a reta y = b, solucdao de equilibrio estavel dada
analiticamente por = = {/—b. Isto esta de acordo com a solucdo para o caso particular
a = b = 0 encontrada na equacao (3) e representada pelo campo de direcoes da figura
1, que contém uma solucao estavel em zero.

y=F(x)

FIGURA 3: F(x) paraa <0

Se ¢ > 0: o ponto critico z; sera atrator se z; < —\/g ou r; > +\/g, pois neste caso
f'(z) < 0. Analogamente, z; sera um repulsor se —/% < z1 < /%, ja que f'(z) > 0,
neste intervalo. Caso z; = —\/@ , entdo ele sera um ponto de sela, atrator a esquerda
e repulsor pela direita, pois f/(r) < 0 para z < z; (esquerda) e f/'(z) > 0 para = > x;
(direita). De modo semelhante, se z1 = \/g entao xr; € um ponto de sela, mas desta vez
este € repulsor para = < z; € atrator para = > ;.

No caso especifico a = 1 € b = 0, cujo campo de direcoes € mostrado na figura 4, temos
trés pontos criticos: dois atratores em x = —1 € x = 1 € um repulsor me x = 0 (que
sao as raizes da equacido F(x) = x — 23). Isto esta em conformidade com as condic¢oes
acima, ja que para r = —1 temos que z; = -1 < — % e analogamente para =z = 1,
verificamos a condicao 1 > \/g . Para z = 0, observamos que —\/g <0< \/I 0 que
confirma a natureza de repulsor deste ponto critico.
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FIGURA 4: Campo de direcoes para a solucao do caso particulara=1eb=0

ANALISANDO O PARAMETRO b EM FUNCAO DE a > (

Devido a complexidade do caso a > 0, uma analise especial € necessaria. Neste caso,

podera haver uma, duas ou trés intersecoes de y = F(r) com a reta y = b, ja que b assume
qualquer valor real, possibilidades representadas na figura 5.
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FIGURA 5: Intersecdes entre y = b e F(x) para a > 0 sob condicdes do (a) item 1., (b) item 2. e (c)

item 3.

Entao caso a > 0 temos:

1. Se b < F(—/%) oub > F(\/5) . ou seja, se [b| > 2 (%)% também havera um unico

ponto atrator, isto €, uma solucao de equilibrio estavel.

.Seb=F (i \/g) havera dois pontos criticos: um atrator e um de sela. O sinal, isto €,

o fato de y = b interceptar F(z) no ponto de minimo ou de maximo influciara apenas
na natureza do ponto de sela e se este sera um valor de x menor ou maior que o

3
ponto atrator. Caso b= F (/%) = 2(%)?, entdo o ponto de sela = = /%, que € o ponto
de maximo sera uma solucao instavel a esquerda (para valores de x menores que

1
este ponto) e estavel a direita, e o ponto atrator sera —2 (%)5 (valor obtido fatorando
fap(x) 3

ax — z3 — b, sabendo que f,; € divisivel por (1 — ,/%)). Por outro lado caso
3 3
b=F(—/%) = —2(%)?. o ponto de sela = = —2(%)> sera estavel pela esquerda e

3

M

instavel pela direita, e o ponto atrator sera 2 (%)

. Se F(—/%) <b< F(,/%) . ou seja, se [b| <2 (%)% havera trés pontos criticos =,

e z3 pois b = F(x1) = F(x2) = F(x3), pelo Teorema de Rolle percebemos que existe um
ponto z;,; entre z; e z;; tal que F(z;;41) = f(2is4+1) = 0, com ¢ = 1,2. Temos que
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r12 =—/% € x23 = /5. E sem perda de generalidade:

x X x3.
! 3 2 3 3

Entado z; e x3 sdo atratores e x5 € um repulsor. Para b = 0, por exemplo, z = ++/a sdo
as solucoes estaveis e x = 0 € a solucgao instavel da EDO.

5 CONCLUSOES

E possivel representar a analise feita da dinamica da EDO quando os parametros variam
através do plano dos parametros a e b ilustrado na figura 6, que mostra as regioes de
estabilidade e instabilidade, isto €, os valores dos parametros para os quais as solucodes

de equilibrio da EDO sao atratoras ou repulsoras, e quantas solucoes de equilibrio a EDO
tem.

b
. —= 1 ponto de sela
Um ponto de Um ponto de e Em onto atrator
equilibrio estavel equilibrio estavel -
2 atratores e a
= um repulsor
Um ponto de N
equilibrio estavel h
Um ponto de \
equilibrio estavel \\
™,
.

FIGURA 6: Plano dos parametros a e b e a estabilidade das solucédes de equilibrio da EDO

Outra representacao importante obtida é o diagrama de bifurcacao que mostra a locali-
zacao das solucoes de equilibrio, como um conjunto de campo de direcoes obtidos variando

b e considerando ¢ < 0 ou a > 0 onde setas apontam para solucoes de equilibrio estaveis e
afastam-se de instaveis (figura 7).
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FIGURA 7: Diagrama de bifurcacio para (a) a<0e (b) a >0
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Com estas representacoes toda o estudo é resumido e traduz de maneira satisfatéria
a dinamica da familia de equagées 2’ = f,,(z) = az — 2® — b. Além disso, o conhecimento
adquirido ao explorar essa EDO, traz importantes ferramentas e técnicas usadas para re-
solucao qualitativa de EDO’s mais complexas e aplicacdes muito importantes nas mais
variadas areas, em que geralmente, ha muitos parametros influenciando na dinamica des-
sas equacoes € as solucoes quantitativas sao extremamente complexas, veja por exemplo a
referéncia [2].
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