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RESUMO

Um dos desastres mais memoraveis da historia da engenharia civil € a queda da
ponte de Tacoma, ocorrida em novembro de 1940. A ponte nao era dotada de um
formato aerodinamico, pois tinha sélidas vigas que dificultavam a passagem de ar
e acarretavam a formacao de vortices, que se desprendiam periodicamente do tabu-
leiro da ponte provocando areas tracionadas e comprimidas no mesmo. Inicialmente,
ocorreu um instavel movimento vertical, que depois converteu-se em torcio e, por
fim, culminou na ruina da ponte. Este artigo visa modelar qualitativamente o mo-
vimento vertical da ponte por meio do uso de equacgodes diferenciais ordinarias, bem
como explicar porque ele foi determinante para o surgimento do movimento de torcao
e, consequentemente, para a queda da ponte.

ABSTRACT

One of the most memorable disasters of civil engineering history is the fall of the
Tacoma bridge, which occurred in November 1940. The bridge was not equipped
with an aerodynamic shape, since it had solid beams that hindered the air passage
and entailed the formation of vortices which came off periodically of the bridge deck
causing tensioned areas and compressed therein. Initially, it occurred an unstable
vertical movement, which became in twisting motion and, ultimately, resulted in
destruction of the bridge. This article aims to model qualitatively the bridge vertical
motion through the use of ordinary differential equations and explain why he was
crucial for the appearance of the twisting motion, and consequently the collapse of
the bridge.

Palavras-chave: ponte de Tacoma, equacdes diferenciais ordinarias, movimento vertical, torcao.

1 INTRODUCAO

Pontes sao construcoes destinadas a continuacdo de uma via superando um obstaculo,
que normalmente € um corpo d’agua. Costumam ser obras de engenharia muito caras e
o tipo a ser construido depende de varios fatores, tais como estética, custo de constru-
¢ao e manutencao, vibracoes, deformacoes e tipo de esforco atuante. Um dos quesitos
determinantes na analise estrutural de uma ponte € a estética, devido ao impacto visual
causado no ambiente. Todavia, ha outros de suma importancia que devem ser conside-
rados cuidadosamente, como o custo e a seguranca, conforme [1]. Casos onde o custo
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€ supervalorizado em relacao a seguranca levam a desastres, como o caso da Ponte de
Tacoma.

A ponte de Tacoma (Tacoma Narrows Bridge) foi construida para atender fins militares
e econdomicos. Sua inauguracao foi no dia primeiro de julho de 1940 e, desde os pri-
meiros dias de funcionamento, apresentou um estranho movimento, denominado galope,
definido como vibracoes aproximadamente perpendiculares a acao do vento ocasionadas
principalmente pelo amortecimento dinamico negativo, mas sem torcao (veja [2]). A ponte
ja apresentava ondulacoes verticais com ventos de 5 km/h e, frequentemente, uma das
extremidades do vao central deslocava-se em relacido a outra, em um movimento onde a
diferenca de altura entre as duas extremidades variava de 60 cm a 1,5 m. Alguns esfor-
cos foram feitos para estabiliza-la, entretanto, em 07 de novembro de 1940, ela entrou em
colapso devido ao desprendimento de vortices causado pela velocidade critica do vento e o
consequente drapejamento de torcao do tabuleiro (veja [3]).

2 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Definicdo 2.1: Dada uma aplicagéo f : U — R", definida em cada ponto (t,x) de um aberto U
de R x R" = R"*!, diz-se que
' = f(t, )

é a equacado diferencial ordinaria em R" definida por f.

As equacoes diferenciais podem ser classificadas segundo tipo, ordem e linearidade,
descritos a seguir:

Tipo: Ordinarias ou Parciais

Em uma equacao diferencial ordinaria ha apenas uma variavel independente e apare-
cem na equacao apenas derivadas simples. Sao exemplos de equacoes diferenciais ordina-
rias:

o y(z)=x+5,

dz 9
o — =1tz°.
dt
Se a equacao depende de varias variaveis independentes entre si € aparecem na equacao
derivadas parciais, entao ela € uma equacdo diferencial parcial. Sao exemplos de equacoes
diferenciais parciais:

0% ou
2 _
o 0 (1) = S ),
Ou  Ou _ (zy)
x(‘?x ya = sen(zy
Ordem

A ordem de uma equacao diferencial corresponde a ordem da mais alta derivada que
nela aparece.

Por exemplo, 4" + p(t)y' + q(t)y = ¢g(t) € uma equacao de segunda ordem, em que p(t) e
q(t) sao funcoes reais. Jay" +2(y" )2+ 3y = cosz é uma equacao de terceira ordem.

Uma equacao diferencial € dita linear se tem a forma

dn dnfl dn72
Po—y + P Y+ Py Y

d
dn Jpn—1 +---+Pn—1£+Pny:Q7 (1)

dxn—2 dx

onde Py #0e P, P, ..., P,,Q sao funcoes de x ou constantes.
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Se () =0, (1) toma a forma

dny dn—ly dn—2y dy
Pyb—= + P, P. o+ Ph1—+ Py =0, 2
O gen T gt T gz o T g Y 0 @

e a equacao diferencial € denominada homogénea.

Uma solucao de uma EDO € uma funcao y(z) cujas derivadas satisfazem a equacao. Nao €
garantido que tal funcao exista e, caso exista, normalmente ela nao € unica.

Definicdo 2.2: Uma solucdo de uma equacado diferencial ordindria no intervalo o < t < 3 é
uma_funcao ¢ tal que ¢, 0" ,¢" -, " existam e satisfacam

7

(10(”) (t) = f(tv Sp(t)a ¥ (t)v T Qp(n_l)(t))
para todot € (o, ).

2.1 RESULTADOS E PROPRIEDADES DAS EQUACOES LINEARES DE SEGUNDA OR-
DEM

Neste trabalho, consideraremos equacoes lineares de segunda ordem da seguinte ma-
neira

y' +p)y +q(t)y = g(t), 3)

onde p, ¢ € g sdao fungdes continuas em um intervalo aberto I. Levaremos em conta o
teorema a seguir, denominado teorema de existéncia e unicidade, que garante a existéncia
de solucao em todo o intervalo.

Teorema 2.3: Considere o problema de valor inicial

{ y )y +a(t)y = g(t) @
y(to) = o, ¥'(to) = o

onde p,q e g sdo continuas em um intervalo aberto I. Entdo, existe exatamente uma tnica
solugdao y = ¢(t) desse problema e a solugdo existe em todo o intervalo I.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [4], no capitulo Equacodes Line-
ares de Segunda Ordem.

Supondo que ¢(t) = 0, para todo t € I, considere a equacao linear homogénea associada
a equacao (3):

y +pt)y +q(t)y = 0. (5)

A proposicao seguinte afirma que, para equacoes desse tipo, a combinacao linear de solu-
coes de (D) ainda € solucao.

Proposicdo 2.4: (Principio da superposicdo) Se y; e y, sdo solucoes da equacdo diferencial
(5), entdo a combinacdo linear c1y; + coy2 também é solugdo, quaisquer que sejam os valores
das constantes c; e ¢y, que devem ser constantes reais.

Demonstracdo

Para provar esse resultado, basta substituir y = c¢y1 + cy2 na equacao (5).
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Observe que, quando c¢; ou ¢y € igual a zero, tem-se um caso particular da Proposicao
2.4, ou seja, qualquer multiplo de uma solucao da equacao (5) também € solucao. Além
disso, esse resultado ainda diz que, comecando com apenas duas solucées da equacao (5),
pode-se construir uma familia duplamente infinita de solucoes da referida equacao. Se for
necessario encontrar c; e co de modo que a solucao satisfaca as condicoes iniciais dadas
em (4), ou seja, y(to) = yo € ¥ (to) = i, entao c; e co devem satisfazer

a1y (to) + cay2(to) = vo,
c1yy (to) + cays(to) = y1- (6)

Resolvendo (6) para c; e ¢z, encontramos, em termos de determinantes,

' Yo y2(to) ‘ ‘ y1(to) o

Y1 yh(to) yi(to)

1= , C2 = (7)
y1(to) w2(to) ‘ y1(to) w2(to) ‘
‘ y1(to)  ys(to) Y1 (to)  yy(to)

Para que as formulas de ¢; e ¢; na equacao(7) facam sentido, € preciso que os denomi-
nadores sejam diferentes de zero. Ou seja,

) ) | = )] = ot ©)

O determinante W € o wronskiano das solucoes y; € y». Algumas vezes € usada a notacao
completa W (y1,y2)(tp) para a expressao a direita na equacao (8), enfatizando desse modo o
fato de que o wronskiano depende apenas das funcodes y; € y2 € que € calculado no ponto
to.

Com isto, temos claramente o seguinte resultado.
Proposicdo 2.5: Suponha que y; e y2 sao duas solucoes de (5) e que o wronskiano W (y1, y2)(to) #
0, onde sao dadas as condigées iniciais enunciadas anteriormente por (4). Entdo, existe uma

tinica escolha das constantes c; e ¢y para as quais y = c1y1(t) + coy2(t) satisfaz a equagao
diferencial (5) e as condicbes iniciais (4).

Note que se W # 0 para todos os valores de ¢, as funcoes y; € y» podem ser usadas para
se construir solucdes da equacao diferencial dada junto com quaisquer condi¢des iniciais

prescritas para qualquer valor de ¢.

Teorema 2.6: Se y; e y» sdo duas solugdes da equacao (5) e existe um ponto ty onde W # 0,
entdo a_familia de solucoes

y = c1y1(t) + caya(t)

com coeficientes arbitrarios c; e cy inclui todas as solugées de (5).
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Demonstracdo

Seja ¢ uma solucao qualquer de (5). Para provar o teorema, € preciso mostrar que ¢
esta incluida no conjunto de combinacoées c;y;(t) + c2y2(t), isto €, para alguma escolha das
constantes c; € ¢z, a combinacao linear € igual a .

Considere t; o ponto onde o wronskiano de y; e y, é diferente de zero. Calcule ¢ e ¢’ nesse
ponto e chame esses valores de y € y;, respectivamente. Assim,

Yo = ¢(to), y1 = ¢ (to).

A seguir, considere o problema de valor inicial

{ Y +pt)y +at)y = g(t),
y(to) = vo, ¥ (to) = 1.

Observe que ¢ €, certamente, solucao desse problema de valor inicial. Por outro lado, como
W # 0 em tgy, € possivel, pela Proposicao 2.5, escolher c¢; e ¢y tais que y = c1y1(t) + coya(t)
também seja uma solucdo. A unicidade garantida pela Proposicao 2.5 garante que essas
duas soluc¢oes do mesmo problema sao iguais. Assim, para uma escolha apropriada de ¢;
€ co,

p(t) = c1ya(t) + caya(t),

e, portanto, ¢ esta incluida na familia de funcées ciy1 + cayo. Final-
mente, como ¢ € uma solucao arbitraria de (5), segue que toda solucao
dessa equacao esta incluida nessa familia. Isso completa a demonstracao.

[ |

O Teorema 2.6 afirma que, enquanto W(yi,y2)(to) # 0, a combinacao linear c1y; + coyo
contém todas as solucoes de (5). Assim, chamamos
y = c1y1(t) + caya(t)
com coeficientes arbitrarios, de solucao geral de (5). As solugdes y; € y2, com W (y1,y2)(to) #
0, formam um conjunto fundamental de solugées de (5).

Teorema 2.7: Considere a equagao diferencial (5), cujos coeficientes p e q s@o continuos em
algum intervalo aberto I. Escolha algum ponto ty em I. Seja y; a solucdao de (5) que satisfaz
as condicées iniciais

y(to) =1, 4'(to) =0
e, y2 a solucao da equacdo (5) que satisfaz,

y(to) =0, y'(to) = L.
Entéo y; e y» formam um conjunto_fundamental de solucées.

Demonstracdo

Observe que, em primeiro lugar, a existéncia das func¢oes y; e y, € garantida pelo Teorema

2.3. Para mostrar que elas formam um conjunto fundamental de solucées, precisamos
apenas calcular seu wronskiano em ty:

W(yl,yzxto):‘ nllo) wlt H}) ?’:1.

Como seu wronskiano nao € nulo em ¢y, as funcoes y; e y, formam, de fato, um conjunto
fundamental de solug¢des, completando assim, a prova do teorema.
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2.2 EQUACOES LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Para o estudo do movimento da ponte de Tacoma, precisaremos apenas das equacoes
diferenciais de segunda ordem. Assim, esta secao destina-se a analisar a solucao dessas
equacoes. Considere, entao, a seguinte equacao linear de segunda ordem:

2
R0 + P E + Pty = Q) ©

Analisando o caso em que essa equacao € homogénea, ou seja, Q(t) = 0 e que as funcoes
Py, P, e P, sao constantes, (9) torna-se

ay +by +cy=0, (10)
onde os coeficientes a,b € ¢ sdo reais e arbitrarios, com a # 0. Procurando uma solucao

exponencial para (10), suponha que ela seja da forma y = ¢, onde r é um parametro a

ser determinado. Segue entdo que y = re’t e ' = r2e’t. Substituindo y,3’ e ¥ em (10),

obtem-se
(ar? +br + c)e™ = 0.
Como "t £ 0,
ar? +br +c = 0. (11)

A equacao (11) é chamada de equacdo caracteristica da equacao diferencial (10). Como (11)
é uma equacao de segundo grau com coeficientes reais, ela tem duas raizes que podem
ser reais e distintas, reais e iguais ou complexas conjugadas. Vamos proceder a analise de
cada caso.

Raizes Reais

Suponha que as raizes da equacao caracteristica (11) sejam reais, distintas e denotadas
por 1 € ro. Entao,
y1(t) = e, ya(t) = ™

sao solucoes da equacao (11). Portanto, pela Proposicao 2.4, segue que a combinacao linear
das mesmas também é soluciao. Assim,

y = c1y1(t) + caya(t) = cret 4 coe™t (12)
€ uma solucao de (11). Agora, para encontrar as constantes c¢; € ¢y, avaliemos (12) nas
condicoes iniciais

y(to) =y, ¥ (to) = yo-
Fazendo t =ty e y = yp em (12), tem-se que
c1e™0 4 e = . (13)
Analogamente, fazendo ¢t = tg e ¢/ =y em y' = cir1e! + corge™?, obtem-se que
c1r1e0 4 corge™to = Y- (14)
Resolvendo simultaneamente (13) e (14) para c; e ¢z, encontra-se

/
yO - yOTQ —rito
€ )

c1 =
™m =72
/
or1 — _
o = LWt (15)
=72

L. LEAO - L. ALVES 21



VOLUME 4 - NUMERO 1 MARCO DE 2016 PAGINAS: 16 A 29

Como r; — 2 # 0, as equacoes em (15) sempre fazem sentido. Independentemente dos
valores de t,yo € y,, dados, sempre é possivel determinar ¢; e ¢ de modo que as condigoes
iniciais sejam atendidas e, pelo teorema da existéncia e unicidade, ha apenas uma escolha
possivel de ¢; € ¢y para cada conjunto dado de condicoes iniciais. Com os valores de c; € ¢y
dados por (15), a expressao (12) € a solucao do problema de valor inicial

{ ay/l+byl+cy20
y(to) = yo, ¥'(to) = vo-
Raizes complexas

Suponha agora que A = b?> — 4ac seja negativo. Entdo, as raizes da equacdo (11) sdo
numeros complexos conjugados, que serao denotadas por

re=A+iu, ro =X —iu, (16)
onde ) e x4 sao numeros reais. As expressoes correspondentes para y sao
y1(t) = exp[(A +ip)t], y2(t) = exp[(A —ip)t]. (17)

Para que as expressoes descritas em (17) facam sentido, € preciso definir a funcao
exponencial complexa. E interessante que a definicdo se reduza a funcio exponencial real
habitual quando o expoente for real.

Lembrando que o calculo da série de Taylor para ¢! em torno de ¢t = 0 € dado por

oo n

t
t_§

n=0

Supondo que ¢t pode ser substituida por it na equacao (18), obtem-se

: 0 (it)n o (—1)"t2" . o (_1)n71t2n71
et:Z n! :Z 2n! +ZZ 2n—1)! (19)

onde a soma foi separada em duas partes, real e imaginaria, usando o fato que i>"* = (—1)"
e i?"*1 = (=1)"~14, para n > 0, onde n é um numero natural. A primeira série na equacao
(19) é a série de Taylor para (cost) em torno de ¢ = 0 e a outra € a série de Taylor para sent
em torno de ¢t = 0. Portanto,

e = cost +isent. (20)

A equacao (20) é conhecida como formula de Euler. Mesmo que a deducao da equacao
(20) esteja baseada na hipétese nao verificada de que a série (18) pode ser usada para
numeros complexos da mesma forma que para numeros reais da variavel independente, a
equacao (20) sera adotada como definicao de e,

No nosso caso, deseja-se estender a definicao de exponencial complexa para expoentes
complexos arbitrarios da forma (A + iu)t. Como € interessante que as propriedades usuais
da funcao exponencial continuem validas para expoentes complexos, entdo deseja-se que
et gatisfaca

et — oA gint (21)

Usando a equacao (20), obtem-se

Atip)t 6)\15(

e cos ut + isen ut) = eM cos pt + ieMsen it (22)

Com as definicoes (20) e (22), afirmamos que as regras de exponenciacao sao validas
para a funcao exponencial complexa e que a férmula de diferenciacao

d
a(ert) — rert
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€ valida para valores complexos de r.

As funcoes y;(t) e y2(t), dadas por(17), com o significado expresso pela equacao (22), sao
solucodes de (10) quando as raizes da equacao caracteristica sao nameros complexos A .
As solucées dadas por y; (t) e y2(t) sdo funcdes com valores complexos e sao preferiveis so-
lucoes com valores reais, uma vez que a propria equacao diferencial possui apenas valores
reais. Dessa forma, pode-se usar o Teorema 2.4 para encontra-las. Fazendo a soma e a
diferenca de y;(t) e y2(t), temos

y1(t) + yo(t) = eM(cos put + isen ut) + e (cos ut — isen ut) = 2 (cos ut),
y1(t) — y2(t) = eM(cos pt 4 isen pt) — eM(cos put — isen put) = 2ie™ (sen ut).

Desprezando os fatores constantes 2 e 2i, obtem-se um par de solucgdes reais
u(t) = eM(cos pt), v(t) = e (sen ut).

Note que u e v sao simplesmente as partes real e imaginaria, respectivamente, de y; e
y2. Observe ainda que W (u,v)(t) = pe?*, ou seja, desde que u # 0, o wronskiano W nao
€ nulo, de modo que u e v formam um conjunto fundamental de solucdes. Se p = 0, as
raizes sao reais e iguais, portanto a discussao dessa secao nao se aplica a esse caso. Em
consequéncia, se as raizes da equacao caracteristica sao nimeros complexos A + iu, com
u # 0, entao a solucao geral da equacao (10) €

y= cre cos ut + coe™Msen ut, (23)

onde c; e ¢y sao constantes arbitrarias.
Raizes repetidas

Sera analisada a possibilidade das duas raizes, r; € r2, serem iguais, que ocorre quando
o discriminante A = b? — 4ac = 0. Entao, segue da formula de Bhaskara que

b
m=7Tyg=——. (24]
2a
Ambas as raizes geram a mesma solucao da equacao (10), a saber,
bt
y1(t) = exp (_2a> , (25)

e, neste caso, nao € facil encontrar diretamente uma segunda solucao. O método mostrado
nessa secido € o descoberto por D’Alembert no século XVIII e usaremos o fato de que, se
y1(t) € uma solucao de (10), entao cy;(¢t) também o € para qualquer constante c¢. Essa ob-
servacao sera generalizada substituindo-se ¢ por v(t) e depois determinando v(¢) de modo
que o produto v(t)y;(t) seja solucdo da equacao (10).

Suponha que

bt

y =v(®)y(t) = v(t)e > (26)

e, substituindo na equacao (10) para determinar v(¢), tem-se

S AL
Yy =e (v (t) 2av(t)> 27)
e
nm_ =S + b /(¢ b? + 28
v =t (0 - 20 + e 8
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Substituindo na equacao (10),

[a (v”(t) _ gv’(t) + f;v(t)> +b <v’(t) _ Qbav(t)) + cv(t)} e H =, (29)

bt oy .
Como ce” 2« nunca se anula, pode-se desconsidera-la; ao reorganizar os termos restantes,
obtem-se

" v b
av” (t) + <4a 5t c> v(t) =0. (30)

2
Como a parcela envolvendo /() € nula e o coeficiente de v(t), ¢ — i também € zero, (30) se
10

reduz a

logo,
v(t) = c1t + ca.

Portanto, de (26) tem-se

bt bt
Y= clte*% + cze*% (31)

Note que y € uma combinacao linear de duas solucoes

bt bt

yi(t) = e 20, yo(t) = te 2. (32)

O wronskiano dessas duas solucodes €

_bt

Wy, y2)(t) = e e (33)

Como W (y1,y2)(t) nunca se anula, as solucdes y; e yo dadas por (32) formam um conjunto
fundamental de solucdes. Além disso, (31) € a solucao geral de (10) quando as raizes da
equacao caracteristica sao iguais.

Agora, voltemos ao caso nao homogéneo da equacao (9). A solucao geral de qualquer
equacao nao homogénea de segunda ordem pode ser obtida a partir de duas solucoes
linearmente independentes da sua parte homogénea.

Teorema 2.8: Considerando a equacao (9) e supondo que Py, P», P3 e (Q sejam fungées conti-
nuas, tem-se que qualquer solucdo y desta equacdo é da forma

y(t) = c1y1(t) + caya(t) + (1),

onde ¢ e ¢y s@o constantes, y; e yo formam um conjunto fundamental de solugées para a
parte homogénea e ¢ é uma solucao particular de (9).

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [4], no capitulo Equacdes Line-
ares de Segunda Ordem.

Ha diversos métodos para se obter a solucao particular da equacdao nao homogénea. O
descrito aqui € o método dos coeficientes indeterminados. Tal método s6 funciona para as
fungdes @) da equacédo (9) que assumem a forma constante, polinomial, exponencial, seno,
cosseno ou soma e produto destas funcées. Para obter a solucédo basta seguir duas regras:

1. Se Q(t) possui forma pertencente a coluna da esquerda da tabela ou se pode ser obtida
por meio de soma e produto , a solucao particular da forma correspondente esta na
coluna da direita da tabela.
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TABELA 1: Esquema de solucdes para o método dos coeficientes indeterminados

r(t) Solucao a experimentar
Oé@ﬁt ae'Bt
acoswt + Psenwt a cos wt + bsen wt
a(# 0) a
a+ [t a—+ bt
a+ Bt +~t? a + bt + ct?
a+ Bt +yt + ot a+ bt + ct? + dt?

2. Se Q(t) contém termos que duplicam qualquer solucado da equacdo homogénea, entao
cada um de tais termos deve ser multiplicado por ", n € o menor nimero natural que
elimina a duplicacéo.

Exemplo 2.9: Resolva o problema de valor inicial 2" = —x + 2t + 6 cost; x(0) =0; 2/(0) = 1.

Solucao: A equacao homogénea correspondente é z” + 2 = 0 e a solucao geral € c¢; cost +
cosent. Logo, de acordo com a tabela, r(t) = 2t + 6cost. Todavia, a solucdo da equacao
homogénea ja inclui cost, entao € preciso analisar uma solugao particular da forma

o(t) = atcost + btsent + ¢ + d,

onde a,b, ¢, d sao constantes a ser determinadas. Substituindo ¢(t) e ¢”(t) = (2b — at) cost —
(2a + bt)sen t na equacao dada, obtem-se

c+ (d—2)t +2(b—3)cost — 2asent = 0,

que resolvida retorna a = 0,b = 3,c¢ = 0,d = 2. Assim, uma solucao particular € dada por
p(t) = 2t + 3tsent e sua solucao geral € dada por

x(t)c1 cost + cosent + 2t + 3tsen t.

A solucao ¢ do problema de valor inicial € dada usando as condic¢oes iniciais e obtendo-se
1::6(0):0161:1'/(0):@24_2.Dai,clzl, co=—1e

¢(t) = cost + (3t — 1)sent + 2t.

3 OSCILADORES HARMONICOS

Alguns tipos de osciladores harmonicos podem ser modelados por equacdes diferenci-
ais de segunda ordem. Existem dois casos a serem analisados: osciladores amortecidos
por uma _forma de resisténcia e osciladores nao amortecidos que sofrem perturbacées de for-
cas externas periddicas. Para o caso de osciladores amortecidos, considere um sistema
massa-mola na posicao de equilibrio sem um peso e depois com um bloco pendurado na
extremidade da mola, como mostra a figura a seguir:

O diagrama de corpo livre do bloco indica que, compensando a for¢ca peso do bloco ha a
forca restauradora da mola e uma forca de atrito. Sendo k& > 0 a constante elastica da mola,
temos que equilibrando as for¢as na vertical, concluimos que

Sy=0=-ky+mg=0=k="2, (34)
Yy
Assim, encontramos a constante elastica da mola k.
Considerando que essa definicao pode ser estendida para qualquer material que obedeca a

Lei de Hooke, considere as seguintes afirmacoées:
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FIGURA 1: Sistema massa-mola. Fonte: [5].

I Se y < 0, a situacao esta abaixo do equilibrio;
II Se y > 0, a situacao esta acima do equilibrio;

III A forca de resisténcia devido ao atrito interno € proporcional a velocidade do movi-

mento, ou seja, F, = —vy’, v > 0, € o coeficiente de amortecimento.
Assim,
Fpeso = Frestauradora + Fatrito
ma = —ky—ovy.
Ou seja,

d?y k v dy
__ N, %Y 35
dt? m? " m dt (35)
€ a equacdo do movimento de um oscilador amortecido.
4km

As raizes de (35) sao dadas por r 2 = Y (—1 + \/E) onde A=1— ——.
’ 2m V2

Ha trés casos a serem analisados:

e A > 0: o coeficiente de amortecimento € grande e o movimento ¢ denominado sobrea-
mortecido. A solucao geral € expressa por

y(t) = 1™ + e,

e como —1++vVA <0 (pois 0 < A < 1), r; e rp sao negativas e, assim, y — 0 quando
t — oo.

e A = 0: nesse caso, O Umovimento é denominado criticamente amortecido e v? = 4km. As
raizes sao r; =7y = By e a solucao geral € dada por
m

—vt

y(t) = (c1 + cat) exp (m) ;

uma func¢ao nao periodica que tende a zero quando ¢t — oo (sem oscilagoes).
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FIGURA 2: Grafico do movimento de um oscilador sobreamortecido. Fonte: http://fis26-
maxwell.blogspot.com.br/2013/04/questao-faca-o-grafico-da-expressao-da.html

4

t

FIGURA 3: Grafico do movimento de um oscilador criticamente amortecido. Fonte:
http:/ /pt.wikipedia.org/wiki/Circuitor LC#mediaviewer /File : RLC — serial —
Criticalpamping. PNG.

e A < 0: nesse caso, o movimento é denominado subamortecido. As raizes sao dadas

—v + ivVdkm — v? _ 3
por rio = o e a solucao geral €

Co COS

—ut VAakm — v?
cisen ——t +
2m 2m

ylt) = ex ‘““2”;[t> ,

ou seja, o movimento nao € periodico, mas € oscilatorio e, x — 0 quando ¢t — oco.

3.1 APLICACAO: MOVIMENTO VERTICAL DA PONTE DE TACOMA
O modelo do movimento vertical da ponte de Tacoma € uma variacao de (??), dado por
d*y dy

onde
e w: funcdo que modela a forca do vento;
e b > 0: coeficiente de amortecimento;

.o { d+g, y<O0
g9, y>0
acima do equilibrio, logo os cabos nao estao tracionados e nao possuem resisténcia).

: medida da resisténcia dos cabos (note que se x < 0, a ponte esta
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FIGURA 4: Grafico do movimento de um oscilador subamortecido. Fonte:
http://image.slidesharecdn.com/4-sistemascomumgraudeliberdade-111222061007-
phpapp01/95/4-sistemas-com-um-grau-de-liberdade-11-728.jpg?cb=1324556512

A equacao obtida no modelo € homogénea, linear e de ordem 2. Dessa forma, tal equacao
pode ser resolvida analiticamente. A solucao € dada por

bt

y(t) = e 2 (c1sen (Bt) + ca cos(ft))
GEECEI

= 2 ’ 37

B(t) % — 4y e (37)
2 ’ -

A forma da solucao assemelha-se a uma soma de cossenos. Assim, para facilitar a analise
do sinal de y em relacao a ¢, pode-se reescrever (37) como

y(t) = Ae™ % cos(Bt — ) (38)

onde A =/c? +c5 e tgy = z—; Assim, basta analisar o sinal de cos(ft — ) para obter o sinal
de y. Como o movimento da ponte € vertical e o eixo de referéncia € o tabuleiro, temos que

3
quando a ponte esta em equilibrio, —g < cos(ft —) < ?ﬁ

Nao ¢é l6gico afirmar que w(t) € uma funcao constante, pois cada rajada de vento incide
sobre a ponte com angulo, intensidade e duracao diferentes, modificando os coefcientes
da equacao do modelo. Assim, nao € possivel determinar exatamente a amplitude das
oscilacoes do tabuleiro da ponte a cada rajada.

4 CONCLUSAO

Com base nos resultados acima, € possivel concluir que, embora o modelo nao permita
descrever de forma quantitativa a amplitude das oscilagdes, € evidente que a cada rajada
a ponte oscila até que volte ao repouso. Se ha ventos fortes e continuos, tais como os
registrados no Estreito de Tacoma no dia da queda da ponte (61,14 km/h registrados as
7:30 h e 67,58 km/h as 9:30 h, segundo [6], a amplitude das oscilacdoes aumenta de forma
significativa e irregular, podendo provocar a ruptura de um dos elementos de sustentacao
da ponte. No caso de Tacoma, a flexdo excessiva fez um dos cabos do vao central se romper,
desestabilizando o movimento vertical e possibilitando a conversao em tor¢cao, até causar
a queda da ponte.
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