REVISTA ELETRONICA MATEMATICA E EsTATiSTICA EM Foco

UM POUCO SOBRE A SABEDORIA DA TEORIA
INGENUA DOS CONJUNTOS

Gabriel Faria Pinheiro
Universidade Federal de Uberlandia - Faculdade de Matematica
gabri el fari api nheiro@otmail.com

Fabio José Bertoloto
Universidade Federal de Uberlandia - Faculdade de Matematica
bet ol ot o@ amat . uf u. br

RESUMO

Neste trabalho veremos que, a partir da teoria basica dos conjuntos, podemos de-
monstrar resultados importantes da mesma, como o Teorema de Cantor-Bernstein-
Schoeder e as equivaléncias entre o Axioma da Escolha, o Principio da Boa Ordenacao
e o Lema de Zorn. Além disto, veremos alguns exemplos do uso do Axioma da Escolha
em matematica.

ABSTRACT

In this paper, we will see that, from the basic set theory, we can demonstrate impor-
tant results of it, such as the Cantor-Bernstein-Schéeder Theorem and the equiva-
lences of the Axiom of Choice, the Well-Ordering Principle and the Zorn’s Lemma. In
addition, we will show some examples of use of Axiom of Choice in mathematics.

Palavras-chave: Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder, Enumerabilidade, Axioma da Escolha,
Principio da Boa Ordenacao, Lema de Zorn.

1 INTRODUCAO

Desde o comeco de nossa vida escolar fazemos estudos sobre os conjuntos. Conjun-
tos de frutas, conjuntos de letras, conjuntos de numeros, dos niumeros pares, impares, €
assim vamos aumentando a complexidade com o passar do tempo. Aprendemos a fazer
diagramas e ter uma visao mais “pratica"do que € um conjunto e o que sao seus elementos.
Aprendemos a denotar conjuntos por letras maiusculas, além de passarmos a conhecer
subconjuntos, unides e colecoes, intersecoes e outras propriedades. Cada vez mais nos
aprofundamos sobre o assunto, mas sempre teremos conceitos simples e de facil entendi-
mento por detras dos resultados que depois seguem desta fase inicial.

Nosso texto se baseia nisso. Utilizaremos muito sobre a teoria ingénua dos conjuntos
e algumas aplicacoes da mesma. Responderemos duvidas que, talvez, venham em nossa
mente, como ‘Qual conjunto € maior, o conjunto dos numeros inteiros ou o dos naturais?’.
Ou ainda, ‘existe um infinito maior que o outro?’, ou até mesmo, ‘Qual o menor dos infini-
tos?’.

Um fato interessante a ser destacado sobre este texto € que as ferramentas utilizadas
nunca ultrapassam a barreira da teoria ingénua dos conjuntos: colecao, estar contido, per-
tencer, funcao e relacdoes de ordem. Todos estes sdao conceitos estudados até, no maximo,
o primeiro periodo de um curso regular de matematica.

Porém, manuseando estes conceitos de maneira ‘sabia’, resultados bem mais profundos
e importantes podem ser obtidos.
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Aqui dividimos o texto da seguinte maneira: na Secao 2 apresentamos e demonstramos
o Teorema de Cantor-Bernstein-Schréeder, incluindo na mesma, aplicacoes de tal resul-
tado; na Secao 3, apresentamos o Axioma da Escolha, o Principio da Boa Ordenacao e o
Lema de Zorn, cujas primeiras formulacoes datam de 1904 por Ernst Zermelo. Mostramos
que os mesmos sdo equivalentes, com demonstracdées nem sempre de facil compreensao,
mas sempre utilizando o basico da Teoria dos Conjuntos. Terminamos esta secao demons-
trando algumas aplicacoes do Axioma da Escolha, dentre elas, destacamos duas definicoes
equivalentes da funcao continua e a existéncia de base para espacos vetoriais.

2 O TEOREMA DE CANTOR-BERNSTEIN-SCHROEDER

Um dos fundadores da Teoria dos Conjuntos foi o alemao Georg Cantor (1845-1918).
Neste texto, veremos que, segundo Cantor, dois conjuntos tém o mesmo numero de ele-
mentos se existe uma bijecao entre eles. Caso isto ocorra, dizemos que os conjuntos sao
chamados equipotentes ou equivalentes ou, ainda, que tém a mesma cardinalidade. Cantor
provou que a menor cardinalidade (ou menor nimero cardinal - denominado ¥;) possivel
para um conjunto infinito € a dos naturais. Neste caso, dizemos que o conjunto é enu-
meravel. Cantor demonstrou ainda que, dado um conjunto qualquer, € sempre possivel
construir outro conjunto ‘maior’ ainda, ou seja, cuja cardinalidade € maior que a do con-
junto dado.

Veremos alguns exemplos de conjuntos enumeraveis e exemplos de conjuntos com a
cardinalidade ¢, que € denominada cardinalidade poténcia do continuo. Alguns textos na
literatura, utilizam ¢ = N;, seguindo a Hipotese do Continuo enunciada por Cantor: Nao
existe conjunto A que tenha cardinalidade maior que X, e menor que c¢. Na verdade, tal fato
nao pode ser “desprovado” e nem “provado”, segundo os axiomas da Teoria dos Conjuntos
tradicional (Zermelo-Fraenkel), com resultados obtidos por Kurt Godel (1938) e Paul Cohen
(1963), respectivamente.

Utilizaremos aqui fortemente, para obtencdo dos resultados, o Teorema de Cantor-
Bernstein-Schroeder, assim chamado em homenagem a Georg Cantor, Felix Bernstein e
Ernst Schroeder, que estabelece, para dois conjuntos A e B, o seguinte: se existem funcoes
injetoras f: A — B e g: B — A, entao existe uma funcao bijetora h: A — B. Em termos da
cardinalidade dos dois conjuntos, isso significa que se a cardinalidade de A € menor que a
de B e vice-versa, entao os dois conjuntos tém a mesma cardinalidade. Essa €, obviamente,
uma propriedade muito util para a ordenacao de numeros cardinais.

O que estudamos nesta secao foi motivado, em grande parte, pelos textos de Alencar e
Abud [1], e Avila [6].

2.1 DEMONSTRACAO DO TEOREMA
Para o que segue, vamos precisar das seguintes nota¢des para um dado conjunto X:
1. Se A C X, entao A’ representa X — A, ou seja, o complementar de A em relacao a X.

2. P(X) representa o conjunto das partes de X.

3. |X| indica a cardinalidade do conjunto X. Dizemos ainda que | X| € o numero cardinal
de X.

Vejamos o enunciado do Teorema de Cantor-Bernstein-Schréeder.

Teorema 2.1: (Cantor-Bernstein-Schroeder) Sejam conjuntos X e Y tais que existam fun-
coes injetoras f: X — Y e g: Y — X. Entao |X| = |Y], ou seja, X e Y sdo equipotentes.

Para a demonstracao, precisaremos, antes, do seguinte lema:

Lema 2.1: Sejam conjuntos X e Y tais que existam funcoes f: X — Y eg: Y — X. Entao,
existe um conjunto D C X tal que ¢(f(D)") = D'.
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Demonstragdo. Consideremos a funcao p: P(X) — P(X) dada por u(E) = g(f(E)'),VE C X.
Esta funcao é claramente bem definida e também € uma funcao crescente em termos de
inclusao de conjuntos, isto €:

E C F implica em pu(F) C u(F).

De fato: E C F resulta em f(FE) C f(F), pois f € uma funcao. Tomando o complementar,
temos f(F)" C f(E). Como g é funcao, g(f(F)") C g(f(E)). Mais uma vez, tomando o
complementar, resulta que g(f(F)") C g(f(F)"). Dai, obtemos que u(F) C u(F). Vamos
considerar uma familia dada por ® = {F € P(X) : E C u(E)}. Claro que () € ©. Seja D =
U{E C X : E € ©}. Podemos observar que: E € ® implica em E C D, por definicdo. Disto,
segue diretamente que £ C u(E) C p(D) implica em U{E C X : E € ©} C u(D), resultando
ao final que D C u(D). Portanto, u(D) C u(u(D)) e u(D) € ©. Disto, u(D) C D e, obtemos
w(D) = D. Assim, u(D) = g(f(D)") implica em D = g(f(D)’)’. Tomando o complementar,
resulta em D’ = (¢(f(D)")’), ou ainda D’ = g(f(D)’), concluindo o desejado. O

Finalmente, a demonstracao do Teorema 2.1:

Demonstragéo. (Teorema 2.1) Para provar o teorema basta mostrar que existe uma funcao
h: X — Y sobrejetora. Seja D o conjunto que existe pelo Lema 2.1. Vimos que g(f (D)) = D’.
Logo, podemos considerar a inversa de g, g~ !, da seguinte maneira: g~': D' — f(D)’. Note
que nao estamos afirmando que g é inversivel como um todo, mas ¢~ ! existe quando restrita
a D’ com contradominio f(D). E é isto que utilizaremos a seguir. Considere o conjunto D
do mesmo lema e a funcao h: X — Y definida por

| f(=) sex €D
M=) = { g Y z) sexeD

Quando restrita a D ou a D', € claro que h € injetora, pois f € g~! o sdao. Notemos

ainda que, pelo Lema 2.1, h esta bem definida, pois D’ C ¢(Y). Verifiquemos agora que
h €, de fato, injetora. Suponhamos que existam z € D e y € D’ tais que h(z) = h(y), ou
seja, f(z) = g '(y). Pelo Lema 2.1, D' = ¢g(f(D)’) implica em y = g(z), para algum z € f(D)'.
Disto, f(z) = g7 !(g(2)) = z € f(D), pois z € D, o que € um absurdo, fazendo com que h seja
injetora.

Provemos agora que h € sobrejetora. Seja y € Y. Assim, teremos duas possibilidades:

(i) Se g(y) € D, pelo lema anterior, g(y) € g(f(D’))" implica em g¢(y) ¢ g(f(D)’), obtendo
y ¢ f(D) e, ainda, y € f(D), ou seja, y = f(x), para algum z € D. Portanto, y = h(z).

(i) Se g(y) ¢ D, entdo g(y) =« € D'. Como x ¢ D, h(z) = g !(z) = g *(9(y)) = y. Portanto,
y = h(z).

Logo, h é sobrejetora. O

2.2 ENUMERABILIDADE

Para vermos algumas aplicacoes do Teorema de Cantor-Bernstein-Schréeder, preci-
samos de compreender um pouco melhor o menor dos infinitos. De fato, uma pergunta que
pode surgir € a seguinte: qual € o “ ‘menor’ dos infinitos?” Ou, “qual € o menor nimero car-
dinal?” Ja comentamos que a menor cardinalidade possivel € a dos naturais. No exemplo
abaixo, veremos mais alguns casos de conjuntos enumeraveis. Vamos sempre considerar
N=1{0,1,2,...}.

Exemplo 2.1: O conjunto dos numeros pares, impares e primos tém o mesmo “tamanho”
(isto €, cardinalidade) dos naturais. Na verdade, sendo eles subconjuntos infinitos dos
naturais, eles podem ser englobados num resultado mais geral, que € o Teorema 2.2 abaixo.
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Teorema 2.2: Se A C N entdao A é um conjunto finito ou, se tiver um numero infinito de
elementos, entao |A| = |N|.

Demonstrag¢ao. Tomemos A um conjunto com um numero infinito de elementos. Seja a
funcao
f: A — N
ko —  f(k)y=|{seA:s <k}

Mostraremos que f € bijetora.
() f € injetora: Sejam ai,as € A, tais que a; # ay. Consideremos a; < a. Claro que
Hs € A:s <a; <ax}| <|{s € A:s < az}|, pois aqui estamos trabalhando com conjuntos
finitos e {s € A : s < a1 < a2} € {s € A: s < az} (note que para cada k € N, f(k) € a
cardinalidade de um conjunto com um numero finito de elementos). Ou seja, f(a1) < f(as2).
(IT) f € sobrejetora: Utilizaremos o Principio de Inducao Finita, com a propriedade

P(n) ="existe k € A tal que f(k) =n € N".

Vale P(0) bastando tomar k£ como o minimo de A. Suponhamos que vale P(n) € provemos
P(n+1). Seja k € A tal que f(k) = n. Considere C = {r € A: k <r}. Entao C # 0, pois A é
infinito. Seja ¢t um minimo de C, ou seja, t <r paratodor € C,eT = {s € A:s < t}. Entao
T ={seA:s<k}U{k} e, portanto, f(t) = f(k) + 1 =n+ 1, o que prova, a partir de (I), que
f € bijetora. O

Portanto, a pergunta colocada no inicio desta subsecdo esta respondida. De fato, ¢é
provado pelo Teorema 2.2 que Xy € o menor numero cardinal. Uma outra pergunta pode
ser feita: podem haver conjuntos que contenham os naturais propriamente, mas ainda
enumeraveis? Sao bem conhecidos os casos enunciados no exemplo abaixo:

Exemplo 2.2: Os inteiros, denotados por Z, e os racionais, denotados por Q, sdo enumera-
veis.
No caso dos inteiros, temos, como pode ser facilmente verificado, a seguinte bijecao:

h: Z — N
. h()— 2n sen>0
" Tl 2zen—1)+1 sen<0

Quanto ao caso dos racionais, como pode ser visto em Sagher [5], uma bijecao f: Q — N
pode ser dada por:

m 2 2ep 2f1—1 2f1—1
f(o)zoyf(l)zlef<z):p161---pkek(I1f1 ---qlfl >
em que m € n sdo relativamente primos e m = p{'...p* e n = qll...qlfl, n # 0, sdo as
decomposicoes em fatores primos, sendo existente e tnica tal decomposicdo, segundo o
Teorema Fundamental da Aritmética.

Quando partimos para infinitos “maiores” que ¥y, nem sempre € facil criarmos bijecoes
entre conjuntos com esta propriedade. Porém, € mais facil criarmos funcées injetoras
entre tais conjuntos. E aqui que se destaca a utilidade do Teorema de Cantor-Bernstein-
Schroéeder, como veremos na subsecao seguinte.

2.3 APLICACOES DO TEOREMA

Agora, vamos exibir conjuntos com outra cardinalidade: a cardinalidade ¢ (poténcia do
continuo). Esta € a cardinalidade do conjunto dos nuimeros reais e também dos interva-
los da reta. De fato, os intervalos da reta parecem ter “tamanhos” diferentes, se forem
intervalos de comprimentos diferentes. Na verdade, nao € isto o que acontece. Todos os
intervalos, nao degenerados, tém o mesmo “tamanho” em termos de quantidade de elemen-
tos: sao equipotentes e, além disto, nao enumeraveis, tendo todos a mesma cardinalidade
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de R. Antes de aplicarmos o teorema propriamente dito, veremos alguns fatos. Vamos
precisar de algumas nocoes, como seguem nas definicoes subsequentes.

Definicdo 2.1: Um numeral é um simbolo ou grupo de simbolos que representa um numero.
Um sistema de numeracdo (ou sistema numeral) € um sistema em que um conjunto de
numeros sao representados por numerais de uma forma consistente.

Por exemplo, pode ser visto como o contexto que permite ao numeral "11" ser interpre-
tado como o numeral romano para dois, o numeral binario para trés ou o numeral decimal
para onze.

Defini¢do 2.2: Um sistema de numeracdo associado & base o, em que « € N*, € um sistema
de numeracao tal que cada numero € representado pelo seguinte numeral: (a;...ay)q, €m
que0<a; <a—1,paral <j<n.

Como exemplos mais comuns, citamos o sistema de numeracao decimal (base o =10),
que faz parte de nossa cultura, e o sistema de numeracao binario (base o =2) que € muito
utilizado em computacao.

Exemplo 2.3: O intervalo (0, 1) ndo é enumeravel.

De fato, considere f: N — (0,1) dada por f(n) = a,, para todo n € N uma fun-
cao qualquer. Vejamos que nenhuma tal funcdo pode ser sobrejetora. De fato, a, =
0,z122...2, ... €M que z1,...,x, compoe a decomposicao decimal de «a,, ocorrendo, portanto
xz, € {0,1,...,9}. Temos o seguinte, para cada elemento da imagem de f:

a1 =0,ata}. ..

as = 0,a%a3

Tome y = 0,y1y2..., €em que y, # a € y, # 0 para todo n € N. Claro que y € (0,1), mas
y ¢ f(N). Logo, nao ha bijecao entre (0,1) e N. Portanto, (0,1) ndo € enumeravel.

Exemplo 2.4: Qualquer intervalo da forma (a,b) € ndo enumeravel, para a,b € R, a < b.
Neste caso basta considerar a fung¢ao g: (0,1) — (a,b) dada por ¢(t) = a+t(b—a), para todo
t e (0,1).

Para verificar que os intervalos citados, anteriormente, e os intervalos nao-degenerados
tém a mesma cardinalidade dos reais, vamos precisar do Teorema 2.1, como veremos nos
exemplos seguintes:

Exemplo 2.5: |R| = |(—1,1)].

Considere a inclusao i: (—1,1) — R e a funcdo h: R — (—1,1) dada por h(x) m

el T
E claro que as duas funcées sao injetoras. Logo, usando o Teorema 2.1 segue que |R| =

(=L, D).

Vejamos que qualquer intervalo nao degenerado limitado (fechado, aberto ou semia-
berto), tem o mesmo “tamanho” do conjunto dos numeros reais.

Exemplo 2.6: Com base nos itens abaixo e no Exemplo 2.4, concluimos que para quaisquer
a,b € R, com a < b, vale |[a,b]| = |(a,b]| = |[a,b)| = |(a,b)].

(i) [[0,1)] =|(0,1)|. De fato, considere a func¢ao bijetora h: [0,1) — (0,1) dada por
3, sex=0
h(z) ={ —, sexz=2comn>2

z, sex¢{iin>2}u{0}
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(i) |(0,1]] =(0,1)|. Considere a funcao bijetora g: (0,1] — (0,1) dada por

1 -1
a1 Ser =g, comn >1

g(x) =
x, Semgé{%;nzl}
(iii) |[0,1]| =(0,1)|. Considere a funcao bijetora /: [0,1] — (0,1) dada por
3, sex=0
l(z)={ 5, sex=:comn>1
z, sex¢{iin>1}uU{0}

Exemplo 2.7: Para todo a € R,

(a,00)| = |[a, 00)| = |(=00,a)| = [(=o0, ]| = [R].

1. Considere as funcgdes f: [a,00) — (a,00) dada por f(z) = = + 1, para todo =z > a €
i: (a,00) — [a,00) a funcao inclusao. As duas sao injetoras. Basta aplicar o Teorema
2.1 e temos que |(a,o0)| = |[a, o0)].

2. Analogamente, basta aplicar o Teorema 2.1 considerando as func¢oes injetoras f: (—oo,a] —
(—o00,a) dada por f(z) =x—1,sex <aei: (—o0,a) — (—00,a] a funcao inclusdo. Basta
aplicar o Teorema 2.1.

3. Considere a funcao h;: R — (a,00) dada por hi(z) = a + 2* e a inclusao i;: (a,00) —
R. Sao injetoras e, pelo Teorema 2.1, |R| = |(a,00)|. Considere, também, a funcao
he: R — (—00,a) dada por he(z) = a — 2* e a inclusao is: (—oo,a) — R. Por serem
injetoras, com mais uma aplicacdo do Teorema 2.1, temos |R| = |(—o0,a)|.

De 1), 2) e 3), temos o que € enunciado no exemplo.
No proximo exemplo conheceremos um outro conjunto com a cardinalidade dos reais.

Exemplo 2.8: Dado um conjunto X, denotamos por 2% o conjunto das funcées f: X —
{0,1}. Vamos mostrar que 2| = |R|. Para isto, basta mostrar que [2| = |(0,1)|, pois
|(0,1)] = |R|. Vamos utilizar a Definicao 2.2. Considere, entao:

F: 2% — (0,1)

;o P =Y 0 0.

n=0

em que F(f) é a expansao decimal de um elemento do intervalo (0,1). Como f(j) €
{0,1},Vj € N, ¢é facil deduzir que F ¢€ injetora, e 2" esta em bijecdo com um subconjunto de
(0,1), em simbolos 2V < (0, 1).

Agora vamos definir G: (0,1) — 2" injetora. Antes, lembramos que € valido o seguinte
resultado: dado z € (0,1), z possui uma unica expansao infinita em base binaria, isto ¢,
x = 0,r129...2, ..., com {n € N*: z,, # 0} infinito (podemos encontrar este resultado em
Oliveira [4]).

Fazemos G(z) = f,: N — {0,1}, definida por f,(n) = z,4+1 , para todo n € N. Pelo
resultado anterior, G € injetora e (0,1) — 2. Pelo teorema de Cantor-Bernstein-Schroder,
(0, 1)] = [29.

Denotamos |2V| por [2|Nl = 2%, Assim, temos que 280 = ¢

Na Subsecao 3.3.4 veremos mais alguns exemplos de aplicacao do Teorema de Cantor-
Bernstein-Schoeder.
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3 O AXIOMA DA ESCOLHA: ALGUMAS EQUIVALENCIAS E APLICACOES

3.1 PRELIMINARES

No texto que segue, detalharemos os topicos relacionados ao Axioma da Escolha, o
Principio da Boa Ordenacao e o Lema de Zorn. Apos termos esses conceitos em mente,
mostraremos que os mesmos siao equivalentes.

3.1.1 AXIOMA DA ESCOLHA - AE

Para enunciar este axioma precisamos, antes, dos conceitos de “Sistema de Conjuntos”
e de “Funcao Escolha”.

1. Sisterma de Conjuntos: S € um sistema de conjuntos (ou uma colecao de conjuntos)
quando queremos enfatizar que os elementos de S sao conjuntos.

2. Funcao Escolha: Uma funcao g definida em um sistema de conjuntos S € uma funcao
escolha para S se g(X) € X para todo conjunto nao-vazio X € S

Enunciado 3.1: (Axioma da Escolha) Existe uma funcido escolha para cada sistema de
conjuntos.

Exemplo 3.1: Considere o conjunto B = {1,2,3,4,5} e seus subconjuntos A; = {1,2,3} ,
Ay ={1,3,4} e A3 = {2,5}. Sejam as funcées f e g do sistema de conjuntos {A4;, A2, A3} em
B dadas por:

f(A1) =3, f(A2) =2e f(A3) =5.

g(A1) =2, g(Az) =4 e g(A3) = 2.

Fica claro que f nao € uma funcao escolha, pois f(Az) = 2 ¢ As. Por outro lado, g € uma
funcao escolha, pois g(A1) € A1, g(A4z) € As € g(A43) € As.

3.1.2 PRrINCiPIO DA BOA ORDENACAO - PBO

Vejamos, entao, alguns conceitos necessarios para enuciarmos este principio.

1. W é bem ordenado pela relacao “<”, ou (W, <) é bem ordenado, ou ainda “<” € uma
boa ordem em W, se forem satisfeitas as seguintes propriedades:

(a) Para todo x € W,z < z (reflexiva).
(b) Para quaisquer z1,22 € W, se 21 < x9 € 22 < x1 entao z; = xy (anti-simétrica).
(c) Para quaisquer x1,z9,23 € W, se x1 < x9 € x5 < x3 entao z; < zs (transitiva).

(d) Dados quaisquer x1,z2 € W, ou 1 < 29 ou 2 < z1. Neste caso dizemos que todos
os elementos sao comparaveis.

(e) Dado qualquer subconjunto A de W, se A # () entdo A possui um minimo: existe
ap € A tal que ag < a, para todo a € A.

2. Se (W, <) satisfizer apenas as propriedades la, 1b e 1lc, dizemos que a relacao é¢ uma
ordem parcial (ou, simplesmente, ordem) e que o conjunto € parcialmente ordenado
(ou, simplesmente, ordenado).

3. Caso (W, <) seja ordenado e satisfaca também 1d, dizemos que a ordem € uma ordem
total ou ordem linear € que o conjunto € linearmente ordenado ou totalmente ordenado.
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Observacao: Se z; < x5 em uma ordem qualquer, entao dizemos que x; precede z-.

Proposicdo 3.1: Se (A, <) for tal que se B ¢ A, B # (), admite minimo, entao (A, <) é
totalmente ordenado.

Demonstragdo. Dados x1, x5 € A, consideremos B = {x1,z2}. Sabemos que B, por hipétese,
admite minimo. Entao, por definicio de minimo, x; < x5 ou z2 < z;. Portanto, z; e x2 sao
comparaveis e a ordem € total. O

A proposicao anterior nos diz que nem sempre precisamos demonstrar a validade do
item 1d, se mostrarmos o item le.

Enunciado 3.2: (Principio da Boa Ordenacao) Todo conjunto pode ser bem ordenado.

Este principio também € conhecido como Teorema de Zermelo em homenagem ao ma-
tematico alemao Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1851-1953).

Exemplo 3.2: Dados m,n € N, dizemos que m|n (m divide n) se, n € multiplo de m, ou seja,
existe k£ € N tal que n = km. Seja a relacao (N,<p) em que m,n € N estdo relacionados
por m <p n se m|n. Facilmente, podemos ver que esta relacdo satisfaz as propriedades 1la,
1b e 1c, mas ja nao satisfaz a propriedade 1d, pois podemos considerar, por exemplo, dois
numeros primos. Logo, a relacao (N, <p) é somente uma ordem parcial.

Exemplo 3.3: Seja (V,<)em que V = {z: 0 <z < 1} e “<” é a relacao de ordem usual da
reta. Entao (V, <) satisfaz 1a, 1b, 1c e 1d, mas nao satisfaz le. De fato, ndo existe minimo,
nao sendo totalmente ordenado. Na verdade, (V, <) tem o que chamamos de infimo que, no
caso, € 0.

Exemplo 3.4: Agora, seja o conjunto B = {2,4,8,16,...} e a relacao (B, <) de tal forma que,
para z,y € B, x <y se x € multiplo de y. Podemos perceber, entao, que como tal conjunto
com a relacao especifica satisfaz 1a, 1b, 1c, 1d e le, entdo € bem ordenado.

3.1.3 LEMA DE ZORN - LZ

Vejamos os conceitos necessarios para entendermos o Lema de Zorn. Seja, B C A, em
que A € um conjunto ordenado pela relacao <.

1. Cadeia: B € uma cadeia em A se quaisquer dois elementos de B sao comparaveis, isto
€, dados by, b, € B vale que by < by ou by < by.

2. Limitante superior: a € A € um limitante superior de B no conjunto ordenado (4, <) se
x < a para todo x € B.

3. Elemento maximal: b € B é um elemento maximal de B na ordenacao < se nao existe
x € Btalque b <z ez #b. Se o conjunto for totalmente ordenado, entao b passa a ser
um maximo de B.

Enunciado 3.3: (Lema de Zorn) Se toda cadeia em um conjunto nao-vazio e parcialmente
ordenado X tem um limitante superior em X, entao X tem um elemento maximal.

Exemplo 3.5: Para cada item desta subsecdo, consideramos os seguintes exemplos:
1. Seja (B, <) o conjunto definido no Exemplo 3.4. Entdo B € uma cadeia em B.
2. Seja (V, <) como definido no Exemplo 3.3. Entao 1 é um limitante superior de V.

3. Seja o conjunto W = {1,3,5,7} e a relacdo = < y se z|ly. Temos que 3, 5 e 7 sao
elementos maximais de W.
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3.2 EQUIVALENCIAS ENTRE PBO, AE E LZ

3.2.1 PBO = AE

Queremos mostrar que, se todo conjunto D pode ser bem ordenado, segundo alguma
relacao de boa ordem “ <”, entao dado um sistema de conjuntos, existe uma funcao escolha
para o mesmo.

Antes de prosseguirmos, mostraremos que o minimo de um conjunto bem ordenado €
unico.
Lema 3.1: Sejam b, e by minimos de um conjunto bem ordenado (B, <). Entdo b; = by, ou seja,
B admite um tnico minimo.

Demonstracao. Temos o seguinte:

e Como b; € minimo de B, entao b; < b, para todo b € B. Em particular, b; < bs.

e Como by € minimo de B, entdo b, < b, para todo b € B. Em particular, by < b;.

Por definicao, sabemos que b1,b2 € B. Das desigualdades acima, como a ordem satisfaz
a propriedade anti-simétrica, obtemos b; = bs. O

Seja 2 um sistema de conjuntos. Definimos U = {z : z € A para algum A € 2(}. Entao,
pelo Principio da Boa Ordenacao, existe uma relagcao < tal que (U2, <) € um conjunto bem
ordenado. Seja B = {x € U2 : existe A € A tal que = € o minimo de A pela relagao “ < ” }.
B tem um elemento de cada elemento de 2 e, nenhum diferente dele, pelo Lema 3.1. Seja

f: — BCud
A — T

Entao, f € uma funcao em A, pois z € o minimo de A, que é tnico. Em particular, f é
uma funcéao escolha do sistema de conjuntos 2, mostrando o desejado.

3.2.2 AE=1Z

Queremos mostrar que se existe uma funcao escolha para um conjunto (X, <) parci-
almente ordenado, que tem por propriedade que toda cadeia em (X, <) possui um limitante
superior, entdao (X, <) tem um elemento maximal. Mas, para isto, faremos algumas tran-
sicoes. Na verdade, veremos que a cardinalidade do conjunto dos elementos maximais de
X € a mesma de um conjunto que definiremos como X. E verificar que X tem elemento
maximal € bem mais razoavel que verificar que X tem elemento maximal. Comecemos com
a:

Definicdo 3.1: Para cada z € X, consideremos o segmento inicial s(x):

S(z) ={ye X:y <z}

Com isto, podemos definir, com P(X) sendo o conjunto das partes de X ja definido
anteriormente, a funcao

P(X)

5: X —
x — $(x)

Por S C P(X), denotamos a imagem da funcao s.

Pela relacdo de equivaléncia, temos para todo z,y € X : 5(x) C 5(y) se, e somente se,
z < y. Desta maneira, o trabalho de achar um elemento maximal em X é equivalente a
achar um elemento maximal em S. Deste modo, teremos que provar a seguinte afirmacao:
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“Se toda cadeia ndo vazia em um conjunto S ordenado pela inclusao de conjuntos (“C”)
tem um limitante superior em S, entao ha pelo menos um elemento (subconjunto)
maximal em S .”

Definicdo 3.2: Por X denotamos a colecao de todas as cadeias em (X, <) ordenada pela
relacao de inclusao de conjuntos.

Proposicdo 3.2: A colecao X satisfaz as seguintes propriedades:
1. Todo subconjunto de cada conjunto em X esta em X.
2. A uniao dos elementos de cada cadeia em X esta em X.

Demonstracdo. E facil ver que qualquer subconjunto de uma cadeia €, ainda, uma cadeia.
Isto € o item (1). Quanto ao item (2), lembramos que todo elemento de X esta contido em
3(x) para algum z € X. E valido que se C* é uma cadeia em X, entdo U A € X (destacamos
AeCX
que cada A é uma cadeia em X). De fato, dados dois elementos A; e Ay de U A, entao
AeeX

vale que A;, Ay € X e que A; C Ay ou Ay C Ay, pois Aq, As € eX.

O

Podemos observar do item (1) da Proposicao 3.2 que ) € X.

A principal vantagem de utilizar X € que a hipotese sobre as cadeias assume uma forma,
ligeiramente, mais especifica. De fato, ao invés de dizermos que cada cadeia C* tem um
limitante superior em S, podemos dizer que a uniao dos conjuntos de C* é um elemento de
X, como acabamos de ver. Portanto, a unido dos conjuntos de ¢* é um limitante superior
de CX,

No proximo resultado utilizaremos o Teorema de Cantor-Bernstein-Schoroeder.

Proposicdo 3.3: Existe uma bijecao entre os elementos maximais de S e os elementos ma-
ximais de X.

Demonstragao. Aqui utilizaremos do Teorema de Cantor-Bernstein-Schréeder (Teorema
2.1).

Cada elemento de S € um conjunto da forma 5(x), com z € X, formado por elementos
de X. Entao, cada 5(z) € uma cadeia por si s6. Disto, S C X e ha uma func¢ao injetora do
conjunto dos elementos maximais de S no conjunto dos elementos maximais de X. Como
cada elemento de X € dominado por algum elemento de S, pois cada cadeia admite um
limitante superior por hipotese, indo de S para X nao haverao mais elementos maximais.
De fato, dado um elemento maximal B de X, existe um s(x) € S, tal que B C 5(z). Agora,
mostraremos que s(z) € um elemento maximal de S. Notemos que se houvesse algum y € X,
y # x, tal que 5(z) C 5(y), entdao B = {B,5(y)} seria uma cadeia e, de B C B, B nio seria
elemento maximal de X. Portanto, 5(z) € um elemento maximal de S. Disto tudo, B — 5(x)
definida pelo que acabamos de comentar, € funcao injetora. Pelo Teorema 2.1, o resultado
segue. O

Definicdo 3.3: Para cada cadeia A em X, seja A := {z € X : AU {z} € X}, isto é, A consiste
de todos os elementos de X que, quando adicionados a A, constituem um conjunto que
também esta em X.

Proposicdo 3.4: Um conjunto M C X é maximal em X se, e somente se, M = M.

Demonstracdo. Para cada A em X, podemos escrever também A = U (Au{zx}), em que cada

zcA
AU {z} é uma cadeia em X, sendo assim, elemento de X, pela Proposicdo 3.2. Suponha

que exista um conjunto maximal M em X. Entao, por definicao de maximal, nao existem
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elementos x € X\ M que podem ser adicionados em M para fazer M U{z} um outro elemento
de X. Disto, M c M. Como é claro que M C M, entao M = M. Provemos agora a outra
implicacao. Suponhamos que M nao seja maximal. Entao existe N € X, tal que M C N.
Sejan € N\ M. E facil ver que n € M, ou seja, M U{n} € um elemento de X. De fato, M U{n}
é uma cadeia em X, o que implicaria em M # M. (M C M U {n}), concluindo o desejado.

O

Definicdo 3.4: Seja f uma funcao escolha para X, ou seja: paratodo A € P(X)\0: f(4) € A
Podemos definir g: X — X por:

AU{f(A\A)}, seA\A#D
9(A) =
A, caso contrario

Antes de partirmos para a proxima definicdo, € interessante ressaltarmos alguns fatos.
Pela Proposicado 3.4, o que temos que provar agora € que: existe A € X tal que g(A) = A.
Isto implica no fato de que A ¢ maximal em X. Notemos que, pela definicao de g, € valido:

para todo A € X, temos A C g(A).

Também, pelo fato de f ser uma funcao escolha, f(A\ A) tem um tunico elemento.
Obtemos assim, que g(A) contém, no maximo, um elemento a mais que A.

Definicdo 3.5: Um subconjunto 7 de X é uma torre se satisfaz:

1. 0eT;
2. AcT=g(A4) €T;

3. Se € é uma cadeia em T, entao U AeT.
Aee

A partir da definicao de torre, podemos listar alguns fatos:

1. Existe pelo menos uma torre em X, que € o proprio conjunto X;

2. A intersecao de uma coleciao de torres € ainda uma torre.

Definicdo 3.6: Seja T, a intersecao de todas as torres em X. Dizemos que C € T, é compa-
ravel se, para todo A € Ty, AC C ou C C A.

Proposicdo 3.5: T; é uma cadeia em X.

Demonstracdo. Temos que Ty € uma cadeia se, e somente se, todo C' € T, € comparavel.
Claramente, () € T, e () € comparavel, ou seja, existe pelo menos um elemento comparavel
em Jy. Seja um conjunto comparavel, C' # () e, tomemos A € T, tal que A C C (pelo menos
A = () existe). Por exemplo, podemos tomar C' = J. Entao, consideremos ¢g(A) como definido
anteriormente. Assim, g(A) € Ty, pelo item (2) da Definicao 3.5. Desta forma, como C é
comparavel, entdo C' C g(A) ou g(A) C C. Nao podemos ter C' C g(A), pois, neste caso, como
A C C, ocorreria que g(A) teria, pelo menos, dois elementos a mais que A, contrariando a
definicao de funcao escolha. S6 podemos ter, portanto, g(A) C C.
Em resumo

(A): AC C e C comparavel implica em g(A4) C C.
Definamos, agora, os seguintes conjuntos:

U:={AecTy:ACCougC)C A} e W:={AeTy:ACg(C)oug(C)C A},
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podendo ser observado que W é o conjunto dos elementos de T, comparaveis com ¢(C) e,
também, do fato que C C ¢(C), € facil ver que U C W'

Vamos provar, agora, que U € uma torre. De U C T e de Ty ser a menor dentre todas as
torres, concluiremos que U = Ty.

1. ) e U, pois § C C.

2. Seja A € U. Entao, temos duas possibilidades: A C C ou ¢(C) C A.

(@) Se A C C, entao ja vimos que g(4) C C, caso A C C, como indicado em (A) e, se
A = C, entao € claro que g(4) € U.

(b) Se g(C) C A, entao g(C) C g(A), o que implica que g(A) € U.

3. Vejamos que se C € uma cadeia em U, entao U A € U. Primeiramente, € claro que
Aee
U A € TJy. Disto segue que U A C C, implicando em U AelU ouC C U A. Neste

Aee Aee Aee Aee
caso, temos duas possibilidades:

(@) ACC, paratodo A €€, obtendo | JAcCe | ]Aecl
Ael Ael

(b) B ¢ C, para algum B € €. Entao, de B € U, ¢(C) C B C U A, concluindo o

Ace
desejado.

Agora, concluiremos que todos os elementos de T, sao comparaveis. Dado C' € Ty com-
paravel, acabamos de ver que podemos construir um conjunto U tal que U = Ty. Dali, se
A € Ty, tal fato implica que (A C C = A C ¢(C)) ou g(C) C A. Portanto, podemos escrever
o seguinte: () é comparavel e g: Tp — T, leva comparavel em comparavel. Como uniao
de conjuntos comparaveis ainda resulta em um conjunto comparavel, se TJ¢ for o conjunto
dos comparaveis em Ty, podemos afirmar que J¢ é uma torre. E imediato que T = T;. Isto
significa que T, € uma cadeia. O

Teorema 3.1: Existe M € X maximal de X.

Demonstragao. Seja M a uniao de todos os conjuntos em Jy. Assim, como T, € uma torre,
M € Ty e g(M) € Typ. Disto, g(M) C M. Como M C g(M), segue que M = g(M). Portanto,
f(M\ M) =10. Logo, M = M, provando, pela Proposicao 3.4, que M é elemento maximal de
X. U

Dos comentarios anteriores, resulta que X admite elemento maximal e o Axioma da
Escolha, de fato, implica no Lema de Zorn.

3.2.3 LZ = PBO

Queremos mostrar que todo conjunto (A, <) parcialmente ordenado pode ser bem
ordenado.
Seja A um conjunto. Consideremos todos os subconjuntos bem-ordenados de A, ou
seja, a colecao:
A={(B,<p);BC Ae B com arelacao <p ¢é bem ordenado }

Para B, B, € A, definimos By < Bs se:
(1) By C Bo;

(2) a ordem <p, € induzida de By;
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(3) dado x € By \ By, entao, y <p, z, para todo y € B;.

E facil ver que (A, <) é parcialmente ordenado. Agora, seja (B;,<;)ic; uma cadeia em
A. Vamos mostrar que tal cadeia admite um limitante superior. Pelo Lema de Zorn vamos
concluir que A admite um elemento maximal. Provaremos que tal elemento s6 pode ser A e,
portanto, A é bem ordenado. Um candidato natural a elemento maximal de A € By = U1 B;.
Se tomamos a,b € By, entaoa € B;, eb € B;, para alguns i;,i2 € I . Como temos uma cadeia,
B; < B;, ou B;, < B;,. Suponhamos B;, < B;,. Logo B;, C B;, implicando que a,b € B;,.
Dai, definimos a <p, b (isto quer dizer que « € b se relacionam como elementos de Br) se
a <p,, b. Entao (Br,<p,) € bem ordenado. De fato, (Br, <p,) € parcialmente ordenado, pois
é facil ver que <p, esta bem definida e € uma ordem parcial, pois cada B; € bem ordenado.
Vamos mostrar que todo subconjunto de Br admite minimo segundo a relacao <p,. Seja,
entdo, L C Ujc;B;. Podemos afirmar que LN B;, # () para algum i, € I. Logo LN B;, C B;, tem
um minimo /;,, pois B;, € bem ordenado. Vejamos que [;, € minimo, segundo a relacao <gp,,
de L também. Se [;, nao fosse minimo, entdo existiria [ € L tal que | <p, l;, <, l[n € LN B;,,
para todo I € LN B;,. Sel € B;,, entdao |l = l;,. Se l ¢ B;,, |l € B;, 2 B;, para algum i;, com
B, < B;,. Mas se |l € B;, \ B;,,l > ZBW para todo lBiO € Bj,, o que € um absurdo. Desta
forma, [;, € minimo de L segundo a relacao <g,.

Temos (Br,<p,) como limitante superior de (B;, <;);c; em A. Disto, pelo Lema de Zorn,
(A, <) tem um elemento maximal, digamos (B, <). Se By # A, existe z € A\ By,. Forma-
mos, entdo, o conjunto bem ordenado Bj; U {z}, declarando = > b,;, para todo by; € Byy.
Mas, neste caso, Bj; nao seria maximal, o que nos faz cair em contradicao.

Logo A = By, que € um conjunto bem-ordenado, como queriamos.

3.3 ALGUMAS APLICACOES DO AE
3.3.1 PONTOS DE ADERENCIA

Definicdo 3.7: A sequéncia de nimeros reais {z,, : n € N} converge para a € R, se para todo
numero real € > 0, existe n. € N tal que |z, — a| < £ para n > n..

Proposicdo 3.6: Seja A um subconjunto de nuimeros reais. Sao equivalentes as formas de
definir um ponto de aderéncia:

1. a € R é um ponto de aderéncia de A se, e somente se, existe uma sequéncia {x, : n €
N}, em A, que converge para a.

2. a € R € um ponto de aderéncia de A se, e somente se, para todo 0 < ¢ € R existe x € A
tal que |z —al < e.

Demonstragéao. ((1) implica em (2)): Dado ¢ > 0, existe uma sequéncia {z, : n € N}, em A4, e
n. € N tal que |z,, — a| < ¢ para todo n > n.. Em particular, z,_ € A.

((2) implica em (1)): Seja X,, = {z € A: |z —a| < %} Temos, por (2), que X,, # () para todo
n € N. Seja {z,, : n € N} uma sequéncia, tal que z,, € X,, para todo n € N. Entao, cada z,, € A
e {z, : n € N} converge para a. O

3.3.2 FUNCOEs CONTINUAS

Definicdo 3.8: Uma funcao f: A C R — R € continua ema € A se, e somente se, para todo
e > 0, existe 0 > 0 tal que:

|z —a| < 6 implica em |f(z) — f(a)| <e.

Diremos que funcao € continua se for continua em todos os pontos do seu dominio, no
caso, o conjunto A.
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Provaremos, utilizando do Axioma da Escolha, que a definicao de funcao continua pode
ser caracterizada de outra maneira, sendo esta muito 1util em varias demonstracdes sobre
continuidade.

Teorema 3.2: Uma funcao f: A C R — R € continua em um ponto a € A se, e somente se,
para toda sequéncia {z,, : n € N} que converge para a, a sequéncia {f(x,) : n € N} converge

para f(a).

Demonstragdo. Suponhamos que f seja continua em a. Se {z, : n € N} converge para a €
e > 0 é dado, entao primeiro encontramos n;s tal que |z, — a| < § sempre que n > ngs, em que
d > 0 € o que existe para o ¢ > 0 dado, segundo a Definicao 3.8. Logo |f(z,) — f(a)| < € para
n > ns.

Suponhamos, agora, que toda sequéncia convirja para a. Aqui, utilizaremos o Axioma
da Escolha. Tomemos como fato que f nao seja continua em a. Entao existe ¢ > 0 tal que
para cada ¢ > 0 existe um z; tal que |zs — a| < §, mas |f(zs5) — f(a)| > e. Em particular, para
cada k =1,2,3,..., ) — f(a)| > € (aqui o Axioma da
Escolha € utilizado, como enfatizamos), onde a funcao escolha tem dominio X, sendo que
os elementos de X sao os conjuntos da forma X, ={zx € A: [z —a| < 1/k e |f(x) — f(a)| > €}).
Obtemos que {zj : k € N} converge para a, mas {f(zy) : k € N} ndo converge para f(a). Isto
conclui a demonstracao.

O

3.3.3 EXISTENCIA DE BASES PARA ESPACOS VETORIAIS

Teorema 3.3: Todo espaco vetorial V tem uma base.

Demonstragao. Consideremos V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Lembremos que um
conjunto infinito é linearmente independente, se cada um de seus subconjuntos, com um
numero finito de elementos, for linearmente independente. Temos as possiveis considera-
coes:

Primeiro caso: V = {0}.

Segundo caso: V' # {0}.

No primeiro caso, B = () € uma base para V. Para o segundo caso, seja F = {X C V :
X é linearmente independente} um conjunto ordenado por inclusdo. Agora, consideremos
¢ uma cadeia de elementos de E. Entao, para qualquer C, D € €temos que C C D ou D C C.
Tomemos Z = UC = U{C : C € €}. Vamos mostrar que Z € linearmente independente,
mostrando, assim, que ¢ tem um limitante superior, o que possibilitara a aplicacao do

Lema de Zorn. Consideremos F' = {z1,...,z,} C Z. Para cada j, 1 < j < n, existe C; € €
tal que z; € C;. Como ¢ € uma cadeia (totalmente ordenado), existe j, € {1,...,n} tal que
C; C Cj,,1 <j<n.Assim, z1...,z, € Cj, €, como Cj, € €, por definicdo {z1,...,z,} também

é hnearmente independente e, portanto, Z também o é. Pelo Lema de Zorn, existe B € E
tal que B € um elemento maximal de £. Em particular, B € linearmente independente.
Provemos, entao, que B € gerador de V. Suponha que B nao seja gerador de V. Entao,
considerando W o espaco gerado por B, temos que W C V e

W={agz1+...+agrp:; EKx; € Bj1<i<kkeN}

Como W C V, existe vy € V \ W que nao é combinacédo linear dos vetores de B. Deste
modo, seja By = BU{vp}. Provemos que By € linearmente independente. Sejam v1,..., v, € B
€ ap,a1,...,q, € K tais que

agvg + av; + ... + apv,. = 0.

Se oy # 0, entao podemos escrever vy = Oggl — 0‘2”2 - = O‘(;gr obtendo que vy € uma

combinacao linear de vetores de B, o que contrarla o fato de que vy ¢ W. Assim, temos
que a9 = 0 e vqv; + ... + v, = 0. Como sabemos que B é linearmente independente,
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a1 = ... = o, = 0, concluindo assim que By € £ com B C By. Mas, B € um elemento
maximal de £ nao podendo ocorrer tal inclusdao. Portanto, s6 podemos ter que V = W e
que B € base de V.

O

3.3.4 CARDINALIDADE DE PRODUTOS CARTESIANOS

E conhecido que o Axioma da Escolha é equivalente ao fato de que todo conjunto infinito
A satisfaz: |A x A| = |A] (a cardinalidade do produto cartesiano A x A é igual a cadinalidade
de A.). Comecaremos com alguns exemplos iniciais de conjuntos que satisfazem tal igual-
dade, utilizando o Teorema de Cantor-Bernstein-Schréeder (Teorema 2.1) para demonstrar
tal fato.

Exemplo 3.6: |N x N| = |N]

Demonstragao. Claramente, a funcao g: N — N x N, definida por g(n) = (n,0), para todo
n € N, é injetora. Consideremos agora, a funcao h: N x N — N, dada por h((r,s)) = 2".3%,
para todos r,s € N, que também € injetora, pois todo numero se decompode, de uma unica
maneira, em fatores primos (Teorema Fundamental da Aritmética - ver Conway [2, p. 77]).
Finalmente, pelo Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder, temos que |[N| = |N x N| O

Exemplo 3.7: |(0,1)| =|(0,1) x (0,1)]

Demonstragdo. Consideremos a incluséao g: (0,1) — (0,1) x (0,1) dada por g(z) = (z,0),
para todo z € (0,1), que € injetora. Agora, vamos definir ~: (0,1) x (0,1) — (0,1) de maneira
que também seja injetora.

Dados a,b € (0,1), consideremos a expansao binaria infinita (que existe e € unica - ver
Oliveira [4]) de a e b da seguinte forma:

CLZO,CL1(L2...CLn... € bZO,blebn

com a;,b; € {0,1}, para todo i € N, sendo {i: a; # 0} e {i: b; # 0} conjuntos infinitos. Entao,

consideremos h((a,b)) = 0,a1biagby ... ayb,.... A ultima expressio é a expansao binaria do
numero h((a,b)), o que prova que h € funcao e que € injetora. Utilizando o Teorema de
Cantor-Bernstein-Schroéeder, temos que |(0,1)| = |(0,1) x (0,1)] O

Os fatos provados nos exemplos anteriores, nos permitem concluir algo mais geral.
Como ja vimos na Subsecao 2.2, |Q| = |N| e |R| = |(0,1)|]. Usando o Principio da Inducao
Finita, podemos obter que, para todo n € N*, |Q"| = |Q| e |R"| = |R|. De fato, se supormos
que vale |Q"| = |N|, devemos provar que |Q""!| = |N|.

Sabemos que existem as func¢des bijetoras f: Q" — Ne g: Q — N. Entao, € de facil
verificacao que a funcao definida na sequéncia € bijetora:

h: Q"xQ — N x N
(riq) > (f(r),9(q) "

Dai, [Q""!| = |N x N| = |N|. De maneira analoga, podemos provar que |[R"| = [R]|.

Estes exemplos podem nos fazer questionar sobre a cardinalidade de um produto car-
tesiano de um conjunto com ele mesmo. De fato, se A for um conjunto finito, como por
exemplo, com trés elementos, |A x A| = 9. Mas, quando falamos sobre conjuntos infinitos,
temos a significativa equipoténcia como ja comentada no inicio desta secao: |A| = |[A x A|.
Tal fato € conhecido como Teorema de Tarski.
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3.3.5 FUNCOES ADITIVAS

Definicdo 3.9: Uma funcao f: R — R é aditiva se verifica a seguinte condicao:
para todo z,y € R, f(z +y) = f(z) + f(y)

Um facil exemplo de funcao aditiva pode ser obtido da seguinte maneira: utilizando o
Axioma da Escolha, fixamos a € R e consideremos f,: R — R definida por f,(z) = ax, para
todo z € R.

Facilmente podemos observar que: f,(z) = ax € f,(y) = ay implicam em f,(z) + f,(y) =
ar + ay = a(x + y) = fu(x +y), para todo z,y € R.

Uma pergunta que pode surgir € a seguinte: seria toda funcao aditiva também uma
transformacao linear? Vejamos o resultado que segue.

Proposicdo 3.7: Existe uma funcao f: R — R que € aditiva, mas nao linear.

Demonstragéo. De fato, seja V' o espaco vetorial R sobre o corpo dos racionais Q. Entao V
tem dimensao infinita (de fato, se £ € uma base de V, entao |E| = 2% _ ver [3, p.- 148]).
E facil ver que, se B = {1,1/2}, entdo B € um conjunto linearmente independente deste
espaco vetorial. Podemos extender B, utilizando o Lema de Zorn e, portanto, o Axioma da
Escolha, a uma base E de V. Consideremos a funcao linear f: V — R dada por f(1) =1e
f(v) =0 para todo v € F \ {1}. Portanto, tal funcao € aditiva em R, pois € linear em V. Mas,
nao é linear em R, pois se fosse, 0 = f(v/2) = v2.f(1) = v/2.1 = /2, 0 que nos levaria a um
absurdo. O

Uma outra pergunta interessante que podemos fazer é: existe alguma funcao aditiva
em R que nao seja da forma f, para algum a € R? De fato, podemos enunciar o seguinte
resultado:

Teorema 3.4: Existe uma funcao aditiva f: R — R tal que f # f, para todo a € R.

Demonstragao. Seja V' o espaco vetorial R sobre o corpo dos racionais. Considere B uma
base para V dada por B = {z; : i € I}, sendo / um conjunto infinito de indices. Utilizando o
Axioma da Escolha, fixemos i, € I.

Deste modo, definamos:

Uz

Qi,, S€x = Zajxj e existe j,1 < j < n,, tal que j = 7.

f(.l?) = j=1
0, caso contrario.
Vejamos que f € uma funcao aditiva em R. Sejam z,y € R. Entao z = 2?21 a;xj €
ZZL Brxk, com ng,ny >ig € aj, fr, €Q, j=1,...,n, e k=1,...,n,. Dividimos em casos:

(i) Se a;, = fi, =0, entdo f(z)+ f(y) =0+0=0= f(z+y).
(i) Se a;, =0e B, #0, entao f(x)+ f(y) =0+ Bi, = f(z +y).
(iii) Se o, #0 e B;, =0, entao f(z)+ f(y) = a;, + 0= f(z +y).
(iv) Se o, #0 e B, #0, entao f(x)+ f(y) = iy + Biy = f(x 4+ y).

Agora, suponhamos (utilizando, novamente, o Axioma da Escolha) que f(z) = ax para
algum o € R e para todo z € R (a funcao escolha, aqui, tem dominio no conjunto dos
numeros reais). Pela suposicao, teriamos f(z;,) = az;,. Teriamos também que como z;, €
um elemento da base B e z;, = l.z;,, entao f(z;,) = 1. Por todos estes fatos, resulta que
a # 0, pois z;, # 0, por ser um elemento da base. Agora, utilizando o Axioma da Escolha,
tomemos i € I, com i # iy. Assim, f(z;) = 0. Também, z; # 0, pois € vetor de base. Ainda,
pela hipétese sobre f, 0 = f(x;) = ax;, obtendo ao fim que a = 0. A partir do que acabamos
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de ver, chegamos a um absurdo. Finalmente, concluimos que a funcao f, como definida, €
aditiva, mas nao € da forma f, para nenhum a € R.
O
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