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RESUMO

Neste trabalho, é introduzida uma nova distribuição denominada Kumaraswamy
exponenciada-Lomax que inclui os importantes submodelos: Lomax, Lomax expo-
nenciada, Lomax generalizada exponenciada e Kumaraswamy Lomax. Algumas das
principais propriedades estruturais dessa distribuição são apresentadas. A estima-
ção dos parâmetros do modelo é discutida utilizando os métodos dos momentos e da
máxima verossimilhança. O potencial da distribuição Kumaraswamy exponenciada-
Lomax é demonstrado na modelagem de um conjunto de dados de sobrevivência.

ABSTRACT

In this work, is introduced a new distribution called exponentiated Kumaraswamy
Lomax that includes important submodels: Lomax, exponentiated Lomax, exponen-
tiated generalized Lomax, Kumaraswamy Lomax. Some of the main structural pro-
perties of this distribution are presented. The estimation of the model parameters
considering the methods of moments and maximum likelihood is also discussed. The
potential of exponentiated Kumaraswamy Lomax distribution is shown in modeling a
set of survival data.

Palavras-chave: Critério de Informação de Akaike, distribuição Lomax distribuição Kumaraswamy,
momentos, método da máxima verossimilhança.

1 INTRODUÇÃO

A distribuição Lomax ou Pareto tipo II como também é conhecida foi originalmente pro-
posta por Lomax [1] para analisar dados de insucesso empresarial. Logo após, diversos
autores passaram a estudar e aplicar esse modelo em diversos contextos. Hassan e Al-
Ghamdi [2] utilizaram a distribuição Lomax para determinar o tempo ótimo de mudança
de nível para os planos de estresse simples em um modelo de exposição cumulativa. Hol-
land et al. [3] utilizaram a distribuição Lomax para modelar tamanhos de arquivos em
computadores utilizados como servidores. O modelo Lomax foi empregado por Vidondo et
al. [4] para analisar dados de ecologia aquática.
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Na última década, foram propostas diversas generalizações da distribuição Lomax. En-
tre os trabalhos mais recentes, pode-se destacar: Abdul-Moniem e Abdel-Hameed [5] com
a distribuição Lomax exponenciada, Batal e Kareem [6] com a distribuição Kumaraswamy
Lomax exponenciada, Coderiro et al. [7] com a distribuição Lomax generalizada exponen-
ciada e Lemonte e Cordeiro [8] com a distribuição Lomax estendida.

Neste trabalho, é introduzida e estudada uma distribuição denominada Kumaraswamy
exponenciada-Lomax. Essa nova distribuição possui como submodelos as distribuições
Lomax, Lomax exponenciada e Lomax generalizada exponenciada. São apresentadas algu-
mas das principais propriedades estruturais do modelo proposto. Entre essas propriedades
inclue-se os momentos, os desvios médios e a medida da entropia de Rényi. A estimação
dos parâmetros é discutida utilizando os métodos dos momentos e da máxima verossimi-
lhança. O ajuste do novo modelo a um conjunto de dados de sobrevivênvia demonstra sua
viabilidade.

O texto é organizado da seguinte forma: na Seção 2 a distribuição Kumaraswamy
exponenciada-Lomax é definida e alguns submodelos são enumerados. Diversas propri-
edades estruturais do modelo são estudadas na Seção 3. A estimação dos parâmetros é
discutida na Seção 4. Finalmente, na Seção 5 é reportada uma aplicação da distribuição
Kumaraswamy exponenciada-Lomax.

2 O MODELO

A função de distribuição acumulada (FDA) da distribuição Lomax com parâmetro de
forma a > 0 e parâmetro de forma b > 0 é difinida por:

G (x; a, b) = 1−
(

1 +
x

b

)−a
(1)

sendo que x > 0. A função densidade de probabilidade (FDP) correspondente é dada por:

g (x; a, b) =
aba

(b+ x)a+1 =
a

b

(
1 +

x

b

)−(a+1)
(2)

sendo que x > 0, a > 0 e b > 0.
A distribuição Kumaraswamy tem sido extensivamente utilizada como uma alternativa

para a distribuição beta pois, ambas possuem importantes características em comum. No
entanto, a distribuição Kumaraswamy possue a vantagem de sua FDP (4) não depender da
função beta. Esse fato, torna o tratamento matemático das propriedades dessa distribuição
mais simples.

A FDA da distribuição Kumaraswamy [9] com parâmetros de forma α > 0 e β > 0 é dada
por

F (x;α, β) = 1− (1− xα)β (3)

sendo que 0 < x < 1. A FDP correspondente a (3) é dada por:

f (x;α, β) = αβxα−1 (1− xα)β−1 (4)

Recentemente, Lemonte et al. [10] propôs uma generalização de (3) denominada distribui-
ção Kumaraswamy exponenciada. A FDA e a FDP da distribuição Kumaraswamy exponen-
ciada são dadas, respectivamente, por:

F (x;α, β, θ) =
[
1− (1− xα)β

]θ
(5)

e

f (x;α, β, θ) = αβθxα−1 (1− xα)β−1
[
1− (1− xα)β

]θ−1
(6)
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sendo que θ > 0 é um parâmetro de forma.
Se G(x) é uma FDA de uma variável aleatória X. Então, a FDA de uma classe de funções

de distribuições generalizadas é dada por:

F (x;α, β, θ) =
[
1− (1−G(x)α)β

]θ
(7)

A correspondente FDP para (7) é

f (x;α, β, θ) = αβθg(x)G(x)α−1 (1−G(x)α)β−1
[
1− (1−G(x)α)β

]θ−1
(8)

Huang e Oluyede [11] aplicaram a FDA da distribuição Dagum em (8) para definir a dis-
tribuição Kumaraswamy exponenciada-Dagum. Pode-se observar que a generalização (8)
pode ser empregada para definir outras distribuições baseadas no modelo Kumaraswamy
exponenciado.

Substituindo (1) em (7), obtém-se uma nova distribuição chamada de Kumaraswamy
exponenciada-Lomax (KEL) com FDA

F (x; a, b, α, β, θ) =

{
1−

[
1−

(
1−

(
1 +

x

b

)−a)α]β}θ
(9)

sendo que x > 0, a > 0, b > 0 α > 0, β > 0 e θ > 0. A FDP associada ao modelo KEL é dada
por:

f (x; a, b, α, β, θ) =
aαβθ

b

(
1 +

x

b

)−(a+1)
[
1−

(
1 +

x

b

)−a]α−1{
1−

[
1−

(
1 +

x

b

)−a]α}β−1

×

{
1−

[
1−

(
1−

(
1 +

x

b

)−a)α]β}θ−1

(10)

Na Figura 1 são exibidas algumas formas possíveis da FDP (10) para diferentes valores
dos parâmetros a, b, α, β e θ.

FIGURA 1: Gráficos da FDP da distribuição KEL para diferentes valores paramétricos.

2.1 SUBMODELOS

Nesta subseção, são enumerados alguns importantes submodelos da distribuição KEL.
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1. Quando α = β = θ = 1, a distribuição KEL corresponde ao modelo Lomax com FDP

f (x; a, b) =
a

b

(
1 +

x

b

)−(a+1)
(11)

2. Se α = β = 1, a distribuição KEL coincide com a distribuição Lomax exponenciada
com FDP

f (x; a, b, θ) =
aθ

b

(
1 +

x

b

)−(a+1)
[
1−

(
1 +

x

b

)−a]θ−1

(12)

3. Caso β = θ = 1, obtém-se a distribuição Lomax exponenciada como submodelo da
distribuição KEL. A FDP correspondente é dada por:

f (x; a, b, α) =
aα

b

(
1 +

x

b

)−(a+1)
[
1−

(
1 +

x

b

)−a]α−1

(13)

4. Caso β = 1, a distribuição KEL reduz-se a outra distribuição Lomax exponenciada
com parâmetros a, b e αθ. A FDP correspondente é dada por:

f (x; a, b, αθ) =
aαθ

b

(
1 +

x

b

)−(a+1)
[
1−

(
1 +

x

b

)−a]αθ−1

(14)

5. Se α = 1, o modelo KEL representa a distribuição Lomax generalizada exponenciada
com FDP

f (x; a, b, β, θ) =
aβθ

b

(
1 +

x

b

)−(aβ+1)
[
1−

(
1 +

x

b

)−aβ]θ−1

(15)

6. Se θ = 1, a Equação 10 representa o modelo Kumaraswamy Lomax com FDP

f (x; a, b, α, β) =
aαβ

b

(
1 +

x

b

)−(a+1)
[
1−

(
1 +

x

b

)−a]α−1{
1−
[
1−
(

1 +
x

b

)−a]α}β−1

(16)

3 PROPRIEDADES DO MODELO KEL

3.1 EXPANSÕES EM SÉRIE PARA A FDA E A FDP

Para todo número real não inteiro ν > 0, tem-se a seguinte expansão em série de potên-
cias

(1− ω)ν−1 =
∞∑
j=0

(−1)jΓ(ν)ωj

Γ(ν − j)j!
(17)

sendo que |ω| < 1. Utilizando a representação (17) na Equação 9, tem-se

F (x; a, b, α, β, θ) = βθ

∞∑
j=0

∞∑
k=0

(−1)j+kjΓ(θ)Γ(βj)

Γ(θ + 1− j)Γ(βj + 1− k)(j − 1)!k!

[
1−

(
1 +

x

b

)−a]αk
(18)
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com α e β reais não inteiros. Se θ é um número inteiro, então, o índice j na soma (18)
para em θ. Se β é um inteiro, então, o índice k para em βj. De forma análoga, aplicando a
representação (17) na Equação 10, pode-se escrever:

f (x; a, b, α, β, θ) =
aαβθ

b

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lΓ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]

Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

×
(

1 +
x

b

)−a(l+1)−1
(19)

Se θ é um número inteiro, então, o índice j na soma (19) para em θ − 1. Se β é um inteiro,
então, o índice k para em β(j+1)−1. Caso α seja inteiro, o índice l estaciona em α(k+1)−1.

3.2 FUNÇÃO DE RISCO

Para uma variável aleatória contínua X com FDP f(x) e CDF F (x), a função de risco é
dada por:

h (x) = lim
∆x→0

P (X < x+ ∆x|X > x)

∆x
=

f(x)

1− F (x)
(20)

A função de risco desempenha um papel importante na análise de dados de sobrevivên-
cia. Para a distribuição KEL, a função de risco é dada por:

h (x; a, b, α, β, θ) =

aαβθ

b

(
1 +

x

b

)−(a+1)
[
1−

(
1 +

x

b

)−a]α−1{
1−

[
1−

(
1 +

x

b

)−a]α}β−1

1−

{
1−

[
1−

(
1−

(
1 +

x

b

)−a)α]β}θ

×

{
1−

[
1−

(
1−

(
1 +

x

b

)−a)α]β}θ−1

(21)

Na Figura 2 são exibidas algumas formas possíveis da função de risco (21) para diferen-
tes valores dos parâmetros a, b, α, β e θ.

FIGURA 2: Gráficos da função de risco da distribuição KEL para diferentes valores paramétricos.
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3.3 FUNÇÃO QUANTIL

A função quantil Q (p), 0 < p < 1, para a distribuição KEL é dada por:

Q (p) =
b{

1−
[
1−

(
1− p1/θ

)1/β]1/α
}1/a

− b (22)

A mediana da distribuição é obtida ao substituir p = 0, 5 em (22). Uma amostra aleatória
também pode ser gerada a partir de (22), basta utilizar p como sendo as observações de
uma variável aleatória uniforme no intervalo (0, 1).

3.4 MOMENTOS

Diversas características importantes de uma distribuição podem ser estudadas atra-
vés dos seus momentos. Dessa forma, é comum determinar os momentos quando uma
distribuição é proposta.

Utilizando a Equação 19, o momento de ordem r da distribuição KEL pode ser escrito
como:

E (Xr)=

ˆ ∞
0

xrf (x; a, b, α, β, θ) dx

=

ˆ ∞
0

aαβθ

b

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lΓ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]

Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

×xr
(

1 +
x

b

)−a(l+1)−1
dx

=
aαβθ

b

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lΓ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]

Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

×
ˆ ∞

0
xr
(

1 +
x

b

)−a(l+1)−1
dx

= aαβθ
∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lba(l+1)Γ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]

Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

×
ˆ ∞

0
xr (b+ x)−a(l+1)−1 dx (23)

Segundo Prudnikov et al. [12], se | arg z |< π e 0 < Re α < Re ρ, então,
ˆ ∞

0
xα−1 (x+ z)−ρ dx = zα−ρB (α, ρ− α) (24)

sendo que B(a, b) representa a função beta,

B (a, b) =

ˆ 1

0
ta−1 (1− t)b−1 dt, (25)

Então, a aplicação da integral (24) em (23) resulta que o momento de ordem r da distribui-
ção KEL pode ser escrito como

E (Xr)= aαβθ
∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lbrΓ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]B (r + 1, a(l + 1)− r)
Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

sempre que a(l + 1) > r. Em particular, a média da distribuição KEL é dada por
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E (X)= aαβθ

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lbΓ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]B (2, a(l + 1)− 1)

Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

A partir dos quatro primeiros momentos da distribuição KEL, pode-se obter a variância,
os coeficientes de assimetria e curtose dessa distribuição utilizando as respectivas expres-
sões:

V ar (X) = E
(
X2
)
− E2 (X) (26)

Ass (X) =
E
(
X3
)
− 3E (X)E2 (X) + 2E3 (X)

V ar3/2 (X)
(27)

Cur (X) =
E
(
X4
)
− 4E (X)E3 (X) + 6E

(
X2
)
E2 (X)− 3E4 (X)

V ar2 (X)
(28)

A Tabela 1 contém a média da distribuição KEL para diferentes valores dos parâmetros
a, b, α, β e θ.

Tabela 1. Média da distribuição KEL para diferentes valores paramétricos.
a b α β θ Média

0.8 2.5 3.0 4.0 0.8 5, 169
1.5 1.5 3.0 4.0 1.8 1, 678
2.0 1.0 1.0 4.0 1.0 0, 142
2.0 1.0 3.0 4.0 1.0 0, 565
2.0 2.0 1.0 4.0 1.0 0, 286
2.0 2.0 1.0 4.0 5.0 0, 478
3.0 2.0 3.0 4.0 5.0 0, 408
3.0 2.2 2.5 1.5 1.8 5, 459
3.5 2.0 3.0 4.0 5.0 0, 321
3.5 2.5 3.0 4.0 2.0 0, 932
3.5 2.5 3.0 4.0 5.0 0, 402
3.5 4.5 3.0 4.0 6.0 0, 279
3.5 4.5 3.0 4.0 1.5 1, 336
4.2 1.6 3.0 2.0 2.4 0.781
5.6 2.0 1.0 2.0 3.8 0, 340
6.5 4.5 3.0 4.0 2.5 0, 815
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3.5 DESVIOS MÉDIOS

Seja X uma variável aleatória com distribuição KEL com média µ = E (X) e mediana m.
O desvio médio em relação a média é dado por:

δ1 (X) = E (|X − µ|)

=

ˆ ∞
0
|x− µ|f (x; a, b, α, β, θ) dx

= 2µF (µ; a, b, α, β, θ)− 2µ+ 2

ˆ ∞
µ

xf (x; a, b, α, β, θ) dx

= 2µ

{
1−

[
1−

(
1−

(
1 +

µ

b

)−a)α]β}θ
− 2µ

+
2aαβθ

b

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lΓ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]

Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

×
ˆ ∞
µ

x
(

1 +
x

b

)−a(l+1)−1
dx (29)

Segundo Gradshteyn e Ryzhik [13], se Re α < Re ν, então,

ˆ ∞
µ

xα−1 (1 + βx)−ν dx =
µα−ν

βν (ν − α)
2F1

(
ν, ν − α; ν − α+ 1;− 1

βµ

)
(30)

sendo que 2F1 (a, b; c;x) representa a função hipergeométrica de Gauss,

2F1 (a, b; c;x) =
∞∑
k=0

(a)k (b)k x
k

(c)k k!
(31)

em que (d)k = d (d+ 1) . . . (d+ k − 1) denota o fatorial ascendente.
Aplicando a integral (30) em (29), obtém-se o desvio médio em relação a média da dis-

tribuição KEL,

δ1 (X) = 2µ

{
1−

[
1−

(
1−

(
1 +

x

b

)−a)α]β}θ
− 2µ

+ 2aαβθ
∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lba(l+1)µ1−a(l+1)Γ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]

[a (l + 1)− 1] Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

× 2F1

(
a (l + 1) + 1, a (l + 1)− 1; a (l + 1) ;− b

µ

)
(32)

Por outro lado, o desvio médio em relação a mediana da distribuição KEL é dado por:

δ1 (X) = E (|X −m|)

=

ˆ ∞
0
|x−m|f (x; a, b, α, β, θ) dx

= −µ+ 2

ˆ ∞
m

xf (x; a, b, α, β, θ) dx

= −µ+ 2aαβθ

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lba(l+1)m1−a(l+1)Γ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]

[a (l + 1)− 1] Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

× 2F1

(
a (l + 1) + 1, a (l + 1)− 1; a (l + 1) ;− b

m

)
(33)
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3.6 CURVAS DE BONFERRONI E LORENZ

As curvas de Bonferroni e Lorenz são muito utilizadas em diversas áreas do conheci-
mento incluindo economia, demografia, seguros e medicina. As curvas de Bonferroni e
Lorenz são dadas, respectivamente, por:

B (p) =
1

pµ

ˆ q

0
xf (x) dx (34)

e

L (p) =
1

µ

ˆ q

0
xf (x) dx (35)

sendo que µ = E (X) e q = F−1 (p). Em particular, para a distribuição KEL, a curva de
Bonferroni é dada por:

B (p) =
1

pµ

ˆ q

0
f (x; a, b, α, β, θ) dx

=
aαβθ

bpµ

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lΓ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]

Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

×
ˆ q

0
x
(

1 +
x

b

)−a(l+1)−1
dx (36)

Segundo Gradshteyn e Ryzhik [13], se Re α > 0 e | arg (1 + βq) |< π, então,

ˆ q

0
xα−1 (1 + βx)−ν dx =

qα

α
2F1 (ν, α;α+ 1;−βq) (37)

Aplicando a integral (37) em (36), obtém-se a curva de Bonferroni para a distribuição
KEL,

B (p) =
aαβθq2

2bpµ

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lΓ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]

Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

× 2F1

(
a(l + 1) + 1, 2; 3;−q

b

)
(38)

Por outro lado, a curva de Lorenz para a distribuição KEL é,

L (p) =
aαβθq2

2bµ

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lΓ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]

Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k] Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

× 2F1

(
a(l + 1) + 1, 2; 3;−q

b

)
(39)

3.7 ENTROPIA

Uma entropia de uma variável aleatória X é uma medida da variação da incerteza.
É um importante conceito em diversos domínios científicos, especialmente em teoria da
comunicação, física e probabilidade. Uma medida de de entropia bastante popular é a
entropia de Rényi. Se X possui FDP f(·), então, a entropia de Rényi entropy é definida
como

HR (ν) =
1

1− ν
log

[ˆ
fν (x) dx

]
(40)
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sendo que ν > 0 e ν 6= 1. Utilizando a definição (40), pode-se concluir que a entropia de
Rényi para a distribuição KEL é

HR (ν) =
ν

1− ν
(log a+ logα+ log β + log θ − log b)

+
1

1− ν
log

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lbΓ [ν (θ − 1) + 1] Γ [βj + ν (β − 1) + 1]

Γ [ν (θ − 1) + 1− j] Γ [βj + ν (β − 1) + 1− k]

× Γ [αk + ν (α− 1) + 1] Γ [al + ν (a+ 1)− 1]

Γ [αk + ν (α− 1) + 1− l] Γ [al + ν (a+ 1)] j!k!l!
(41)

3.8 ESTATÍSTICA DE ORDEM

Estatísticas de ordem são muito importantes ao se trabalhar com estatística não para-
métrica e inferência em testes de hipóteses. Dessa forma, é importante a discussão das
propriedades da estatística de ordem para a distribuição KEL. Suponha que X1, X2, . . . , Xn

é uma amostra aleatória da distribuição KEL. Se X1:n < X2:n < . . . < Xn:n denota a esta-
tística de ordem correspondente. Segundo Arnold et al. [14], a FDP e a FDA da r-ésima
estatística de ordem, denotada por Y = Xr:n, são dadas, respectivamente, por:

fY (y) =
n!

(r − 1)!(n− r)!
F r−1(y) [1− F (y)]n−r f(y)

=
n!

(r − 1)!(n− r)!

n−r∑
l=0

(
n− r
l

)
(−1)l F l+r−1(y)f(y) (42)

e

FY (y) =

n∑
j=r

(
n
j

)
F j(y) [1− F (y)]n−j

=
n∑
j=r

n−j∑
l=0

(
n
j

)(
n− j
l

)
(−1)l F j+l(y) (43)

sendo que f(·) e F (·) representam a FDP e FDA da distribuição KEL. Das Equações 9−10,
tem-se:

fY (y) =
aαβθn!

b(r − 1)!(n− r)!

(
1 +

y

b

)−(a+1)
[
1−

(
1 +

y

b

)−a]α−1{
1−

[
1−

(
1 +

y

b

)−a]α}β−1

×
n−r∑
l=0

(
n− r
l

)
(−1)l

{
1−

[
1−

(
1−

(
1 +

y

b

)−a)α]β}θ(l+r)−1

(44)

e

FY (y) =

n∑
j=r

n−j∑
l=0

(
n
j

)(
n− j
l

)
(−1)l

{
1−

[
1−

(
1−

(
1 +

y

b

)−a)α]β}θ(j+l)
(45)

4 ESTIMAÇÃO DOS PARÂMETROS DO MODELO

Nesta seção, é analisada a estimação dos cinco parâmetros da distribuição proposta uti-
lizando os métodos dos momentos e da máxima verossimilhança. Suponha que x1, . . . , xn
é uma amostra aleatória de tamanho n da distribuição KEL. Considerando o método dos
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momentos, igualando-se os momentos teóricos E (Xr) com os respectivos momentos amos-
trais,

Mr =
1

n

n∑
l=1

xrl , r = 1, . . . , 5. (46)

obtém-se o seguinte sistema de equações:

Mr =aαβθ

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)j+k+lbrΓ(θ)Γ [β(j + 1)] Γ [α(k + 1)]B (r + 1, a(l + 1)− r)
Γ(θ − j)Γ [β(j + 1)− k]Γ [α(k + 1)− l] j!k!l!

(47)

que pode ser resolvido numericamente e cujas raízes são as esmimativas dos parâmetros
a, b, α, β e θ.

Considere agora a estimação dos parâmetros pelo método da máxima verossimilhança.
A log-verossimilhança para uma amostra aleatória x1, . . . , xn da distribuição KEL é dada
por:

logL (a, b, α, β, θ) = n log a+ n logα+ n log β + n log θ − n log b− (a+ 1)

n∑
i=1

log
(

1 +
xi
b

)
+ (α− 1)

n∑
i=1

log

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]
+ (β − 1)

n∑
i=1

log

{
1−

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α}

+ (θ − 1)
n∑
i=1

log

{
1−

[
1−

(
1−

(
1 +

xi
b

)−a)α]β}
(48)

Derivando a log-verossimilhança em relação a cada um dos parâmetros a, b, α, β, θ e
igualando os resultados a zero, tem-se:

∂ logL

∂a
=
n

a
−

n∑
i=1

log
(

1 +
xi
b

)
+ α (1− β)

n∑
i=1

[
1−

(
1 +

xi
b

)a]α−1 (
1 +

xi
b

)−a
log
(

1 +
xi
b

)
1−

[
1−

(
1 +

xi
b

)a]α
+ αβ (θ − 1)

n∑
i=1

{
1−

[
1−

(
1 +

xi
b

)a]α}β−1 [
1−

(
1 +

xi
b

)a]α−1 (
1 +

xi
b

)−a
log
(

1 +
xi
b

)
1−

{
1−

[
1−

(
1 +

xi
b

)a]α}β
+ (α− 1)

n∑
i=1

log
(

1 +
xi
b

)
(

1 +
xi
b

)a
− 1

(49)

∂ logL

∂b
= −n

b
+

(a+ 1)

b

n∑
i=1

xi
b+ xi

+
aα (β − 1)

b2

n∑
i=1

xi

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α−1 (
1 +

xi
b

)−(a+1)

1−
[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α

+
aαβ (1− θ)

b2

n∑
i=1

xi

(
1 +

xi
b

)−(a+1)
[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α−1{
1−

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α}β−1

1−
{

1−
[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α}β

+
a (1− α)

b2

n∑
i=1

xi

(
1 +

xi
b

)−(a+1)

1−
(

1 +
xi
b

)−a (50)
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∂ logL

∂α
=

n

α
+

n∑
i=1

log

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]
+ (1− β)

n∑
i=1

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α
log

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]
1−

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α

+ β (θ − 1)

n∑
i=1

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α
log

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]{
1−

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α}β−1

1−
{

1−
[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α}β

∂ logL

∂β
=

n

β
+ (1− θ)

n∑
i=1

log

{
1−

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α}{
1−

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α}β
1−

{
1−

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α}β
+

n∑
i=1

log

{
1−

[
1−

(
1 +

xi
b

)−a]α}
(51)

∂ logL

∂θ
=

n

θ
+

n∑
i=1

log

{
1−

[
1−

(
1−

(
1 +

xi
b

)−a)α]β}
(52)

As estimativas de máximo verossimilhança â, b̂, α̂, β̂ e θ̂ dos parâmetros desconhecidos
a, b, α, β e θ são obtidas resolvendo simultaneamente as Equações 49−52.

5 APLICAÇÃO

Nesta seção, é utilizado um conjunto de dados de sobrevivência para comparar o ajuste
da distribuição KEL com outras quatro distribuições: gama, log-normal, Lomax e Pareto.
As FDPs das distribuições gama, log-normal e Pareto são dadas por:

1. Gama:

f (x; a, b) =
baxa−1

Γ (a)
exp (−bx) (53)

2. Log-normal (LN):

f (x; a, b) =
1

xb
√

(2π)
exp

[
−(log x− a)2

2b2

]
(54)

3. Pareto:
f (x; a, b) = abax−(a+1) (55)

A base de dados considerada corresponde ao tempo de remissão (em meses) do câncer
de bexiga diagnosticado em cento e vinte e oito pacientes. Esses dados foram retirados de
Lee e Wang [15].

As estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros dos cinco modelos ajustados
são reportadas na Tabela 2. Na mesma tabela, são apresentados os valores do Critério de
Informação de Akaike (AIC). Os resultados indicam que o modelo KEL apresenta um ajuste
melhor se comparado com os demais modelos.

Na Figura 3 são apresentados os gráficos de probabilidade para os cinco modelos avali-
ados. Ao observar a figura, pode-se notar que a distribuição Pareto foi a com pior o ajuste.
Os gráficos são inconclusivos em relação a distribuição que apresenta melhor ajuste. Dessa
forma, os gráficos de probabilidade corroboram parcialmente com os resultados obtidos
anteriormente pelos testes analíticos.
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Tabela 2. Estimativas dos parâmetros e AIC dos modelos ajustados.

Modelos a b α β θ AIC

Gama 1, 173 0, 125 . . . . . . . . . 830, 736
KEL 5, 497 22, 980 2, 170 0, 758 0, 783 830, 433
LN 1, 753 1, 152 . . . . . . . . . 834, 189
Lomax 13, 938 121, 022 . . . . . . . . . 831, 670
Pareto 0, 080 0, 234 . . . . . . . . . 1081, 046

FIGURA 3: Gráficos de probabilidade das distribuições ajustadas.

Na Figura 4 pode-se comparar o histograma de frequências dos dados obervados so-
breposto pelas FDPs gama, KEL, LN, Lomax e Pareto que foram ajustadas. O que se pode
notar é que as curvas de ajustes das distribuições gama, KEL, LN e Lomax acompanham
as condições de moda e assimetria, o que não ocorre com o modelo Pareto. No entanto, não
é possível determinar, visualmente, a que melhor se ajustou aos dados observados.

6 CONCLUSÕES

Neste trabalho, foi intoduzida uma nova distribuição com cinco parâmetros. Essa dis-
tribuição, denominada de Kumaraswamy exponenciada-Lomax inclue como submodelos
as distribuições Lomax, Lomax exponenciada, Lomax generalizada exponenciada e Kuma-
raswamy Lomax. Diversas propriedades estruturais do modelo foram deduzidas. Foram
apresentados sistemas de equações não lineares para determinação das estimativas dos
parâmetros do modelo. Essas equações fornecem estimativas pelos métodos dos momen-
tos e da máxima verossimilhança. Uma aplicação da distribuição proposta a dados reais
demonstrou a flexibilidade e o potencial dessa distribuição na análise de dados de sobrevi-
vência.
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FIGURA 4: Histograma dos dados e FDPs ajustatadas.
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