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RESUMO

Este trabalho ¢ um estudo sobre as derivacdées de um anel comutativo e com unidade
[1]. Nele apresentamos as propriedades basicas das derivacoes, bem como algumas
propriedades relativas ao conjunto de todas derivacoes de uma anel B; mostramos
por exemplo, que esse conjunto € um B-modulo livre. Além disso, introduzimos
o conceito de derivacoes localmente nilpotentes e apresentamos algumas de suas
propriedades. Concluimos o trabalho com alguns resultados referentes a derivacoes
definidas sobre o anel de fracdes de um anel B [2].

ABSTRACT

This paper presents a study on derivations of a unitary commutative ring [1]. Here we
prove the basic properties of derivations, as well as some properties relative the set
of all derivations of a ring B, for example, we show that this set is a free B-module.
Moreover we introduce and present properties of the so-called locally nilpotent de-
rivations. We finish the paper with results on derivations defined over the ring of
fractions of a ring B [2].
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1 INTRODUCAO

Nesse trabalho apresentamos alguns dos aspectos basicos e aplicacoes das chamadas
derivacoes sobre aneis comutativos e com unidade. Essas sao funcées D de um anel A nele
mesmo que satisfazem a “regra da derivada do produto” e € linear com relacao a adicao, a
saber, vale que

D(a-b) = a-D(b)+b-D(a)
D(a+b) = Dia)+ D)

para todos os elementos a e b de A. Apesar de simples, essa definicdo abre caminho para
uma vasta teoria.

Aqui apresentamos algumas propriedades das derivacoes sobre aneis, em particular, deri-
vacoes definidas sobre B = K[X] := K[X},..., X,], onde K é um anel. Nesse anel definimos

derivada parcial na variavel X, isto €, % : B — B e vemos que ai ¢ uma derivacao
K3

X
para todo i = 1,...,n, e além disso, K C ker(aixi) (ver definicao 2.2). Obtemos ainda, que
{8;)9(1’ e %} € uma base para Derg(B) (o conjunto de todas as derivagdes D : B — B tal

que K C ker(3%)) como B-médulo livre.
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2 DERIVACAO DE UM ANEL

Neste trabalho as palavras anel e dominio significam respectivamente anel comutativo
com unidade e dominio de integridade. Além disso, se A € um anel e 0 < n € Z, entao
usaremos Al para denotar qualquer A-algebra isomoérfica ao anel de polinémios em n
variaveis sobre A.

Definicdo 2.1: Uma derivacao D de um anel B é uma aplicacéo D : B — B satisfazendo
) D(zx+y)=D(x)+ D(y),Vz,y € B;
i) D(zy) = D(z)y +xD(y), ¥V z,y € B.
Exemplo 2.1: Considere o anel R[X] dos polinémios com coeficientes reais em uma varidvel e

dp(X)
dX
Definicdo 2.2: Dada uma derivagdo D de um anel B, definimos o conjunto

ker(D) = ker(D, B) = BP = {x € B: D(x) = 0}. E a esse conjunto chamamos de o nicleo da
derivacéo D.

p(X) € R[X]. Temos que a derivada

= p/(X) é uma derivacgdo de R[X].

Dada uma derivacdo D de um anel B, observe que o nucleo de D é um subanel de B.
Se K C B sao aneis e D € uma derivacao de B satisfazendo que D(K) = {0}, chamamos D
de uma K-derivacao de B, e neste caso temos K C ker(D) C B. Usamos as notacoes:

1. Der(B) € conjunto de todas as derivacoes de B;
2. Derg(B) € o conjunto de todas as K-derivacao de B.

Sejam B um anel, D € Der(B) e b € B, tem-se que D(1) = D(1) + D(1), dai que D(1) =0,
além disso

bD: B — B
a +— b-D(a)
€é uma derivacao de B.

Definicdo 2.3: Dado um anel B, entenderemos por B-médulo um grupo abeliano M, escrito
aditivamente e munido de uma operacgdo externa (usualmente escrita como multiplicacéo),
satisfazendo:

Da-(x+y)=a-z+a-y;
i) (a+b)-x=a-x+b-x;
iii) (a-b)-x=a-(b-x);
iv) 1 - z=u=x.

para quaisquer a,b € Bex,y € M.

Diremos que os elementos x1, ...,z sdo linearmente independentes (sobre B) se, para quais-
querai,...,as € B, aigualdade 25:1 ajz; = 0 implicar que a1 = ... = a; = 0.

Um B-mdédulo que é finitamente gerado por um conjunto de elementos linearmente indepen-
dentes (esse conjunto é chamado de base) é chamado de B-médulo livre.

Exemplo 2.2: Se B é um corpo, entdo a nocao de B-moédulo coincide com a de B-espaco
vetorial. Em particular, se B = R o corpo dos niimeros reais, temos R" é um R-mddulo.

Assim, temos que Der(B) € um B-moédulo e que Derk(B) € um B-submoédulo de Der(B).
De fato, seja B € um anel e sejam D;, Dy € Der(B) e b € B entao

bD; € Der(B)
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Dy + Dy € Der(B)

O mesmo ocorre para Derk(B). Logo Der(B) e Derk(B) sao B-moédulo.

Definicdo 2.4: Dado um anel K, considere B = K[X,..., X,,] o anel de polinomios em varias
variaveis.
Se
k n
— Z as HXTSZ € B,
s=0 =1
i aXZ:B—)B,VZ':L...,TL
definida por
) i )
= X[ (X
ax @) = D_as I x ax. (X
s=0 I=1,#1
0 _
onde —— X, — (X, i) = sl-X; “~' Sen = 1 chamamos a aplicacdo de derivada na variavel X e
d
denot —
enotamos por —.

Lema 2.1: Sejam K um anel e B = K[Xy,...,X,]. Entdo para todo i € {1,...,n} a derivada
parcial na varidvel X; é uma K-derivacgéo de B.

d ax?
Demonstragao. De fato, para todo a € K, temos que d—;, =0 e = 0. Agora, sejam g =

> g apXP, f = Z?:o b; X7 polinémios em K[X], entdo se m > k, temos que

d b " dX7 g df
b;) b;) &
xth=gx JZO(“JJ“ jzoaﬁ dX Z“J Z IGX T dx T dx

além disso,

=0 |p+j=I

m+n Xm
= apb

; p;:l P dx

m+n
= > 1| aph| X1

=1 p+j=l

m+n I
= > D lagh| x™!

=1 |pt+j=l

m+n I
= > | Y. 0+ iapb; | X

=1 |ptj=l

m+n m+n
= Z Zpap] Xl_1+z Zjap] X

=1 [p+j=l =1 |[p+j=l

m m k

= (D opap x| [ Do |+ | D apx? | [ Db X!

p*l p=0 J=1
= f df
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d
Logo, e ¢ uma K-derivacdo em K[X].

0
De maneira analoga vemos que X ¢ uma K-derivacao de B, para isso, considere K[ X7, ..., X,,]
i
K[X1,...,Xi,...,X,][X;], e dai basta notar que B é uma K[X1,...,X;, ..., X,]-derivacao (o
i
simbolo X; significa que este elemento nao esta na lista). O

Teorema 2.3: Regra de Leibnitz: Sejam B é umanele D € Der(B). Sez,y € B en € N, entéo
& n
D" = D" (z)D(y).
(zy) ;0 <Z> () D*(y)

Demonstragao. De fato, se n =1 o resultado € claro pois D € Der(B).
Seja agora n > 1. Suponha que a igualdade se verifica para todo k < n, logo temos que

D'xy) = D(D""'(y))

(@
- D(Z( Dot >>

(D" (2)D'(y) + D"~ (@) DT (y))

S 5l (e BT IRRS oY Gl s et
1=0 1=0
_ n_: “;1 D"‘i(:c)Di(y)+zil(7;__1>D”_i(5'3)Di(y)
= D'(x)y +j§l (” R 1) D" (z)D'(y) + Z (Z B 1>D” "(2)D'(y) + =D"(y)
— Dy Z (") (02| pr@nie) + a0
= D"(2)y+ nz__:l (7;) D" () D' (y) + xD" (y)

n

Y\ yn—i i
= > (1) @),
Obs.: 2.4: Por indiwtio obtemos que: se B é um anel, D € Der(B) entdo
D(®") =nb""1D(b), Vb€ B en > 0. O

Lema2.2: Sejam B = K[X,...,X,], D € Derg(B) e f; = D(X;),V 1,...,n,entdoD =" | fiﬁiX

0
Mais ainda, dada (fi,..., f,) € B™ temos que ) ", fzﬁ é a unica derivacao D tal que
DX;) = fi¥i=1,....n '

Demonstracgao. Por hipotese temos que D € Derg(B) e D(X;) = fi, Vi =1,...,n, mostraremos
por inducdo que D = > | fi—
Sen=2,isto €, B = K[Xl,XQ] dado g=> "0 ap X " X7 temos que
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D(g) = Z apD

_ Zap

m

XIPI X;pz )

T‘pl T‘p2 + X?"pl D(XT'p2 ))

m
= > TmapXy” X, D(X0) + > Tpap Xy X1 D(X)

p=0 p=0
X" oX " e OX "
- flz"’p X955 +f22“p e
= fla—)ﬁ+f287
oy
—~"'OX

Se n > 2, suponha que dado h € K[X},...,X,,_1], tenhamos que

Assim, para
g =

temos

=l on
:ZlfiaT

m n
> e [[ X" € B=K[Xy,..., X,
p=0 =

D(g) = Zap (HX;”)

l

:Z%(

=

n—1

X”’l) X+ Z ap H X, "' D(Xm)

- Z%X:Lpn Z f@'% (H Xlrpl> T ernap H XlrplX:LpnilDl(Xn)

n—

m 1

p=0 i=1

7" T - 8
(ap anXPL>_|_fn (i))?

p=0

- St (Lol )+ 3
i=1 ' \p=0 =0

n—1 ag
= ;fia—Xi+fn aX,

0
= Efa—j,

n 0
Logo D=3, fiaT

Além disso, se tivermos (fi,...

p=0

,fn) € B™ e Dy € Derg(B) tais que D;(X

i) =

fi-Vi=1,...
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entao
D = Di(X; = i—— =D Vg € B.
1(9) ; (X3 ;f’axi (9), Vg e
Portanto D € unica. U
Coroldrio 2.1: Seja B um anel. Entao Derg(B) é um B-médulo livre, que tem {a;f(l, cee %}
com base.

Demonstragéao. Considerando o seguinte isomorfismo

¢ : Derg(B) — B"

Zn:gz-i — (91,5 9n)
i=1 0X; s

segue que Derg(B) € um B-moédulo livre. O
Definicdo 2.5: Sejam B um anel e f = (f1,..., f,) € B", chamamos de matriz jacobiana de
f a matriz

on ... Oh

(O ) [
J(f)_<8(X1,...,Xn)>_ R

Lema 2.3: Sejam K um anel e B = K[X1,...,X,]. Dado f = (f1,..., fan_1) € B"!, considere

Ofn .. Ofn
0X1 0Xn

a aplicacao Ay : B — B definida por As(g) = det (a(a‘}?)’( : "f"Xl’)g)>. Entao Ay € Der(B) é
LroeyXn
chamada de derivagao jacobiana. Além disso K|[fi, ..., fn—1] C ker(Ay).

Demonstrac¢ao. Temos que

a(fl?"'afnlag+h)>
A h det
f(g+ ) ‘ ( a(Xl”Xn)
(f1s---, fn1,9) fr,--s fam1,h)
det< 00X, X ) T\ o, X
= Ag(g) +As(h)
além disso,
fr,---s fam1,9N)
Ar(gh) = det
£(gh) ¢ ( a(X1,..., Xn)
f1, - [n-1,9) Ifr,- s fam1,h)
= det . .
‘ < oXr, X ) O o, X
= Af(g)h+ gAs(h).
Além disso, se g € K[fi,..., fn—1], entdo g € uma combinacao linear de fi,..., f,—1, logo
g € ker(Ay), dai que K[fi,..., fn—1] C ker(Ay). O

Lema 2.4: Sejam B um anel, D € Der(B), f € B[T] eb € B. Entéo

D(f (b)) = fP(0) + ' (5)D(b)
onde f' € B[T] é a derivada em T de f, f\P) =Y. D(b;)T" € B[T] e f = >, b;T%;b; € B. Mais
geralmente, se f € B[Ty,...,T,] eby,..., b, € B entédo

D(f(bla s abn)) = f(D)(bla- .- abn) + ZfTi(bl’ o wbn)D(bi)a
i=1

onde fr, = % € B[Ty,...,T,).
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Demonstracdo. Seja M = {f € B[T] : D(f(b)) = fP)(b) + f(b)D(b)}. Note que se a € B e
f(T) = aT? é um monoémio de B[T] entao f(b) = ab’ e

D(f(b)) = D(ab’) = D(a)b’ + aD(b') = D(a)b’ + aib ' D(b) = fP)(b) + f/(b)D(b).

Logo f € M. Portanto M = BI[T], ja que D € aditiva. De forma analoga obtemos o caso
geral. O

Definicdo 2.6: Sejam A C B aneis.

1. Umelementob € B é algébrico (respectivamente inteiro) sobre A se existe um polinomio
f € A[T]\{0} (respectivamente ménico) tal que f(b) = 0;

2. Se b nao é algébrico sobre A, dizemos que b é transcendente sobre A;

3. Dizemos que A é algebricamente fechado (respectivamente integralmente fechado)
em B se cada elemento de B\ A for transcendente (respectivamente ndo inteiro) sobre A.

4. O conjunto A= {b€ B:b éalgébrico sobre A} é chamado de fecho algébrico de A em
B.

Denotaremos por frac(A) o corpo de fracdes de um dominio A.

Lema 2.5: Sejam A C B dominios. Entédo temos que A = BN L, onde L é o fecho algébrico de
frac(A) em frac(B). Consequentemente, A é um subanelde B (A C A C B).

Demonstracdo. E claro que A C BN L. Agora seja a € BNL = «a € frac(B), existe f €
frac(A)[T]\{0} tal que f(«) = 0, seja f(T) = Wy Bpy 427 com a;, b € Aeb #0,

bO bl bn
Vi e {0,...,n}. Assimf(a):%+%a+...+§—”a":O:>ao(bl...bn)+a1(b0b2...bn)a+...+
0 1 n

an(by ...bp—1)a"™ = 0, tomando ¢(T') = ag(by...by) + a1(boby...bpy)T + ... + ap(by ... by—1)T™ €
A[T)\{0} como g(a) = 0, segue que a € A. Logo A = BN L. Consequentemente, A € um
subanel de B. O

Lema 2.6: Seja B um dominio de caracteristica zero e seja D € Der(B), entéo ker(D) é alge-
bricamente fechado em B.

Demonstragao. Sejam A = ker(D), b € B algébrico sobre Ae f(T) = ap+a1T+...+a,T™ € A[T],
com a; € A, Vi = 0,...,n, um polinémio nao nulo de grau minimo tal que f(b) = 0. Logo
f(0) =ao+arb+ ...+ ab® =0e D(f(b) = fPNb) + f(b)D(b) = f'(b)D(b) = 0, pois f(T) € A[T]
e D é uma A-derivacao de B. Pela minimalidade de f e como a caracteristica de B € zero
temos que f'(b) # 0, dai vem que D(b) = 0, logo b € A. O

Definicdo 2.7: Sejam A e B anéis. B é dito ser uma A-dlgebra se existe um homomorfismo
nao nulo ¢ : A — B. Como ¢(14) = 1p, segue que B forma um A-médulo com a seguinte
estrutura de médulo:

ab=p(a)b, a € A, b€ B.
Se A é um corpo, entado A = ¢(A) C B e neste caso B é um A-espaco vetorial.

Definicdo 2.8: Seja A C B uma extensdo de anéis. Se B = A[S]| para algum subconjunto
néao vazio S C B, onde A[S] é um subanel de B gerado por S sobre A, diremos que B é uma
A-dlgebra gerada por S e chamamos S de conjunto de geradores de B. Se S = {b,...,b,} é
um conjunto finito, entdo B é chamado de A-algebra finitamente gerada e é denotado por
B = Alby,... by].

Se A € um subanel do anel B, a expressao “B € afim sobre A” significa que B € isomorfo
a um anel da forma A[X;,...,X,]/] para algum ideal I de A[X},...,X,], ou seja, B € uma
A-algebra finitamente gerada.
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Lema 2.7: Sejam A C B dominios. Se frac(A) é algebricamente fechado em frac(B) e B N
frac(A) = A, entao A é algebricamente fechado em B.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que exista a € B\A e p(T) € A[T] tal que p(«) = 0, isto
é, Anao € algebricamente fechado em B. Temos que a € B C frac(B), p(T') € A[T] C frac(A)[T]
e como B N frac(A) = A seque que a ¢ frac(A) pois caso contrario a € A. Assim « seria
algébrico sobre frac(A), o que contradiz a hipotese de frac(A) ser algebricamente fechado
em frac(B), logo A é algebricamente fechado em B. O

Definicdo 2.9: Dado um anel B e D € Der(B), define-se o conjunto:
Nil(D) ={x € B:3dne NU{0} tal que D"(x) =0}.
Lema 2.8: Seja D € Der(B), entéo Nil(D) é fechado sob a multiplicacdo.

Demonstracgdo. Suponha que z,y € Nil(D) entao existe n,m € IN tal que D"(z) =0, D™ (y) =
0. Observe que se D"(x) = 0, entdo D*(x) = 0, ¥ k > n. Agora mostremos que existe r € IN
tal que D"(xy) = 0. Suponha que m > n, entao para r = m +n — 1 temos que:

m+n—1
D (zy) = Z (m + Tl — 1) Der"*l*i(:U)Di(y)

. 1
=0

-1
= D" o)y .+ <m—i—n

. >Dm_1(x)D"(y) + ... FaD™ T (y)

= 0.

Pelo Lema 2.8, Nil(D) um subanel de B, assim temos que: ker(D) C Nil(D) C B.

Exemplo 2.5: Sejam B = Q|[T]] o anel das séries de poténcias com coeficientes em Q e D =

Entéo ker(D) = Q e Nil(D) = Q[T]. Note que Nil(D) néo é algebricamente fechado em B

2k)1T*
1 kl))24k B,

dT’
(nem mesmo integralmente fechado em B): de fato, sejab=v1+T =32, 1 2k

entdo temos que b ¢ Nil(D) mas b* € Nil(D).

3 DERIVACOES LOCALMENTE NILPOTENTE

Definicdo 3.1: Seja B um anel qualquer. Uma derivagdo D : B — B é localmente nilpo-
tente se satisfaz Nil(D) = B, isto é, se para todo b € B existe n € N tal que D™ (b) = 0.

Usaremos as seguintes notacoes
1. LND(B) é o conjunto das derivacées localmente nilpotentes em Der(B);
2. KLND(B) = {ker(D) : D € LND(B) e D # 0}.
Se KCB
1. LNDg(B) = LND(B) N Derg (B);
2. KLNDg(B) = {ker(D) : D € LNDg(B) e D #0}.

Definicdo 3.2: Seja B anel e D € Derg(B), dizemos que B uma derivacdo triangular se para
todoi € {1,...,n}, D(X;) € K[Xy,...,X;—1] (em particular D(X;) € K).
Exemplo 3.1: SejanK um anele B = K[Xy,...,X,]. Paracadai=1,...,n, aderivada parcial

0
: B — B pertence a LNDk(B).
0X;
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Obs.: 3.2: Sejam K um anel e B = K[X},...,X,]. Toda K-derivagdo triangular é localmente
nilpotente.

De fato, se D é triangular entdo K C Nil(D) e é facil ver (por inducao sobre i) que para
todoi = 1,...,n, temos que X; € Nil(D); assim Nil(D) = B, isto é, D é localmente

nilpotente.

Os conjuntos LND(B) e LNDk(B) nao sao fechados com respeito a adi¢cdao, e nem com

0
respeito a multiplicacdo por elementos de B. Por exemplo, seja B = Q[X,Y], D; = Ya—X
0
e Dy = X—, entdo D;, Dy, € LND(B) (pois sao triangulares) mas D; + Dy ¢ LND(B) pois

)%
(D1 + D9)?*(X) = X. E ainda, 8% € LND(B) mas, Xaix ¢ LND(B). Entretanto:

Lema 3.1: Seja B um anel. Se D;, Dy € LND(B) e satisfazem Dy o D; = D; o Dy, entdao
D; + D, € LND(B).

Demonstracgao. Seja Dy, D, € LND(B) tais que Dy o Dy = Dj o Dy e seja b € B. Existem
m, n € IN tais que D*(b) = 0 = D% (b). A hipdtese Dy o D1 = D; o Dy tem trés consequéncias:
VieN, Vj>n, (D,oD)((b) = Di(0)=0
Vi>m, VjeN, (DioD))(b) = (D}oDi)b)=D50)=0

(D1+D2)m+n_1 _ Z ( m+n—1 >D210D'%
i+j=m+n—1 t
Assim (D; + Dy)™*t"=1(b) = 0. Portanto, D; + Dy € LND(B). O

Definicdo 3.3: Seja B um anel. Um subconjunto multiplicativamente fechado de B é um
subconjunto S talque 1 € S, 0 ¢ S e S é fechado com respeito a operagéo de multiplicacgéo.
Em outras palavras S é um subsemigrupo de um semigrupo multiplicativo de B.

Definimos uma relagdo ” = ” sobre B x S dado por
(a,s) = (b,t) <= (at — bs)u =0, para algum u € S.

Claramente, esta relacao e reflexiva e simétrica. Vejamos que esta relacdo também € tran-
sitiva:

Suponha que (a,s) = (b,t) e (b,t) = (¢, u), entdo existem v, w € S tal que
(au —bs)v = 0 (1)
(bu —ct)w = 0 (2)
multiplicando a equacéo (1) por (uw) e a (2) por (sv), e somando-as membros a mem-

bro obtemos que (au—cs)tvw = 0, como S € fechado com respeito a multiplicacdo temos
que (tvw) € S e, portanto, (a,s) = (c,u).

Assim vimos que a relacdo acima € de equivaléncia. Denotaremos por  a classe de equiva-
léncia de (a,s) e por S™!B o conjunto das classes de equivaléncias. O conjunto S~!B é um
anel com as operacdes usuais de soma e multiplicacao de fragdes:

at + bs
st

a

_l’_

S
a

ab
S st
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E importante ressaltar que as operacdes assim definidas ndo dependem da escolha do
representante de classe, isto é: sejam (a,b) = (¢’, V') e (¢,d) = (¢, d’), temos que (ab' —a'b)w =0
e (cd — dd)s = 0. Para alguns w, s € S, temos

((ad + eb)b/d' — (d'd' + V' )od)ws = (ab'dd’ — a’bdd + cd'bb’ — &' dbb )ws
((ab' — a'byw) (dd's) + ((cd" — 'd)s) (bb'w)
=0
ad+cb  dd +V

dai segue que, (ad + cb,bd) = (d'd + V', V'd’), isto é, = b

cd's = dds,temos que

. Além disso, como

(ach'd — d'dbd)ws = (ab'(cd's) — a'b(c'ds))w
= (ab/(cd's) — a'bed's))w
= (abl — d'b)w(cd's)

= 0
: — (o B 3 . @ a'd A ; A
dai que, (ac,bd) = (a'd,b'd’), isto €, 2= b Além disso, temos um homomorfismo de anéis
f:B — S°'B
X
r o =

1

que geralmente nao é injetivo. Por exemplo, sejam B = Z/6Z um anel e S = {1,3,5} C B
_ 5 _ 3

um subconjunto multiplicativamente fechado, temos que f(5) = T € f@3) = T so6 que
5 3 - e = = = _ _
—==c(-33=23=0 logo /() = /().

Obs.: 3.3: Se B ¢ um dominio e S = B\{0}, entdo S~!B ¢é o corpo de fracao de B.
DefinicGo 3.4: O anel S~!B é chamado de anel de fragées de B com respeito a S.

Sejam B um anel, D € Der(B) e S C ker(D) um subconjunto multiplicativamente fechado,
temos que D induz uma derivacao sobre S~!B, dada por

S'D:s'B — S7'B
x D(z)
— — —.
S S

A derivacdo S~!'D nio depende da escolha do representante de classe, isto €, se % = —
ou seja, (ad — cb)w = 0, para algum w € S, dai

0 = D((ad — cb)w)
= D(adw) — D(cbw)
= D(a)dw + aD(dw) — D(c)bw — c¢D(bw)
= D(a)dw — D(c)bw
= (D(a)d — D(c)b)w
logo, DZ()G) = ?

Lema 3.2: Sejam B um anel, D € Der(B) e {aq,...,a,} C ker(D). Entdo a;Do...0a,D =
ai - ... ap,D".
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Demonstracdo. Faremos a demonstracao por inducgao, paran = 1 aigualdade € clara. Supo-
nha que a igualdade seja valida para todo k < n—1, isto €, a1 Do...ca, 1D =ai-...-a, 1 D" L.
Agora, para todo b € B, temos,

apDo...oca,_1Doa,D(b) = a ...an,an_l(anD(b))
aj...Qp—10Gy (anl(D(b))) +ay...an1 (anl(an)) D(b)
= ai...ap—1a,D"(b).

Coroldrio 3.1: Sejam B um anel, D € Der(B) e a € ker(D). Entdo (aD)" = a"D", ¥n € IN.
Lema 3.3: Sejam B um anel, D € LND(B) e A = ker(D).
1. Sea € A, entdo aD € LND(B).

2. Se S C A é subconjunto multiplicativamente fechado, entdo S™'D : S~'B — S™'B
pertence a LND(S™!B) eker(S~'D) = S~ A.

Demonstragdo. 1. Como D € LND(B), entdo dado b € B, existe n € N tal que D"(b) = 0.
Dai para a € ker(D), pelo Corolario 3.1 temos que (aD)"(b) = a™D™(b) = 0, logo aD €
LND(B).

2. Seja b € S7!'B, como D € LND(B), existe n € IN tal que D"(b) = 0, aplicando S~'D
S
temos

sor(2) = e[
- o [20]

- 57)|

_ D™(b) _o.

D 0
Claramente S~'A C ker(S~!D). Agora se T e ker(S~1D), temos que (z) _ R entao
S S
existe w € S tal que D(z)w = 0, dai D(zw) = 0, isto €, zw = y € A, assim zws = ys

Y ¢ $14 logo temos
S

e consequentemente zws — ys = 0, e isso implica que -
S
ker(S~1D) C S~1A4;
Portanto, S7'A = ker(S~1D).
O

Lema 3.4: Sejam B umanele D € LND(B). Seja f € B[T], entao D possui uma tinica extensao
A € Der(B[T]) tal que A(T') = f. Além disso, se [ € B, entdo A € LND(BI[T]).

Demonstragao. Seja g = Z?Zl 6T € B[T1], definimos
A:B[T] —s B[T]
g — g+ fg
onde ¢P) =37 D(e))T' e ¢’ = 31" ic;T*"'. Sejam aT" e bT7 monémios de B[T]. Entao

A(@T"+bT?) = D(a)T'+ D(b)T? +iafT " + jbfT7*
= (D(a)T" +iafT" ) + (D(b)T? + jofT7 1)
= A(aT?) + A(bTY)
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A(aThT?) = A(abT™)

D(ab)T"™ + abA(T"*7)

(D(a)b+ aD(b)TIH + (j + i)abT? T =LA(T)
D(@)bT7 4 aD(b)T+ + jab T 4 iabfT9 !
aTi(D(b)Tj +jbij*1) + ij(D(a)Ti + z'afTifl)
= aT"A(bT?) + bTI A(aT™).

Dai obtemos que A € uma extensao de D em B[T] e A(T) = f.
Suponha que exista uma derivacdo A; € Der(B[T]) tal que A; € uma extensao de D e
A(T) = f. Assim,

Ailg) = Y Mi(eT)
i=1

= Z(Al(cz‘) T+ ¢ Ay (T)

n

= Y D(e)T' + Ay(T )iic,Ti_l
=1

i=1
— (D) +A(T)d
= ( _|_fg

= Alg),

logo A é unica. Além disso, se f € B, entao existe k € IN tal que D*(f) = 0, seja aT™ um
monoémio de B[], assim existe m € IN tal que D™(a) = 0, usaremos o Lema 2.8 e faremos
inducao sobre n para mostrar que A € LND(BJ[T]).

Para n =1, temos

Am—l—k(aT)

Il
B b
3 3
T :
T T
T O
N~ ~
2 es
GRS
T2
D> =
5\_/
+
ko
L
)
)

I
> B
3 3
¥ T
=
S o
[N}
A/—\E\
N
+
S
S
=

Agora, suponha que para todo i < n — 1, tenhamos que A™ " (qT%) = 0, assim
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Am—l—nk(aTn) _ Am-{—nk—l D(a)T”—l—nfaT"_l)

Am-{—nk—l D(a)Tn)+nAm+nk—1(f(aTn—1))
(a)
2

(

(
Am—l—nk—l(D a Tn)
(

(

(

A™HE2(D2(a)T™ 4+ nfD(a)T™ 1)
Am-{—nk—Q DQ(a)Tn) + nAm-i—nk—Q(f(D(a)Tn—l))
(a)T™)

Am-{—nk—Q D2

~
3

a

AT (D2 ()T

A" D™ (@)T" 4 nf D™ ()T )

AL (DT (@)T™) + n A (D2 (@) T )
—  A™H(DT N (a)T™)
=AD"+ nf D" (@) T

= A (F(D" N @)T ) =0,

I
~
3

Portanto, A € LND(B[T]). O
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