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RESUMO

Neste trabalho estudamos a Teoria de Galois e demonstramos o Teorema Fundamen-
tal de Galois. Através de exemplos, mostra-se como encontrar de forma explicita os
subcorpos de um corpo de decomposicao através do conhecimento dos subgrupos do
Grupo de Galois a ele associado. Define-se também a noc¢ao de polinémio soluvel por
meio de radicais e provamos um critério para que as raizes de um polindmio sejam
expressas por meio de radicais.

ABSTRACT

In this work, we study the Galois Theory and demonstrate the Fundamental Theorem
of Galois Theory. Across examples, it is shown how to find explicitly subfields of a
decomposition field through knowledge of the subgroups of the Galois group associ-
ated to it. It also defines the notion of polynomial soluble by radicals and prove the
Galois’s criterion for solvability of polynomials by radicals.
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1 INTRODUCAO

O estudo das equacodes algébricas, ou equacdes polinomiais numa variavel, levou ao
aparecimento da Algebra. A resolucdo das equacédes cubicas e quarticas foram talvez a
maior contribuicdo a Algebra desde que os babilénicos, quatro milénios antes, aprenderam
a completar o quadrado para equacoes quadraticas. O objetivo deste trabalho € estudar
a teoria de Galois e aplica-la na resolucdo de equacoes polinomiais € mostrar um critério
que verifica quando as raizes de um polinémio podem ser expressas por meio de radicais
utilizando o Teorema de correspondéncia de Galois.

Para entender a Teoria de Galois € necessario ter uma base sobre extensoes algébricas.
Lembrando que este € um tema estudado na graduacao, faremos unicamente uma breve
introducao deste, sem demonstracoes. Em seguida, faremos o estudo da Teoria de Galois,
comecando pelas extensoes galoisianas e normais, para depois enunciar e demonstrar o
Teorema de correspondéncia de Galois. Na secao 5 encontramos a estrutura de corpos de
decomposicao de um polinémio especifico, utilizando como ferramenta o Teorema Funda-
mental de Galois, que coloca em relacao corpos e grupos.

Cabe lembrar que a maioria das demonstracoes foram extendidas para melhor com-
preensao do leitor. Inclusive, algumas demonstracoes foram feitas de forma diferente as
encontradas na literatura. As principais referéncia utilizadas para o desenvolvimento do
texto foram [1] e [5].
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2 EXTENSOES ALGEBRICAS

Todos os corpos considerados estao contidos em C.

Definicdo 2.1: Sejam K um corpo e f(x) € K[z]. O menor corpo que contém K e todas as
raizes de f(x) é chamado de corpo das raizes de f(x), ou corpo de decomposicdao de f(x),
denotado por Gal(f, K).

Definicdo 2.2: Sejam K um corpo e f(z) € K|z] \ {0}. Dizemos que f(x) é irredutivel em K|z|
se as duas condigcées seguintes sdo satisfeitas:

(@ f(z) ¢ K* =K\ {0};
(b) f(z) nao possui fatora¢cdo néo-trivial em K|z|, isto é:
Vg(x), h(z) € K[x] tais que f(x) = g(x)h(z), entao g(x) € K* ouh(x) € K*.
Definicdo 2.3: Seja L|K uma extensdo de corpos, em particular L é um K -espago vetorial. A
dimensdo de L como K-espacgo vetorial é chamada de grau da extenséo, que denotaremos

por[L: K]|. Se L : K] < oo, ent@o dizemos que a extensao é finita, caso contrdario dizemos que
L|K é uma extensao infinita.

Definicdo 2.4: Seja L um corpo. Todo isomorfismo ¢ de L em L é chamado automorfismo de
L. Denotamos por AutL o conjunto de todos os automorfismos de L. Se K é um subcorpo de
L e ¢ é um automorfismo de L tal que p(«) = «, para todo « € K, dizemos que ¢ fixa K e o
conjunto de todos os automorfismos de L que fixam K é chamado Autx L. E facil provar que
Autk L é um grupo.

Proposi¢cdo 2.1: Sejam K um corpo, f(z) € K[z] e a € C uma raiz de f(z). Entéo:
a) a é uma raiz de multiplicidade 1 ou raiz simples se, e somente se, f'(«) #0 e f(a) = 0.
b) Se f(x) é irredutivel entdo todas as raizes de f(x) sa@o simples.

Demonstracdao. Ver referéncia [4, Capitulo V, Proposicao 2].
[ ]

Teorema 2.1: (Teorema do elemento primitivo) Seja L|K uma extenséo de corpos tal que [L :
K] < co. Entao, existe a € L tal que L = K|a].

Demonstragéao. Ver referéncia [4, Capitulo V, Teorema 3].
[ ]

’

Coroldrio 2.1: Seja L|K uma extensdo de corpos tal que [L : K| < cc. Entéo [L : K] > |Autk L
com |Autg L| denotando o nitmero de elementos de Autix L = {o € AutL : 0(\) = \,V\ € K}.

Demonstragao. Ver referéncia [4, Capitulo V, Corolario 1].
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3 TEORIA DE GALOIS ELEMENTAR

3.1 EXTENSOES GALOISIANAS E NORMAIS

Definicdo 3.1: Sejam L|K uma extenséo de corpos e o € L. Dizemos que « é algébrico sobre
K se existe f(z) € K[z] tal que f(a) = 0. A extensdo L|K é algébrica se todo elemento de L é
algébrico sobre K.

Proposicdo 3.1: Sejam L|K uma extensdo de corpos e a € L algébrico sobre K e seja f(x) €
K[z], moénico, de menor grau tal que f(a) = 0. O polinomio f(z) é o tinico polinémio monico
irredutivel em K [z] tal que f(«) = 0, o qual denotaremos por f(x) = irr(a, K).

Demonstragdo. Suponha que f(z) nao é irredutivel. Entao existem polinémios ¢(z),h(x) €
K[z] nado constantes, tais que f(z) = g(z)h(z). Como « € raiz de f(x), entdo g(a)h(a) = 0.
Isto €, a € raiz de g(z) ou de h(z). Mas isto nado € possivel pela minimalidade de f(x). Logo
f(x) € irredutivel.

E facil ver que se a é raiz de algum polinémio, este sera multiplo de f(z), pela divisdao
euclidiana e a minimalidade do grau de f(z). Assim, f(r) € o Unico polinémio moénico
irredutivel em K|z] tal que f(a) = 0.

Definicdo 3.2: Seja L uma extensao de K. Se existe f(x) € Klx] tal que L = Gal(f, K),
dizemos que L|K é uma extensdo galoisiana.

Definicdo 3.3: Seja L|K uma extensdo algébrica. Dizemos que L|K é normal se para todo
f(z) € Klz|, irredutivel sobre K tal que possui uma raiz « € L, entdo f(x) possui todas as
suas raizes em L.

Observacdo 3.1: Mostraremos no Coroldario 3.2 que se uma extensao L|K é finita, entdo ser
extensdo galoisiana é equivalente a ser extensdo normal.

Exemplo 1: As raizes do polinémio z3 —2 s@o /2, £/2, £25/2; onde ¢ é raiz de x> +x+1 (observe
que €3 = 1). Assim Q[¢, V2] = Gal(2® — 2,Q), isto é Q[¢, V/2]|Q € uma extensao galoisiana, e
pelo Corolario 3.2, também uma extensao normal.

Definicdo 3.4: Sejam K, K’ corpos e o : K — K' um isomorfismo de K sobre K'. Se f(z) €
Klz], com f(x) = ag + a1x + - - - + apa™, ent@o definimos

f7(z) =ay+ajz+ -+ apa”™ € K'[z],

onde a; = o(a;) parai=1,2,...,n.

Proposicdo 3.2: Sejam K, K' corpos, o : K — K’ um isomorfismo de corpos e h(x) € K[z] um
polinomio irredutivel sobre K.

Se a é uma raiz de h(x) em C e 8 é raiz de h? (z) em C, entdo existe um tinico isomorfismo
o : K[a] — K'[] tal que a fun¢do 5(a) = S ed|x =o.

Demonstragdo. Sejam « uma raiz qualquer de h(z) € K[z] e f uma raiz de h’(z) € K'[z].
Como h(z) é irredutivel em K|[z|, entdo h?(x) € irredutivel em K'[z]. Sabemos que K[a] e
K'[B] sao corpos de grau grau(h(x)) = grau(h?(x)) = r sobre K, segue que:

1) Kla] = {ap + a1+ -+ a,_1a" ' 1 a; € K} € {1,a,a?,...,a""} é uma base do espaco
vetorial K |[«] sobre o corpo K.

2) K'l|B] ={ay, +ad\B+ - +a, 8 :a, € K'} e {1,8,8%...,871} é uma base do espaco
vetorial K'[f3] sobre o corpo K'.
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Verifiquemos que o : K|a] — K'[(] definido por

Glag+ara+ -+ +a,_10" ") = o(ag) + o(ar)B+ - + o(ay_1)8 "

é um isomorfismo de corpos, tal que 7(a) = 5 € 7|k = 0.

Devemos provar entao que:

a)

o é um homomorfismo;

Perceba que para f(z) = ag + a1z + - -- + ap,_12" ' € K[z]. Temos que
o(f(@) =0(a + ara+ - +ap10""") = oag) + o(ar)B + -~ + o(a,-1)8" " = [7(B).

Sejam f(z) = ag + a1z + -+ + ap_12" ' e g(x) = by + bz + -+ + b,_12"" " e seja t(z) =
f(z) +g(x).
Dai,

Por outro lado,
t7(z) = f7(z) + ¢°(z)
ou s€ja,
t7(B) = f7(B) + 9°(B) =35 (f(a)) + (g(c)).

Devemos também mostrar que o (f(a)g(a)) = a(f(a))a(g(a)) = f7(8)g° (B).

De fato, sabemos que
f(@)g(z) = q(x)h(z) + R(x),  grau(R(z)) <r (1)

Dai, f(a)g(a) = R(), pois h(a) = 0, assim o(f(a)g(a)) = o(R(a)) = R7(5).
Por outro lado, aplicando ¢ na equacao (1) obtemos:

fo()g° (x) = ¢°(x)h? (x) + R (z)

Dai, f7(8)g”(8) = R7(B), pois h?(B) = 0. Logo, o(f(a)g(e)) = f7(8)g° (B).

Portanto, ¢ € um homomorfismo.

b) o € injetor;
Como KJa] € um corpo e ¢ # 0, segue que Ker{c} = {0}, logo 7 € injetor.

c) o é sobrejetor;
De fato, seja by + 013+ --- +b,_18! € K'[3].
Como o é um isomorfismo entao existem ag,a,...,a,—1 € K tais que o(a;) = bj, j =
0,...,r—1. Entao,
G(ag +ara+ -+ a,_1a" 1) = o(ag) + o(ay)o(a) + --- + o(a,_1)o(a" 1) =
olag) +o(ar)B+ - +o(ar_1)f" P =bo+ b1+ + b1 .
Logo & € sobrejetor.
Assim, ¢ € um isomorfismo.

d) o(a) =P ec|x=o0.
Como « € Kla, entdao a =0+ la.
Assim, ¢(a) = 0(0) + o(1)8 = 3, logo 7(a) = S.
E ainda, 7(ag) = o(ag), logo 7| = o.
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Agora mostremos a unicidade:

Seja ¢ : K[a] — K'[f] tal que ¢(a) = S e p|x = 0.

Entao:

plag +ara+ - +a,_10" ") = p(ag) + plar)p(a) + - + p(ar—1)p(a
ap+aiB+--+a._ B =5(a0 + e+ + a1 Y.

rfl) —

|
Proposicdo 3.3: Sejam L|K uma extensao, o € AutxL e a € L, entdo o(«) é raiz de irr(a, K).
Demonstracao. Seja f(x) =irr(a, K) = 2™ + b,—12" ' + - -+ 4+ by. Entédo f(a) = 0.
Sabemos que o|x = id. Aplicando ¢ em f(«), temos:
0=o(f(a)) = 0(a)" +by10(a)* ! +--- + by = f(o(a)).
Logo o(a) € também uma raiz de f(z).
|

Proposicdo 3.4: Sejam K, K’ corpos e o : K — K’ um isomorfismo e a € C uma raiz qualquer
em f(z) € K[x]. Entao existe 8 raiz de f’(x) em C e existe um isomorfismo o1 : K[a] — K'[f]
talque o1(a) = eoi|x =o0.

Demonstracgao. Seja f(z) = fi(z)™ fa(z)™? - fr(x)™, onde fi(x),..., fr(z) sdo os distintos
fatores irredutiveis de f(z) em K|x].
Assim, f7(x) = f{(z)™ f§(z)™2--- f7(x)™, onde f{(z),...,f7(x) sao os distintos fatores

irredutiveis de f7(z) em K'[z].

Se « é raiz de f(z) podemos assumir que « € raiz de f;(z), irredutivel sobre K.

Assim, se  é qualquer raiz do polinémio f{(z), irredutivel sobre K’, considerando h(x) =
f1(z), segue da Proposicao 3.2 que existe um isomorfismo o, : K[a] — K'[3] tal que o1(a) =
geoilg=o.

Teorema 3.1: Sejam K, K’ corpos e o : K — K' um isomorfismo, f(z) € K[z] e a1, az,...,q;
as distintas raizes de f(x) em C. Se L = Gal(f,K) e L' = Gal(f°,K’) entao existec : L — L'
um isomorfismo tal que ¢|x = 0 e 7(a1),0(a2),...,0(,.) sG0 as raizes distintas de f°(x) em
C.

Demonstracgdo. Se f(x) € K[z] possui uma unica raiz «;, entao temos f(z) = (x — a;)™ em
C[z], mas isto implica que a; € K (ver o coeficiente de x™~! em f(z)) e portanto o(a;) € K’ €
a Uunica raizde f?(z) em Ce teremos L=K, L' =K' eoc=0:L — L.

Agora se f(z) = fi(x)™ .- fx(x)™ onde f;(z) € K[z] sdo os distintos polinémios irre-
dutiveis sobre K temos que f7(z) = f{(z)™ --- fJ(x)™ onde f{(x) € K'[z] sdo os distintos
polindmios irredutiveis sobre K’.

Sabemos que o numero r de raizes distintas de f(z) em C € igual a soma dos graus
dos polinémios fi(z),..., fr(z) e portanto temos como consequéncia que o nimero de raizes
distintas de f?(x) em C € também igual a 7.

Sejam fi, 32, ..., 3, as distintas raizes em C do polinomio f7(z) € K'[z], e sejam K; =
K], Ko = Kqlag], ..., K, = K,_1]a,| e portanto L = Klay,...,a| = K,.

Pela Proposicao 3.4, existe 8 € {fi,...,5,} e existe um isomorfismo o : K[a;] — K'[3]
tal que o1(a1) = B e 01|k = 0. Notemos 31 = 3, K1 = K[a] e K| = K'[p1].

Como f(z) € Klz] e 01|k = o, segue imediatamente que f(z) € Ki[z] e f7'(z) € K|[x].
Novamente pela Proposicao 3.4, para os corpos K, K| e o1 : K1 — K/ existe § € {fs,..., 0k}
(que chamaremos de () e existe um isomorfismo oy : Ki[as] — K{[32] tal que oa(a2) = 52 €
O'Q‘Kl =o01: K1 — K{

Observe que o, € um isomorfismo e «; # as implica que f; = o9(y) # o2(a2) = Ba.
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Como 0'1’[( = 0 segue que O'Q‘K =0 € 0'2(041) = ,81,0’2(042) = 52 € o9 : K[al,ag] — K’[ﬂl,ﬁg]
€é um isomorfismo.

Supondo que existe o1 : K|y, ...,a5_1] — K'[81,...,Bx_1] isomorfismo tal que o;_1(;) =
Bi,i=1,2,....,k—1e€ o, 1|x = o temos que f(z) € Ky_1[r] € fo1(x) = f7(x).
Aplicando a Proposicédo 3.4 para os corpos Kj_1 = Klay,...,ap1] e K, = K'[f1,..., Br—1]

com oy_; : K;—1 — K, _, temos que existe  (que denotaremos por ;) raiz de f? e um iso-
morﬁsmo O - kal[ak] — Kl/c—l[ﬂk] tal que O’k‘Kk_l = O0k—1 € ak(ak) = ﬂk

Dai, segue que existe oy : K|a,...,ar] — K'[B1, ..., B8] isomorfismo tal que o;(;) = 5;,
para todoi € {1,2,...,k} e ox|x = 0.
Como L = K, = K|ay,...,qa,] 0 teorema segue imediatamente.
|

Coroldrio 3.1: Seja L|K uma extensao galoisiana e sejam M, M’ subcorpos de L contendo K.
Seo: M — M' é um isomorfismo tal que o(a) = a para todo a € K entao existe ¢’ € AutiL
tal que o'|p = 0.

Demonstracdo. Segue imediatamente do Teorema 3.1.

Coroldrio 3.2: Seja L|K uma extensado finita. Entdo esta extensdo é galoisiana se, e somente
se, esta extensdo for normal.

Demonstragdo. (<) Suponha que L|K € normal. Como L|K ¢ finita, entao pelo Teorema 2.1
existe u € L tal que L = K[u|. Como L|K é normal segue que, se u € raiz de h(x) = irr(u, K),
entdo todas as raizes de h(z) estdao em L, o que implica que L = Gal(h, K), ou seja, L|K ¢é
galoisiana.

(=) Suponhamos que L|K € galoisiana com L = Gal(f, K), seja g(z) € K[z] um polinémio
irredutivel tal que existe a € L, g(a) = 0.

Mostremos que para todo 5 € C, se ¢g(5) = 0 entao g € L.

Seja 5 # o uma raiz de g(z) em C. Sabemos pela Proposicdo 3.2 que existe um isomor-
fismo o : K[a] — K|[f] tal que o(a) = 5 € o(a) = a, para todo a € K.

Sejam M = K[a|,M' = K[f], L' = Gal(f,M’) e sejam ~,...,7, raizes de f. Entdo, L =
K, ) € K[Blvs-- ) = M'[m,...,7m]) = L. Logo L C L' e pelo Teorema 3.1 existe
um isomorfismo ¢: L — L' que extende o: M — M’'. Como L C I/, entao L = L'.

L 7 r
M = K[a] o K[ ‘: M
e

Coroldrio 3.3: Se L|K é uma extensao galoisiana entao:
a) [L: K] =|AutkL|.
b) Seja o € L, se a ¢ K entéo existe o € Autk L tal que o(a) # a.

Demonstragcdo. a) Como L|K é galoisiana, entdo L € gerado, sobre K, por um numero
finito de elementos algébricos sobre K, logo L|K € uma extensao finita. Pelo Teorema
2.1, existe a € L tal que L = K|[a]. Seja h(z) = irr(a, K), para cada raiz 5 de h(z), temos
que 3 € L, pois L|K é extensdo normal. Como [K|[5] : K] = grau(h(x)), entdo L = K[5].
Pela Proposicao 3.2, existem tantos automorfismos de I, quantas raizes do polinémio
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h(z) (com K = K’ e o = id). Assim, [L : K| = grau(h(z)) < |Auti L| e pelo Corolario 2.1,
temos [L : K| = |Autk L|.

b) Seja o € L,a ¢ K. Se g(z) = irr(a, K) segue que grau(g(xz)) = r > 2. Pela Proposicao
3.3, existe 5 # « tal que g(5) = 0. Pelo Corolario 3.2, § € L, pois L é normal.

Agora pela Proposicao 3.2, existe um isomorfismo o : K[ao] — K|5] tal que o(a) = a,
para todo a € K e g(a) = 8 # a. Pelo Corolario 3.1, existe ¢ € AutxL, 0|go) = 0
finalizando assim a demonstracao.

|

Teorema 3.2: Se K C M C L sdo extensées finitas e L|K é galoisiana, entédo as seguintes
afirmagées sao equivalentes:

a) M|K é galoisiana.
b) o(M) C M, para todo o € Auti L.
c) Auty L < Auti L, onde H < G indica que H é subgrupo normal de G.

Demonstracgdo. (a) = (b) Seja v € L tal que M = Ku]. Se M|K € galoisiana segue do
Corolario 3.2 que M|K € normal.
Se h(x) = irr(u, K) € 0 € Autg L, sabemos que v = o(u) € também raiz de h(x) e como
M|K € normal temos v = o(u) € M, ou seja, o(Ku]) C K[u] = M.
(b) = (a) Seja u € L tal que M = K|u] e seja h(z) = irr(u, K).
Vamos mostrar que se o(M) C M para todo o € Autg L, entdo M = Gal(h, K).

Sejam v uma raiz de h(z) e M’ = K[v]. Pela Proposicdo 3.2, existe um isomorfismo
oo : M — M’ tal que op(u) = v € og(a) = a, para todo a € K.

Assim pelo Teorema 3.1, existe o € Autx L tal que oy = 0p. Como o(M) C M eue M
temos v = o(u) € M.

(b) = (c) Sejam o € AutxL e v € AutpL.
Vamos mostrar que se o(M) C M, entdo o ' oyoo € AutyL.
Seja m € M, entao m’ = o(m) € M e v(m') = m/, logo
(c7toyoo)(m)=oc"ty(m)) =0 (m') =m,istoé ot oyoo € AutyL.

(c) = (b) Suponha por absurdo que existe o € AutgL e u € M tal que o(u) =v & M.

Como L|K é galoisiana, existe f tal que L = Gal(f,K) C Gal(f,M) C L, logo L|M é
galoisiana. Temos pelo Corolario 3.3 item (b) que existe v € Aut)/L tal que ~v(v) # v.

Assim (67l oyoo)(u) = o7 (y(v)) # o7 (v) = u ou seja (67 oyoo) ¢ Auty L, 0 que
contraria a hipotese Auty L < Autg L.

|
Teorema 3.3: Seja L|K uma extensao finita. Entao as seguintes afirmagées sao equivalentes:
a) L|K é galoisiana.
b) L|K é normal.
¢) Para todo a € L — K existe o € AutgL tal que o(a) # a.
d) [L: K] =|AutgL|.

Demonstragao. (a) < (b) Segue do Corolario 3.2.
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(a)
(c)

(d)

= (c) Segue do Corolario 3.3.

= (d) Pelo Corolario 2.1, temos [L : K| > |Autk L|.
Suponha por absurdo que [L : K] > |Autx L|.
Seja Autg L = {p1,¢2,...,0n} onde p; =id;, € o automorfismo identidade de L.

Se [L : K| > n entdo, existem uy,ug,...,u,,uy,+1 € L linearmente independentes sobre
o corpo K. Considere agora o sistema linear homogéneo com n equacdes e (n + 1)
incognitas z1,x9,...,Tn4+1 € Lt

o1(ur)zy + p1(u2)ze + -+ + 1 (Ups1)Tpne1 = 0
wa(ur)z1 + p2(u2)xa + -+ + 2 (Uns1)tny1 = 0 @
on(u1)z1 + @n(u2)ra + - + On(Unt1)Tngr = 0

Como o numero de equacoes de (2) € menor que o numero de incognitas entao (2)
admite solucao nao trivial.

Seja agora (z1,z2,...,Tp+1) = (a1,a2,...,a,41) uma solucdo nao trivial de (2) com o
maior numero de incognitas iguais a zero. Reordenando se necessario, denotaremos
por aj,as,...,a, 0s a,s nao nulos dessa solucao.

Multiplicando por al’l se necessario, podemos assumir que a; = 1. Assim 1,ao,...,a,
nao nulos sao tais que (1,aq9,...,a,,0,...,0) € uma solucao de (2) com um numero
maximo de zeros. Entao temos ¢;(u1) + @i(ug)as + -+ + p;(u,)a, = 0 para todo i €
{1,2,...,n}.

Como ¢; = idy € uy,u9,...,Ur, ..., U, S0 linearmente independentes sobre K entio
segue que existe a; € L tal que a; ¢ K. Seja a, ¢ K. Assim por (c) existe o € Autx L tal

que o(a,) # a,.

Dai segue que (o o ¢;)(u1) + (0 0 ;) (uz)o(az) + -+ + (0 0 ¢;)(u,)o(a,) = 0 para todo i €
{1,2,...,n}.

Como Autx L € um grupo e o € Autx L segue que :

Autg L = {1,902, .., ont ={op1,002,...,00,}.

Portanto op; = ¢ para algum k e temos

or(u1) + @r(uz)o(az) + -+ p(ur)o(ar) = 0,Vk € {1,2,... ,n}
por outro lado
or(u1) + er(u2)az + -+ + pp(ur)ar = 0,Vk € {1,2,...,n}.
Dai segue que:
pr(uz)(o(az) —az) + - + gr(ur)(o(ar) — ay) = 0,Vk € {1,2,... ,n}.

Como o(a,) — a, # 0 temos uma solucao (0,0(az) — as,...,o(a,) — a,,...) que contradiz
a maximalidade de zeros da solucao (1,as,...,a,,0,...,0).

= (a) Suponhamos L|K extensao finita e [L : K] = |Autg L|. Vamos provar que L|K €

galoisiana.

Sejam L = K[u| e h(z) definido por h(x) = irr(u, K) entdo para todo o € Autx L tem-se
o(u) € raiz de h(z) e por outro lado para cada raiz § € L de h(z), existe um unico
o € Auti L tal que o(u) = 5.

Logo, |Autkx L| = n, com n o namero de raizes de h(x) em L. Agora se [L : K| = |Autx L|
entao grau(h(x)) = [L : K] = |Autg L| = n.

Dai segue que L contém todas as raizes de h(x), ou seja, L = Gal(h, K).
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Proposicdo 3.5: Seja L|K uma extensao galoisiana e seja f(z) € K|[z| o polinbmio de grau
n, tal que L = Gal(f,K). Entdo G = AutgL é isomorfo a um subgrupo de S, (grupo de
permutacées de n elementos).

Demonstracgao. Seja B = {uj,ug,...,u,} o conjunto de todas as raizes de f(z). Como L =
Gal(f,K), temos B C L = K[B]. Sabemos, pela Proposicdo 3.3, que todo automorfismo
o € G = Autg L envia uma raiz de f(z) em outra raiz de f(z).

Assim, como B ¢ finito e ¢ injetivo, segue que oy = o|p : B — B define uma permutacao
do conjunto B.

Se Sp denota o grupo das permutacoes do conjunto B entdo basta mostrar que Autx L
€ isomorfo a um subgrupo de Sg, pois Sg = 5,,.

Define-se ¢ da seguinte forma:

P G — Sp
o +—— 090=0 |5

A funcao 1) € um homomorfismo de grupos, pois )(c o7) = (0 o7)|p =0o|p o 7|p.

Obviamente 1 € injetiva, pois se todas as raizes de f(z) sao fixadas por ¢ € G, entao
o =1idy. Isto €, G = ¢(G) € subgrupo de S = S,,.

Proposicdo 3.6: Sejam K um corpo, a € K e L = Gal(z"™ — a, K). Suponha que K contém uma
raiz ¢ primitiva n-ésima da unidade, entGo G = Autg L é um grupo abeliano.

Demonstracgdo. Seja o = {/a € C e ¢ uma raiz primitiva n-ésima da unidade tal que ¢ € K,
entdo o, al,al?,...,a(™ ! sdo as n raizes distintas de 2" — a em C.

Sabemos que L = K[(,a] = KJa], pois ¢ € K. Assim pela Proposicao 3.3, se 0,7 € AutgL,
entao o(a) = a¢’ para algum i, e 7(a) = a(’, para algum j. Dai, segue que :

(0o7)(@) =a(af!) = o(a)? = ag™,

(r 0 0)(a) = 7(a¢’) = 7(@)(* = agI*.

Assim o o 7(a) = 7 0o 0(«), para todo o,7 € Autg L. Como L = K|[a], entdo o o7 = 70 0, para
todo 0,7 € Autk L.

3.2 CORRESPONDENCIA DE GALOIS

A partir desta secao denotaremos G = Autx L o grupo de automorfismos de L que fixam
K. Este grupo G é chamado de Grupo de Galois da extensao L|K.

Definicdo 3.5: Seja L|K uma extensao finita. Dizemos que M é um corpo intermedidrio de
L|K se M é um subcorpo de L contendo K, ou seja, K C M C L.

Proposicdo 3.7: Seja H subgrupo de G = Autk L, entédo o conjunto
M={a€L:v(a)=aVyeH}

formado pelos elementos de L fixados pelos elementos de H é um corpo intermedidrio de
L|K. Notaremos M = L*.

Demonstracéo. De fato,

e 0,lc KcL".
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e Se z,y € L, para todo v € H temos y(z —y) = y(z) —v(y) =2 — y, entdo z — y € LY,
e Se x,y € L, para todo v € H temos v(zy~!) = v(z)7(y™) = v(z)4(y) ! = xy~! entao
zy e LY
ytelL".
Isto €, L é um corpo intermediario da extensdo L|K. Esse corpo L é chamado de corpo
Jfixode H.

Assim temos uma correspondéncia entre subgrupos de Autx L € os corpos intermedia-
rios da extensao L|K da seguinte forma: Dado um subgrupo H de G = Autx L obtemos um
corpo intermediario L da extensao L|K.

Por outro lado, dado M um corpo, com K C M C L, obtemos o grupo Auty;L. Temos
uma inclusao natural Auty/L C AutxL, pois se um automorfismo de L fixa M entao ele

fixara também K C M.

Temos as seguintes propriedades imediatas:

1. G = AutglL.

2. AutrL = {idL}.

3. LY} = {g e L:idp(a) =a} = L.

4. Kc L% ={a€ L:~(a)=a,Vy<cG}.
5. Pelo Teorema 3.3 item (c), temos:

LY = K <= L|K é uma extensao galoisiana.

Proposicdo 3.8: De acordo com as notacées acima, temos:
a) Se M, M, sao corpos tais que K C My C My C L entao Auty, L C Autpy, L.
b) Se H, C H, sao subgrupos de AutyL entdo LH> c LM,
¢) Para todo corpo intermedidrio M com K C M C L, tem-se M C LA%mL,
d) Para todo subgrupo H de Autk L, tem-se H C AutuL.

Demonstracao. a) Considere os corpos K C M; C My C L. Seja v € Autpy,L. Como
M, C M, entao v fixa M; e dai v € Autyy, L.

b) Sejam os grupos H; C Hy C G, v € H; e a € L"2, Como v € H, C H,, entdo v(a) = a.
Logo a € L1,

¢) Seja M um corpo intermediario da extensao L|K. Por definicao os elementos de Auty, L
fixam M, logo M c LAvME,

d) Seja H um subgrupo de (. Entao um elemento v € H C G € um automorfismo de L
que fixa L¥, logo H C Aut L.

Considerando os corpos K C M; C My C L e os grupos {id,} C Hy C Hy C G = AutgL,
temos as correspondéncias abaixo:
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K C My C Mo C L

{ N N J

AutKL D AutMlL D) AutM2L D) {ZdL}

G D> Hy D Hy D {idy}

T

K ¢ L¢ ¢ L™ ¢ [ < L

Agora vamos demonstrar o Teorema Fundamental de Galois:

Teorema 3.4: (Teorema Fundamental de Galois) Se L|K é uma extensdo galoisiana, entao:

a) Para todo corpo intermedidrio M, com K C M C L, tem-se [L : M| = |Auty L] e [M : K| =
(G : AutpsL) (o indice de Autpy L em G).

b) Para todo subgrupo H de G, tem-se [L : L''] = |H| e [L" : K] = (G : H) (o indice de H em
G).

¢ Aut uL = H e LA"ML = ),

d) Para todo corpo intermedidario M, com K C M C L temos que a extensao M|K é galoisi-
ana se, e somente se Auty;L é subgrupo normal de G.

e) Para todo corpo intermedidrio M, com K C M C L, se M|K é galoisiana entéo [M : K| =
|AutKM| e G/AutML = AutKM.

Demonstragcdo. a) Seja M um corpo intermediario da extensao L|K. Como L|K € galoisi-
ana, entdo L|M também € galoisiana. Pelo Teorema 3.3, segue que: [L : M| = |Auty/L|

e como [L: K| = |AutgL| = [L: M][M : K], temos [M : K] = |G|/|Autp L| = (G : AutpL).
b) Seja H subgrupo de G e M = L. Sabemos pelo item (a) que :

[L:M]=|Autpy L] e [M:K|=(G: Auty L)

Por outro lado, pela Proposicao 3.8 item (d), tem-se : H C Auty/L, entdo [L : M] =
|AutprL| > |H|.

Utilizaremos um argumento semelhante ao usado na demonstracao do Teorema 3.3.
Suponha H = {v; = Idy,72,...,7} € por absurdo suponha |Auty/L| > |H|. Logo

[L: M] > n.
Assim, existem (n + 1) vetores wuj, ug, ..., u,, uyt+1 € L linearmente independentes sobre
o corpo M. Considere agora o sistema linear homogéneo com n equacoes e (n + 1)
incognitas ay,a9,...,ap41 € L:
Y1(ur)ar +y1(uz)az + - + 71 (up+1)antr = 0
Yo(u1)ay + ya(uz)ags + -+ + Y2 (ups1)ant1 = 0 3)
Yu(ur)ar + yn(uz)ag + -+ Yn(tuny1)anyr = 0
Entao existe uma solucdo nao nula (aj,az,...,a,41) € L™, Tomemos uma solucio
njo trivial de (3) com o maior numero de zeros possivel nas coordenadas (ay,as, ..., an+1),
assim denotaremos por aq,as,...,a, 0s a;s nao nulos dessa solucao, isto €, reorgani-

zando podemos supor

a1 #0,a0#0,...,a, #0,a,41=0,...,a,11 =0.
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d)

€)

Multiplicando o sistema por a,l_1 se necessario, podemos assumir a; = 1. Temos que a
solucao (1,as,...,a,,0,...,0) € L™, com 1,as,...,a, ndo nulos, € uma solucao de (3)
com um numero maximo de zeros. A primeira equacao € :

uy + ugas + -+ - + upa, = 0, pois vy = id.

Como {uy,us,...,u,} € LI sobre M, entao nem todos os a; sdo elementos de M.

Logo reorganizando novamente os valores, podemos supor ay ¢ M = LY. Assim, existe
v € H tal que y(az2) # as.
Aplicando « ao sistema (3) temos:

Y(v1(u1)) + vy (uz)ag) + - + vgm(ur)ar) =0

Y(y2(ur)) + v(y2(u2)az) + - + y(y2(up)a,) = 0 "

(1)) + YO (u2)a2) + -+ + 1 (ur)ar) = O

Mas como v € H e H = {v,...,v} entdo {yy,...,7m} = H, ou seja, o sistema (4) é
uma permutacao de (3):

Y1(u1) +m(u2)y(az) + -+ n(ur)ylar) = 0
Yo(u1) +v2(u2)y(az) + -+ +ya(ur)y(ar) = 0
: (5)
r}/n(ul) + 7”(“2)7(a2) + -+ 'Yn(ur)'Y(ar) =0
Subtraindo o sistema (3) de (5), temos:
0 +71(u2)(az —v(az)) + - +7ur)(ar —y(ar)) = 0

0+ y2(u2)(ag —v(az)) + - +y2(ur)(ar —y(ar)) = 0

0+ yn(u2)(az —v(a2)) + -+ + nlur)(ar —7(ar)) = 0
Como ag # Y(az) = as —y(a2) #0 e

(0, (a2 —~(az2)), (a3 —~(a3)), -, (ar —7(a3)),0,--- ,0)
é uma solucao de (3) com no maximo r — 1 coeficientes nao nulos.

Logo, temos uma contradicao com a minimalidade de r de coeficientes nao nulos.
Portanto |Auty L| = |H

, ou seja, H = AutysL e obtemos o que queriamos.

Pelo item (b), ja temos que H = Aut);L = Aut;n L. Resta provar que LA“nmL = ),

Seja M um corpo intermediario da extensao L|K. Notemos H = Auty/L.

Como H fixa M, entao M C L¥ C L, ou seja, [L: M| = [L: LH)[L7 : M].

Pelo item (b), [L : L] = |H| e pelo item (a), [L : M| = |H]|.

Logo, [L7 : M] =1, isto é L = M.

Segue imediatamente do Teorema 3.2, M|K galoisiana se, e somente se, Auty/L <
Autg L = G.

Sabemos do item (a) que (G : Auty L) = [M : K], resta provar que para todo corpo
intermediario M da extensao L|K, tal que L|M seja galoisiana, temos que:

G/AutML ~ Autg M.

De fato, como M |K é galoisiana, pelo Teorema 3.2, temos que para todo o € G = Autx L
tem-se o9 = 0|y € Autx M portanto, podemos definir:
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d: G — AutgM
g 00 =0|y-

Vemos que ¢ € homomorfismo de grupos. De fato, sejam o,7 € G, entao ¢(oco7) =
(do7)m = oluoT|m = ¢(o) 0 ¢(7).
Observe também que: o € Ker(®) < ®(0) =idy < 0|y = idy < 0 € AutprL.

Por outro lado, como L|M é uma extensdo galoisiana, entao pelo Teorema 3.1, para
todo oy € Autx M, existe o € Auti L, tal que ol = 0¢, logo ¢ € sobrejetor. Pelo Teorema
de homomorfismo (ver [2, Teorema 3, p.125]), temos:

G/AutML ~ Autg M.

O seguinte diagrama ilustra a correspondéncia de Galois:

L4 = L<—s{id,} = Aut,L
L = M~<~—>H = AutyL
¢ = K G = AutyglL

4 SOLUBILIDADE POR MEIO DE RADICAIS

Definicdo 4.1: Dizemos que uma extensdo finita L|K é uma extensdo radical sobre o corpo K
se existem oy, 9, ..., a, € L, tais que:

a) K =Ky CK()[OQ] =K CKl[OZQ] =KyC--- CKi,l[ai] =K;Cc---CcK,=L.

b) Para todoi € {1,2,...,n} existe n; € IN tal que o € K;_;.
Exemplo 2: Observe que L = Q[v2, v/3 — v2]|Q é uma extensdo radical sobre Q, pois Q C
Q[V2] C QV2[V3 -2l =Le(v2)? € Q. (V3-+v2)* € Q[v2].

Definicdo 4.2: Seja f(z) € K[z] e L = Gal(f, K). Dizemos que f(x) é um polinomio soltivel por
meio de radicais sobre K se existe uma extensao radical M|K tal que temos K C L C M.

Observacdo 4.1: Se um polinémio é soliwel por meio de radicais sobre K, de acordo com
esta definicdo vemos que as raizes de f(x) poderéao realmente ser escritas como combinagées
algébricas de expressées radicais. Prossigamos agora com a definicéo de grupo soltivel que,
na realidade, é o andlogo de extensado radical através da correspondéncia de Galois.

Defini¢do 4.3: Um grupo G é dito soliwel se existem subgrupos G;, com j = 0,1,2,...,k tais
que :
{id}ZGQCGl C - CGr CGk:G,

onde cada G; é um subgrupo normal de G, e G;11/G; é abeliano.

Note que se G é um grupo simples (ou seja, se os tinicos subgrupos normais de G séo {id}
e G) e G é soluvel, entao também sera abeliano, mais ainda, sera ciclico de ordem primo.

Proposicdo 4.1: Seja L|K uma extensao radical sobre K. Entao existe uma extensdo K C
L C M tal que M é radical e galoisiana sobre K.
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Demonstragdo. Como L|K é uma extensao radical podemos escrever
K=Ilgsclyc---CL,.1CL.=1L

onde
L; = Lifl[ai] e o; éraizde 2™ —q; € Li,l[ac].

Seja n = nj-ng-...-n, € ( uma raiz primitiva n-ésima da unidade. Substituindo, se
necessario, L por L[] e K por K[(] podemos assumir que K C L e K contém as raizes
n-ésimas da unidade.

Desta forma os elementos da forma al(C"/ "l)i, 0 <4 < n; sao todos raizes de 2™ — q; €
K[z], logo K = Ly C L1 = Lolay] = Gal(z™ — a1, K). Considere agora Ly = Li[asg], onde as €
raiz de 2" — ag € Ly[z].

Considere o polinomio

p(r) =@ —a) [[ @™ -o(a)) € Lifz).

o€Auty L1

Observe que todo o € AutxL; permuta as raizes de H (" — o(az)). Assim, pelo
o€Auti Ly
Teorema 3.3 item (c), temos que g2(x) € K|z].

Definimos L5 = Gal(g2(x), K). Observe que K C Ly C L3, por definicao Ly|K é uma
extensao galoisiana e

Ly=1, [n o(ag); o € AutKLl] ,

ou seja, L3 € radical sobre L;. Concluimos assim que L;|K € uma extensao galoisiana e
radical.

Por inducao suponha que L} = Gal(g;(z), K), onde K C L; C L} e L’|K € uma extensao
galoisiana e radical. Veja que L;11 = Li[ai+1] C Lf[aiy1], onde aiqq € raiz de 2™+ — a;4 €
Lilzx] C L}[z].

Novamente pelo Teorema 3.3 item (c), temos que

gin(@ =gi@)- [ @+ —o(ain)) € Kla].

o€Auty LZ‘

Definimos L, ; = Gal(gi11(7),K). Como g;(r) € um fator de g;;1(z), entao L7 C L} ;.
Como «;4 € raiz de um dos fatores de g;;1(z), entdo L;11 C L[] C L.
Por definicao, L}, ,|K € uma extensao galoisiana e radical pois

Li, =1L} [”ﬂ/a(am) o€ AutKL;f] .

Por inducao, na etapa i + 1 = r, obtemos a extensao desejada M = L.
[

Teorema 4.1: (Correspondeéncia de Galois) Sejam K um corpo, f(z) € Kz] e L = Gal(f,K).
Temos que f(x) é soltivel por meio de radicais sobre K se, e somente se, o grupo G = Auti L
é soluwel.

Demonstragdo. (=)
Pela Proposicao 4.1, existem K C L C M tal que M é radical e galoisiana sobre K.
Assim, como L|K é normal segue pelo Teorema 3.4, que:

G = Autg L = Autg M /Aut, M

Portanto sera suficiente provarmos que Autx M € soluvel.

Seja n = ni-ny...n, tal que M = Klay,...,a,] e o € K;—1, K; = K;_1[oy] como nas
notacgdes anteriores. Seja ( uma raiz primitiva n-ésima da unidade, M* = M|[(] e K* = K[(].
Para o € Autx M, considere o* € Auty-M* satisfazendo o* |y =0 e 0*({) = (.

Claramente se ¢ # 7 temos ¢* # 7* e portanto a funcao abaixo
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®: AutgM — Autp~M*
o — o

define um homomorfismo injetivo. Dai segue que AutxM = ®(Autx M) < Autg+«M* e por-
tanto Autx M sera soluvel se Auty«M* for soluvel.

Assim podemos assumir que K contém uma raiz primitiva n-ésima da unidade.

Agora, se M = Kloag,a9,...,a,] € uma extensao radical sobre K, n = nj.ng...n,, onde
a;" € K;—1, e K contém uma raiz primitiva n-ésima da unidade, vamos provar por inducéao
sobre r que Autx M € um grupo soluvel.

Se r =1, entao M = K], o' = a; € K e como K contém uma raiz primitiva n;-ésima
da unidade, segue que M = Gal(z™ —a;, K) e Autxg M € um grupo abeliano, pela Proposicao
3.6.

Pela hipotese de inducao Autx, M € soluvel, onde M = K9, as, ..., ap].

Como K; = Gal(z™ — a1, K) € normal sobre K, a fungao :

Vv AutgM — AutgK;
o = Oolg, =01

define um homomorfismo de grupos cujo nucleo € Ker(y) = Autyx, M
Assim, pelo Teorema de homomorfismos (ver [2, Teorema 3, p.125]), temos:

Autg M/ Aute, M = p(Autg M) C Aut g K.

Como Autg K, € abeliano e por inducao Autx, M € soluvel entao temos que AutxgM €
soluvel e isto demonstra o teorema.

(<) Ver [1, Teorema 10.18].

5 EXEMPLO

Vamos aplicar essa teoria para encontrar a estrutura de subcorpos do corpo de decom-
posicao do polinémio z* — 423 — 422 + 8z — 2 , através da sua ligacdo com o grupo de Galois
do mesmo.

Observe que as raizes de z* — 423 — 422 4+ 8z — 2 sao

$173=1+\/§i\/3+\/§
To4=1-V2+1/3-V2.

Denotemos, a = /2, 8 = /3 — a e y = /3 + a. Observe que, L = Gal(f,Q) = Q[5,7].

Como primeira etapa calculamos o grau da extensao e obtemos o seguinte diagrama:

/\
\/

Oé

2

Q
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De fato, pelo Critério de Eisenstein (ver [3, Capitulo III, Teorema II1.2.8]), para p = 2,
sabemos que x? — 2 € irredutivel em Q[z]. Logo, [Q[a] : Q] = 2, (ver [4, Capitulo V, Proposicao
3]).

Observando que f3 € v sao raizes de 22 — 3+ a € 22 — 3 — a, respectivamente, prova-se por
absurdo que 22 — 3 + a e 22 — 3 — « sdo irredutiveis sobre Q[a]. Por exemplo, se 22 — 3 + «
nao for irredutivel sobre Q[a], entdo possui uma raiz em Q[a]| da forma a + bo, com a,b € Q.
Assim

0 = (a+ba)> -3+«
(a? +2b% — 3) + (2ab + 1)av.

Logo a? +2b?> —3 =0 € 2ab + 1 = 0. Substituindo b = —1/2a na primeira igualdade, obtemos

1 2
a2+2<—2—> —3=0 = 2a*—6a>+1=0.
a

Como esta equacao ndo possui raizes racionais, o polinomio z2 — 3 + « é irredutivel sobre
Q[a]. De forma similar, prova-se que x> — 3 — « € irredutivel sobre Q[a]. Assim, [Q[A] : Q[a]] =
QD : Qla]] = 2.

Resta provar que [Q[3,7] : Q[S]] = 2. De fato, como ~ € raiz de 2> — 3 — a, entao [Q[S,] :
Q[A]] < 2. Suponha que [Q[5,7] : Q[F]] = 1, neste caso v € Q[F] chegando a uma contradicédo
com argumentos aritméticos novamente.

Pelo Teorema Fundamental de Galois, |AutqL| = 8. Utilizando a Proposi¢do 3.2 em cada
degrau do diagrama 6, encontramos todos os automorfismos de L que fixam Q:

Q[57’Y] - > Q[57’Y] (6)

Obtemos assim todos os elementos do grupo de Galois G = AutqL. Analisando os
elementos do grupo, chegamos a conclusao que Autg L = Dg, ou seja

G:<r,s | r4:e,52:e,rs:sr3>,

onde r € s sdo os automorfismos definidos a seguir:

fr——
vy B

S . o —r —
B
y— B

A estrutura de subgrupos H; de Dy € representada pelo seguinte diagrama:
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Dg
< 5,125 > <r <rs,r?>

R N

>
<r25> < s> <7“2> <rs> <7’3s>

\/

{e}

Para cada subrupo H calculamos o subcorpo L correspondente. Por exemplo:
Seja x € L. Temos que, L = (1,«, 3,7, a8, av, Bvy,aB7), ou seja, um elemento de L é da
forma

r = ag+a1a + azf + azy + asaf + asay + agBy + azafy.

. 2 ~
Assim, se € L<""> entdo, z = r%(z), onde

ri(z) = ag + a1a — agB — azy — asaf — asary + agfy + azaBy.
Logo,

2a98 4 2a37v + 2a4a8 + 2a5ay = 0,
isto €,
a2:a3:a4:a5:0.

Dai, z = qp + a + agfBy + arafy.
Portanto, L<""> = Q[a, 8] € como By = v/32 — a2 = /9 — 2 = /7, entdo

L<r2> _ Q[\/ﬁ, ﬁ]

De forma similar achamos os outros corpos intermediarios e pelo Teorema 3.4, obtemos
a seguinte estrutura de corpos intermediarios da extensao Q|3,v]|Q:
8,7

/\\

[
Q] Q[A] Qla, V7] QB +1] Qle(8 +7)]
]

N\

Q
[

NI N

Qo Q[v14] QT

N7

Q

O que conclui este exemplo. Este método pode ser aplicado sempre que for possivel
calcular o grupo de Galois.

6 CONCLUSAO

Sabe-se que qualquer polindomio de grau menor ou igual a quatro € soluvel por meio de
radicais. Neste trabalho demonstramos que um polinémio f(x) de grau n € soluvel por meio
de radicais se seu grupo de Galois G, € soluvel. Mostramos também que o grupo G pode
ser visto como subgrupo de 5, (grupo de permutacoes de n elementos). Sabe-se que para
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n <4, S, € soluvel, razao pela qual existem métodos algébricos para encontrar as raizes de
polinémios de grau menor ou igual a 4 através de radicais (Bhaskara, Cardano, Ferrari).

Ninguém conseguiu encontrar um método geral para achar as raizes de um polinéomio
de grau > 5 por meio de radicais, pois em geral, o grupo de Galois de um polinémio de grau
5 € isomorfo a A5 ou S5 e os grupos A, € S, nao sao soluveis para n > 5. Mesmo assim, em
alguns casos € possivel que o grupo de Galois de um polindomio de grau > 5 seja soluvel;
nesses casos € possivel achar as raizes do polinémio por meio de radicais.
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