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RESUMO

Este trabalho trata do Décimo Problema de Hilbert, cujo enunciado é: Dada uma
equacao diofantina com coeficientes inteiros em um numero qualquer de variaveis, €
possivel elaborar um processo que decida, através de um numero finito de operacoes,
se a equacao tem solucoes inteiras. O objetivo € demonstrar que nao € possivel elabo-
rar tal processo, isto €, mostrar que o Décimo Problema de Hilbert € insoluvel. Este
trabalho inicia-se com um estudo sobre Equacées Diofantinas, Conjuntos Diofanti-
nos e Funcodes Diofantinas, analisando suas propriedades, seguindo-se uma prova do
Teorema da Sequéncia de Numeros. Um papel central nesse estudo € desempenhado
pelas Equacoes de Pell, utilizadas com a finalidade de mostrar que a funcao expo-
nencial € diofantina. Este resultado, juntamente com o conceito de funcao recursiva,
permite mostrar que uma funcao ser recursiva € equivalente a ser diofantina. Final-
mente, provamos o Teorema de Universalidade que é utilizado na demonstracao do
teorema principal que afirma a insolubilidade do Décimo Problema de Hilbert.

ABSTRACT

This work discusses the Hilbert’'s Tenth Problem, whose statement is: Given a Di-
ophantine equation with any number of unknown quantities and with integer coeffi-
cients, it is possible to devise a process according to which it can be determined by a
finite number of operations whether the equation is solvable in rational integers. The
goal is to prove that it is impossible to develop such a process, ie, to show that the
Hilbert’s Tenth Problem is unsolvable. This work starts with a study of Diophantine
equations, Diophantine Sets and Diophantine Functions, with an analysis of their
properties, followed by a proof of the Sequence Number Theorem. An important role,
in this study, is played by the Pell equations, which are used to show that the expo-
nential function is Diophantine. This result, together with the concept of recursive
function , allows us to show that there is an equivalence between recursive functions
and Diophantine functions. Finally we prove the universality theorem which is used
in the proof of the main theorem which asserts the insolubility of Hilbert's Tenth
Problem.

Palavras-chave: Equacdes diofantinas, funcao recursiva, funcao diofantina.

1 INTRODUCAO

No ano de 1900, o matematico David Hilbert divulgou um documento contendo vinte e
trés problemas que deixaram o século X /X para serem resolvidos no século X X. O décimo
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problema se trata de equacoes diofantinas e seu enunciado é: Dada uma equacao diofan-
tina com coeficientes inteiros em um numero qualquer de variaveis, é possivel elaborar um
processo que decida, através de um numero finito de operacgdes, se a equacao tem solu-
coes inteiras. Hoje entendemos o termo ”elaborar um processo” no sentido de encontrar
um algoritmo. Mas, quando os problemas de Hilbert foram propostos, nao havia nenhuma
nocao rigorosa para o conceito de algoritmo, e isso era um obstaculo para a solucao desse
problema.

A primeira grande contribuicao foi dada em 1931 por Kurt Godel (ver [5]), além de ou-
tros logicos como Alonzo Church [1] e Alan Turing [9], que contribuiram na formulacao
rigorosa para a nocao de computabilidade. Isso possibilitou o estabelecimento do que seria
um algoritmo insoluvel, isto €, a impossibilidade de existir um algoritmo com determinadas
propriedades. Assim, os primeiros exemplos de algoritmos insoluveis foram encontrados
inicialmente na légica matematica para surgirem posteriormente em outros ramos da ma-
tematica.

A teoria da computabilidade forneceu diversas ferramentas para enfrentar o Décimo
Problema de Hilbert. Na década de 1950, surgiram varios artigos relacionados ao problema,
alguns deles escritos por Martin Daves [2] e Hilary Putnam [4].

A matematica Julia Robinson contribuiu fortemente na demonstracao de que a fungéao
exponencial é diofantina (ver [7]). Mas, a peca chave na solucao definitiva do problema foi
o matematico Yuri Matiyasevich (ver [6]) que, apesar de nao ter sido o primeiro a investigar
o problema, soube habilmente juntar as pecas deste grande quebra-cabecas e resolver, no
ano de 1970, o Décimo Problema de Hilbert.

O artigo comeca tratando das equacoes diofantinas com alguns exemplos e proprie-
dades. Os resultados nesta secao sdao: o Teorema das Funcdes de Emparelhamento e o
Teorema da Sequéncia de Numeros. Em seguida vem uma série de lemas sobre equacoes
de Pell com a finalidade de provar que a funcao exponencial € diofantina. Como con-
sequéncia desse fato obtemos novas func¢oes diofantinas e novos conjuntos diofantinos. Na
parte final do artigo definimos funcao recursiva e provamos que uma funcao ser recursiva
€ equivalente a ser diofantina. Apds isso, provamos o Teorema da Universalidade e con-
cluimos o artigo com o teorema que afirma a insolubilidade do Décimo Problema de Hilbert.

Neste artigo vamos denotar o conjunto dos numeros naturais por N = {0,1,2,3,...} e o
conjunto dos numeros inteiros positivos por N* = {1,2,3,... }. Além disso, sera necessario
utilizar o Teorema de Lagrange, que afirma que todo niumero natural possui representacao
como soma de quatro quadrados. A demonstracao deste teorema se encontra na referéncia
[8].

2 EQUACOES DIOFANTINAS
Vamos iniciar tratando das Equacéoes Diofantinas com o objetivo de introduzir os con-

ceitos de Conjuntos Diofantinos e Fun¢oes Diofantinas. Vamos definir tais conceitos, ver
alguns exemplos e propriedades.

Definicdo 2.1: Seja D(z1,...,x,) um polinomio com coeficientes inteiros nas variaveis 1, ..., .
Dizemos que D(z1,...,z,) = 0 é uma equagdo diofantina.
Observe que a equacao diofantina D(z4,...,z,) = 0 pode ser escrita como

DL(I'l, ce ,I'n) = DR(.%'l, e ,.%'n),
onde Dy, e Dp sao polinomios com coeficientes inteiros e positivos.

Vejamos agora um resultado que nos permite reduzir um sistema de equacodes diofanti-
nas a uma unica equacao diofantina.
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Proposicdo 2.1: O sistema de equacédes diofantinas

Dl(xl"" ’xn) =0

Dy (x1,. ) =0
tem solucdo se, e somente se, a equacdao diofantina
D¥(xy,...,xn) + -+ D% (x1,...,2,) =0
tem a mesma solucdo.
Demonstragao. Suponha que o sistema dado tenha como solucao os inteiros zy, ... z,, entao
Di(z1,...,2,) =0, 1<i<m.
Assim, D?(z1,...,7,) = 0 para 1 < i < m. Portanto,
D?(xy,...,2n) + -+ D% (21,...,2,) = 0.
Reciprocamente, sejam z1, ...z, € Z tais que

D3(xy,...,xn) + -+ D2 (21,...,2,) = 0.

Como D?(z1,...,7,) > 0, para 1 < i < m, segue que D?(zy,...,z,) =0, para 1 < i < m, logo,
Di(z1,...,xz,) =0, para 1 <i < m. O
Dada uma equacéao diofantina D(zy,...,z,) = 0, vejamos quando esta equacdo possui

solu¢ao no conjunto dos numeros naturais.

Proposicdo 2.2: A equacdo diofantina D(zy,...,z,) = 0 tem uma solugdo nos naturais se, e
somente se, o sistema

D(z1,...,2,) =0
x] = y%,l + y%,Q + y%,g + y%,zl
Ty = y%,l + y%,Q + y%,g + 93,4 (1)

) 2 2 2
Tn = yn,l + yn,Q + yn,3 + yn,4
tem uma solucdo nos inteiros.

Demonstragao. Suponha que D(zi,...,x,) = 0 tenha uma solu¢do nos naturais, digamos
que seja ela (z1,...,z,). Pelo Teorema de Lagrange, x; pode ser escrito como soma de quatro
quadrados, para 1 < i < n. Logo, existe uma solucao para o sistema.

Reciprocamente, uma solucao do sistema em numeros inteiros inclui a solucao (z1,...,z,)
em numeros naturais da equagao D(zy,...,x,) = 0. O

Observe que o sistema (1) pode ser escrito como uma unica equacao da forma
E(I’l, cee 79Un7y1,17 o 7yn,4) == 07

que tem solucado nos inteiros se, e somente se, a equacdo D(zy,...,z,) = 0 tem solucao
nos naturais. Desse modo, utilizaremos este resultado para provar a insolubilidade do
Décimo Problema de Hilbert no conjunto dos nuimeros inteiros depois de provar a sua
insolubilidade no conjunto dos nuimeros inteiros positivos.
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Definicdo 2.2 (Conjunto Diofantino): Seja M C (N*)". O conjunto M serd chamado de con-
Jjunto diofantino quando existe um polinémio D(a1,...,an,1,...,Ty) a coeficientes inteiros tal
que

(a1,...,an) € M < Fx1,..., 2y € N tais que D(ay,...,an,x1,...,Tn) = 0.

O numero n é chamado de dimensado de M.

Vejamos alguns exemplos de conjuntos diofantinos:

1. O conjunto C dos numeros compostos € diofantino. Observe que, x € C < Jy, z € N*
tais que x = (y + 1)(# + 1). De fato, seja x € C. Entao existem 1 < a,b < z tais que
x = ab. Como a,b > 1, existem y,z € N* taisquea=y+1e b= z+ 1. Logo,

z=(y+1)(z+1).
Reciprocamente, suponha que Jy, z € N* tais que
z=(y+1)(z+1).
Como (y +1),(z+ 1) > 1, segue que z € composto. Portanto, = € C.
2. O conjunto S dos numeros que nao sao poténcias de 2 € diofantino, pois

x €S <= Jy,z € N tais que = = y(2z + 1).

3. O conjunto M = {(z,y) € (N*)?: z < y} é diofantino, pois

(x,y) € M <= Jz e N* talque v+ z = y.

4. O conjunto N = {(z,y) € (N*)2: z <y} € diofantino, pois

(r,y) e N <= JzeNtalquez+z—1=uy.

5. O conjunto D = {(x,y) € (N*)?: x| y} € diofantino, pois

(x,y) € D <= 3z € N* tal que y = zx.

Vejamos agora, que a uniao e a intersecao de dois conjuntos diofantinos de mesma
dimensao sao também conjuntos diofantinos.

Proposicdo 2.3: Sejam os conjuntos
M, = {(al,...,an) S (D\l*)n cdxy,...,xy, € N* tais queDl(al,...,an,xl,...,xm) = O},

My ={(a1,...,a,) € (N)" : y1, ...,y € N* tais que Ds(ay,...,an,y1,--.,y:) = 0}.

Entao,
(a1,...,an) € M1 UMy <= Fz1,...,Tm,Y1,...,y: € N* tais que

Dl(al,---,an,xl,...,ﬂ?m)DQ(al,...,an,yl,---,yt) = 0.

Demonstragdo. Seja (ay,...,a,) € My U M. Caso (ay,...,a,) € M, entao,
dz1,..., 2, € N tais que Di(aq,...,an,21,...,Zm) = 0.

Logo,

Di(a1,...,an,x1,. .., Zm)Do(a1, ..., an,y1,...,y) =0,
para quaisquer yi,...,y; € N*. Caso (ai,...,a,) € M, entdo, existem y;,...,y; € N* tais que

Dy(aq,...,an,y1,-..,yt) = 0. Logo,

Dl(aly-"’an,xla-“axm)DQ(ala---,an,yl""’yt) :0’
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para quaisquer zi,...,x, € N*.
Reciprocamente, suponha que 3z, ..., Tm, y1,- ..,y € N* tais que

Di(a1,...,an,x1,. .., Zm)Do(ar, ..., an,y1,...,y¢) = 0.

Caso Di(ay,...,an,21,...,Ty) = 0 entdo, (ay,...,a,) € My, logo, (ai1,...,a,) € M; U M,. Caso
Dg(al,... sy Y1y e e 7yt) = 0, entao (al,... ,an) € Ms, logo, (al,...,an) € My U M. ]

Proposicdo 2.4: Sejam os conjuntos
M = {(al,...,an) S (N*)n cdxy,...,xm € N* tais queDl(al,...,an,xl,...,xm) = 0}

My =A{(a1,...,a,) € (N)" : yy, ...,y € N* tais que Ds(ay,...,an,y1,--.,y:) = 0}.

Entao,
(a1,...,an) € M1 N My <= Fz1,...,Zm,Y1,...,yt € N* tais que
D%(al,...,an,xl,...,mm)—i—D%(al,...,an,yl,...,yt) = 0.
Demonstragdo. Seja (ay,...,a,) € My N M, entdo 3zq,...,Tm,y1,...,y € N* tais que
Dy(ay,...,an,x1,...,2m) =0e€ Do(a,...,an,y1,...,y:) = 0. Portanto,
D%(al,...,an,xl,...,mm)—i—D%(al,...,an,yl,...,yt) = 0.
Reciprocamente, suponha que 3z, ..., 2m,y1,. ..,y € N* tais que
D%(al,...,an,xl,...,xm)—|—D§(a1,...,an,y1,...,yt) =0.
Entao,
Di(ay,...,an,21,...,Zm) =0€ Da(a,...,an,y1,-..,y:) = 0.
LOgO, (al,... ,an) € My N M. O

3 FUNCOES DIOFANTINAS
Definicdo 3.1: Seja f : (N*)" — N*. Chamamos de grdfico de f o conjunto
graf(f) = {(ay,...,an,b) € N b= f(ay,...,an)}.

Definicdo 3.2 (Funcdo Diofantina): Seja f : (N*)" — N*. Dizemos que f é uma funcdo
diofantina quando graf(f) é um conjunto diofantino.

Considere a funcao 7' : N* — N* definida por

n(n—i—l).

Tn)=1+2+---4+n= 5

Observe que 7' € uma funcao diofantina, de fato, como
graf(T) = {(m,n) € (N*)* : n = T(m)},

entao
1
(m,n) € graf(T) <= n = mim +1) <~ 2n=m(m+1).

Logo, graf(7T") € um conjunto diofantino e, portanto, 7' € uma funcéo diofantina.
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Lema 3.1: Considere a funcao T : N — N definida por

n(n+1)

sen >0
2 n

Tn)=1+4+2+---4+n=
e T(0) = 0. Entao, para cada z € N*, existe um tinicon € N tal que

T(n)<z<T(n+1).

Demonstracdao. Seja z € N*. Como z > 1, temos que ZTH > 1, entao @ > z, e portanto,

T(z) > z. Agora, defina o conjunto
S, ={neN:T(n) >z}

Veja que S, # 0, pois z € S,. Além disso, S, C N*, pois 0 ¢ S,. Pelo Principio da Boa
Ordem, existe um unico m € S, tal que m = minS,, e consequentemente, existe um unico
n=m—1¢€N. Comon < m = minS,, temos que n ¢ S, logo, T'(n) < z, € como m € S, temos
que z < T'(m). Portanto,

Tn)<z<T(n+1).

O

No proximo resultado veremos que € possivel encontrar uma bijecdao diofantina entre
IN* x N* e N*.

Teorema 3.1 (Teorema das Funcdes de Emparelhamento): Existem funcées diofantinas P(x,y),
L(z) e R(z) tais que

() Vz,y € N* temos L(P(z,y)) =z e R(P(x,y)) = y.
(i) Vz € N* temos P(L(z),R(z)) =z, L(z2) < ze R(z) < z.
Demonstracao. Considere a funcao

1

Seja z € N*, entao, pelo lema anterior, existe um tnico n € N tal que
Tn)<z<T(n+1).

Como T'(n) < z, segue que z — T'(n) > 0, entao
y:=z—T(n) e N

Por outro lado, como
2<T(n+1)=T(n)+n+1,

temos que
y+T(n) <T(n)+n+1,

entao, y <n+1, ouseja, n+1—y > 0, logo,
(n+1)—y+1>0.

Assim,
ri=mn+1)—y+1eN.

Observe que = € y sao unicos e dependem de z. Podemos entao definir as funcoes:
L:N"— N*, com L(z) = z;

R:N* — N*, com R(z) =y.
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Como z=T(n)+yen=x+y— 2, segue que
z=T(x+y—2)+vy.

Definimos assim,
Play)=z=T(x+y—-2)+y.

Observe que
P(L(z),R(z)) = P(z,y) = .

Como z = T(x + y — 2) + y temos que z > y, ou seja, z > R(z). Vejamos agora, que L(z) < z.
Como

segue que z > T'(z + y — 2), entao
z2>T(x+y—2)+1>T(x—1)+1,
pois T' € crescente. Se = = 1, entdo z > x = L(z). Se = = 2, entao
z2>T(1)+1=2=x=L(2).
Se x > 3, entdao z — 1 > 2, logo,
Te-1)=14+2+--+x-1)2>21+(zx—-1)=x

assim,
2>2Tx-1)+1>T(x—-1) >z

Portanto, z > = = L(z). Agora, sejam x,y € N*. Como
Plr,y)=Tx+y—-2)+y==

temos que, paran =z +y — 2,
T(n)<z<T(n+1).

De fato, como z = T'(n) + y, segue que z > T'(n). E, como z — 1 > 0, temos que
T(n)+y+(x—1)=T(n)+y,

entao,
Tn)+n+1>z,

logo, T'(n + 1) > z. Agora, veja que
R(P(z,y)) = R(z) =2 =T(n) =y
L(P(z,y)=L(z)=(n—-1)—R(z)+1=(z+y—-1)—y+1==x.
Finalmente,

(x+y—2)(x+y—1)

z=Tx+y—2)+y= ty<—=2z=(z+y—-2)(x+y—1)+2y.

2
Entao,
z=Pr,y)<=2z=(r+y—-2)(x+y—1)+2y;
r=L(z) < JyeNtalque2z=(z+y—2)(z+y— 1)+ 2y;
y=R(z)<=3JreNtalque2z=(z+y—2)(z+y—1)+2y.
Portanto, as fung¢ées L(z), R(z) e P(x,y) sao diofantinas. O
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FIGURA 1

Veja na figura 1 abaixo como as funcoes de emparelhamento fazem a correspondéncia
biunivoca entre N* x N* e N*.

Agora veremos que existe uma funcao S(i,u), relacionada ao Teorema Chinés do Resto,
que € capaz de decodificar qualquer sequéncia finita em N*.

Teorema 3.2 (Teorema da Sequéncia de NUmeros): Existe uma fungdao diofantina S(i,u) tal
que

@ S(i,u) <wu;
(i) Para cada sequéncia ay,...,a,, existe um numero u tal que S(i,u) = a; paral <i < n.

Demonstracgdo. Defina a funcao S : (N*)2 — N* da seguinte forma: S(i,u) = w, onde w € o
unico inteiro positivo para o qual

w=L(u) (mod 1+ iR(u))

w < 1+iR(u).

Primeiramente vamos mostrar que S(i,u) € uma funcao diofantina. Veja que
w=S(i,u) <= Jz € N talque L(u) = (2—1)(1+iR(v))+w e 0 < w < 1+iR(u) <= Fz,y,z,v € N*
tais que

u=(x+y—2)(z+y—1)+2y

r=(z-1)1+iy) +w

l+iy=w+v—-1

< dx,y, z,v € N* tais que
(Qu—(z+y-2D(@+y—1)—29)° +(@— (=~ (L +iy) —w) + (1 +iy—w—v+1)° =0,
Portanto, S(i,u) € uma funcao diofantina. Agora, veja que S(i,u) < u. De fato, como
L(u)=(z—1)(1+iR(u)) + w

temos que w < L(u) < u. Logo, S(i,u) < u.

Finalmente, seja a4,...,a, uma sequéncia de numeros. Escolha y € N* tal que y > a;,
1<i<n,ej|y, 1<j<n. Observe que os nameros 1+ vy, 1+ 2y, ..., 1 + ny sdo primos
entre si. De fato, sed|1+iyed |1+ jy, com 1 <i < j<n, entdo

d|j(1+iy) —i(l+jy),
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assim, d | j—i. Comod<j—i<ntemosqued|y. Ded|yed]|1+iy, segue que d = 1.
Sendo assim, podemos aplicar o Teorema Chinés do Resto para obtermos um numero z tal
que

x=a; (mod1+y)
x=ay (mod 1+ 2y)

x=a, (mod 1+ ny).
Se definirmos u = P(xz,y), entdo z = L(u) € y = R(u). Logo, para 1 < i < n teremos que
a; = L(u) (mod 1+ iR(u))

a; <y=R(u) <1+iR(u),
isto €, a; = S(i,u). O
Teorema 3.3: Um conjunto S de inteiros positivos é diofantino se, e somente se, existe um

polinomio p tal que S é precisamente o conjunto dos inteiros positivos na imagem da funcao
definida por p.

Demonstragéo. Suponha que S é diofantino, logo existe um polinémio ¢ tal que:

x €8S <= Jr1,...,x, € N* tais que q(z,z1,...,2,) = 0.
Seja
p(z,z1,... ) = 2(1 — P(z,z1,...,%m)).
Dado z € S, escolha xz1,...,z,, € N* tal que ¢(z,z1,...,2,) = 0, logo p(z,z1,...,2,) = x, €

portanto, x esta no conjunto imagem da funcao definida por p. Agora, seja z € N* tal que
z=p(x,x1,...,Tm).
Como z = z(1 — ¢*(z,21,...,7,)) € z > 0, segue que

1—¢(z,21,...,xp) >0,

entao ¢*(z,r1,...,2,m) < 1, ou seja, ¢*(z,x1,...,2,,) = 0, assim, temos que
q(z,x1,...,2m) = 0.
Como
z=z(1—-¢(z,z1,...,7m)) =,
entao ¢(z,z1,...,x,) = 0. Portanto, z € S.

Reciprocamente, seja S o conjunto dos inteiros positivos na imagem da funcao definida

por p. Entao, x € S <= Jx1,...,x, € N* tal que p(zy,...,z,,) = z. Defina
flx,z,...;zm) =2 —p(x1,. .., Tp).
Entao, z € S < 3Jz;,...,z,, € N* tal que f(z,z1,...,2,) = 0. Portanto, S € diofantino. O
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4 As EQUACOES DE PELL

A funcdo exponencial h : (N*)2 — N*, h(n,k) = n* é diofantina. Para provar este resul-
tado sera necessario utilizar diversos resultados sobre as Equacoes de Pell. Esse resultado
servira de base para mostrarmos que outras funcoes importantes também sao diofantinas.
As demonstracoes para os proximos Lemas (4.1-4.14) encontram-se em [3]. O Lema 4.15
foi acrescentado, pois sera necessario na demonstracao do Teorema 5.1.

Definico 4.1: A Equacdo de Pell é dada por: 2% — dy?> = 1, com z,y € Z, onde tomaremos
d=a’—-1,a> 1.

Observe que (z,y) = (1,0) e (x,y) = (a, 1) sdo solucdes triviais da Equacao de Pell.

Definicdo 4.2: z,,(a) e y,(a) paran >0 e a > 1, sao definidos por
Tn(a) + yn(a)Vd = (a + Vd)".

Lema 4.1: z, e y, satisfazem a Equacéao de Pell, para todo n € N*. E se (z,y) é uma solucao
nao negativa da Equacado de Pell. Entéo, existe n € N tal que x = =, e y = y,.

Lema 4.2: (z,,y,) = 1.

Lema 4.3: Sejamn,t € N*. Entdo, y, | yr < n | t.

Lema 4.4: 32 | y,y, -

Lema 4.5: 2 |y = y, | t.

Lema 4.6: =, = 2ax, — rp—1 € Ypt1 = 2aYn — Yn—1, VN € N*.

Observe que estas equacoes mais as condi¢des iniciais 2o =1, 1 =a, yg=0e y; = 1
determinam recursivamente todos os valores de z,, € .

lLema4.7: y, =n (mod a —1), Vn € N.

Lema 4.8: Sea =) (mod ¢), entao x,(a) = z,(b) (mod ¢) e y,(a) = y,(b) (mod c), ¥n € N.
Lema 4.9: Quando n é par, y, é par e quando n é impar, y,, € impar.

Lema 4.10: z,(a) — y,(a)(a —y) = y™ (mod 2ay — y? — 1).

Lema4.11: v, 1 >y, >n,Vn e N.

Lema 4.12: «" < z,(a) < zp41(a) e zp(a) < (2a)", ¥n € N.

Lema 4.13: Segja0 <i<nex; =x; (mod z,), entdo j = +i (mod 4n).

Lema 4.14: Sea > y* > 1, entao 2ay — y*> — 1 > y*.

Lema 4.15: b > a = 2,(b) > z,(a) € yn(b) > yn(a).

Demonstracgéao. (Inducao sobre n) Para n = 0 o resultado se verifica. Suponha que o Lema
seja verdadeiro para n = k. Entao,

Yk+1(0) = byk(b) + z1(b) > ayk(a) + zx(a) = yrt1(a).
Além disso,
2pr1(b) = bag(b) + (6> — Dyk(b) > azp(a) + (a® — Dyx(a) = zp41(a).

O
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5 A FUNCAO EXPONENCIAL E DIOFANTINA
Considere o seguinte sistema de equacoes diofantinas:

(1) 22— (a®>-1)y? =1

(i)  u?—(a®—1? =1

(iii) $2— (B -1Dt2 =1

(iv) v =ry?

(v b=1+4py=a-+ qu

(vi) s=xz+cu

(vii) t=k+4(d—1)y

(viti) y=k+e—1

Teorema 5.1: Dados a,z,k, com a > 1, o sistema (i) — (viii) tem solug¢do nos argumentos
restantes y, u,v, s, t,b,r,p,q,c,d, e se, e somente se, x = x(a).

Demonstragao. Primeiramente, consideremos dada uma solucao de (i) — (viii). De (v) temos
que b > a > 1. Por (i), (ii), (iii) e pelo Lema 4.1, concluimos que existem i, j,n > 0 tais que:

1':1'2‘(@)7 y:yi(a)v u:xn(a), U:yn(a)7 S:wj(b)7 t:yj(b)'

De (iv), temos y < v e, portanto, i < n. As equacdes (v) e (vi) produzem as seguintes
congruéncias:
b=a (mod z,(a)),

zi(a) = 2;(b) (mod zy(a)),
e, pelo Lema 4.8,

zj(b) = zj(a) (mod zp(a)).
Logo,

zi(a) = zj(a) (mod zp(a)).

Do Lema 4.13, temos j = +i (mod 4n). Da equacao (iv), (yi(a))? | yn(a) €, do Lema 4.5,
yi(a) | n. Dai (i) implica que
j==+i (mod 4y;(a)).

Da equacao (vii),
yj(b) =k (mod 4y;(a)).

Por transitividade,
k=+i (mod 4y;(a)).

Pela equacao (viii), k < y;(a) e, do Lema 4.11, i < y;(a). Assim, —y;(a) < k —i < y;(a). Como
k=+i (mod 4y;(a)),

temos que 4y;(a) | k£ie —yi(a) < k—i < y;(a), logo k+i=0. Como k+i > 0, temos k —i =0,
isto €, k = i. Portanto, z = z;(a) = xi(a).

Reciprocamente, suponha que x = zi(a). Assim, y = yx(a) satisfaz (i). Considere
m = 2kyk(a)
e sejam u = x,,,(a) € v = yn(a), entdo (i) € satisfeita. Pelo Lema 4.4, temos que y? | yx,, , mas
kyy | m, pelo Lema 4.3, yx,, | ym. Por transitividade, y? | y,,, isto €, y? | v. Com isso, podemos

escolher r satisfazendo (iv). Além disso, como m € par, pelo Lema 4.9, temos que v € par,
e como u € v satisfazem (ii) segue que u € impar. Pelo Lema 4.2, (u,v) = 1. Afirmacao:
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(u,4y) = 1. De fato, seja p um primo tal que p | u e p | 4y. Como u € impar e p | u, temos que
p € impar e por p | 4y devemos ter que p | y. Como

m = 2kyj.(a)

temos que k | m e, pelo Lema 4.3, y | ym. Isto €, y | v, logo, p | v. Como (u,v) =1,p|luep]|v,
temos que p | 1, absurdo. Portanto, (u,4y) = 1. Pelo Teorema Chinés do Resto, podemos
encontrar by tal que:

bp =1 (mod 4y)

bp=a (mod u).

Como 4jyu =0 (mod 4y) e 4jyu =0 (mod u), entdo by+4jyu também satisfaz as congruéncias
e, portanto, podemos encontrar b,p,q satisfazendo a equacao (v). Definindo s = xx(b) e
t = yi(b), (#i7) é satisfeita. Por (v), b > a e pelo Lema 4.15,

xk(b) > zi(a).
Isto €, s > z. Pelo Lema 4.8 e utilizando (v),
s=x (mod u).

Assim, podemos escolher ¢ de forma a satisfazer (vi). Do Lema 4.11, y, > k, ou seja, t > k
e, pelo Lema 4.7,
yp=t=k (modb—1).

Assim, usando (v),
t=k (mod 4y),

logo, podemos escolher d satisfazendo a equagao (vii). Novamente, pelo Lema 4.11, y > k.
Assim, Je € N* tal que
y=k+e—1,

logo (viii) € satisfeita. O
O Teorema 5.1 implica que o conjunto
M ={(a,z,k): x = zx(a)}

¢ diofantino. Isto é obtido aplicando a Proposicdo 2.1 para reduzir a s6 uma equacao o
sistema de equacdes diofantinas (i) — (viii).

Coroldrio 5.1: A fungdo g(z, k) = zx(z + 1) é diofantina.
Demonstracgao. Adicionando ao sistema (i) — (viii) a equacao a = z + 1, pelo Teorema 5.1,
My ={(z,k,x) : x =g(z,k)}
¢é diofantino. Portanto, g € uma funcao diofantina. O
Agora, inclua ao sistema (i) — (viii) as seguintes equacoes:
ir) (r—yla—n)—m)?=(f —1)?Q2an —n?—1)?
T m+g=2an—n?—1

(

(

(i) w=n+h=k+1

(wii) a® — (w? —1)(w—1)%22 =1

Lema 5.1: m = n* se, e somente se, as equacées (i) — (zii) tem uma solugc@o nos argumentos
restantes.
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Demonstragdo. Suponha que (i) — (xii) € satisfeito. Por (zi), w > 1, assim, (w — 1)z > 0, e
por (zii), a > 1. Aplicando o Teorema 5.1 segue que = = zi(a) € y = yx(a). Por (iz), temos

zp —yrla —n) =m (mod 2an — n? — 1)
e pelo Lema 4.10,
zp —yp(a —n) =n*  (mod 2an —n? — 1).

Por transitividade,

m=n* (mod 2an —n?—1).

Da equacao (zi) segue que n,k < w. De (zii) e do Lema 4.1, 3j € N* tal que a = zj(w) e

(w—1)z = y;(w).

Do Lema 4.7,

yi(w)=j (mod w—1)
€ como

yj(w) =0 (mod w—1),
temos que

j=0 (modw—1).

Como w—11j e j+#0, segue que w — 1 < j. Do Lema 4.12, z;(w) > w’, ou seja, a > w’.
Observe que A
a>w >t > pvl > nk;

logo, a > n*. Por (),
m < 2an—n?®—1

e pelo Lema 4.14,
n¥ < 2an —n? —1.

Como
m=n* (mod 2an —n? —1)
m,nk <2an—n?—1

concluimos que m = n*.

Reciprocamente, suponha que m = n*. Devemos encontrar solucdes para o sistema

(1) — (z1i). Escolha algum w tal que w > n, k. Seja a = z,,—1(w) tal que a > 1. Pelo Lema 4.7,
Yp—1(w) =w—-1=0 (mod w—1).

Assim, 3z € N* tal que

Yuw—1(w) = z(w — 1).
Tomando a = z,—1(w) € z(w — 1) = y,—1(w), temos que (xii) € satisfeita. Definindo h = w —n
el = w—k, temos que (zi) € satisfeita. Como anteriormente, a > n*, e novamente pelo Lema

4.14,
m=nF < 2an—n?—1.
Dai, dg € N* tal que
m+g:2an—n2—1,
assim, (z) € satisfeita. Definindo =z = zx(a) € y = yr(a), pelo Lema 4.10, podemos definir f

tal que
r—yla—n)—m==+(f —1)(2an —n?* - 1)

de forma que (iz) € satisfeita. Finalmente, pelo Teorema 5.1, segue que (i) — (viii) € satis-
feito. O
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Teorema 5.2: A funcao exponencial h(n, k) = n* é diofantina.
Demonstracgao. Pelo Lema 5.1, temos que o conjunto
N = {(m,n, k) € (N*)3: m =n"*}

é diofantino. Portanto, a funcéo exponencial h(n, k) = n* é diofantina. O

6 AS FUNCOES COMBINATORIAL E FATORIAL SAO DIOFANTINAS

Agora que provamos que a funcao exponencial é diofantina, podemos mostrar que mui-
tas outras funcoes e conjuntos também sao. Por exemplo, a funcao

w

h(u,v,w) = u"

é diofantina. De fato, y = u¥* <= 3z € N* tal que y = u® e z = v". Pelo Teorema 5.2, existe
um polinémio P tal que

y=u® <= 3Iry,...,r, € N* tais que P(y,u,z,71,...,75) = 0;
z =v" <= Js1,...,8, € N* tais que P(z,v,w,s1,...,8,) = 0.
Logo, y = v’ <= 3z,71,...,7n,51,...,5, € N* tais que

P (y,u,z,71,...,m0) + P2(z,0,w,51,...,5,) = 0.
Portanto, h € diofantina.
Definicdo 6.1: Seja a € R. Entdo, definimos [a] como sendo o tinico inteiro tal que
[a] < a<[a] +1.
Lema 6.1: Para0 < k <n eu > 2", temos que
(w+1)"] "\ s
Tak | T > i)
i=k
Demonstracédo. Pelo Binomio de Newton temos que
i(u—i—l)”:ii " ui:i " ui_k:kil " ui_k—i—i "Vuih =R+ S
uk uk — i — i A i ; i ’

onde

k—1 n
R = Z <7Z> ke S = <7Z> u =k,
i=0 i=k

Observe que S € Z, pois i > k. Além disso,

n

k—1 n
n n 2
R< —1§ <—1§ =u 14+ 1)"==<1.
- ZO<Z> ’ ZO<Z> vy u

Portanto,
(u+1)"
uk

ou seja, S =[S + R]. O

S<S+R= <S+1,

Lema 6.2: Se0 <k <newu> 2", entdo [%] = <Z> (mod u).
u
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Demonstracgdo. Pelo Lema 6.1, temos que
[(u + 1)”} _ i (n)ui_k _
i—k N

uk

n 9 N\ nk_ (N
<k>+<k+1>u+<k+2>u + +<n>u _<k> (mod ).
O
Lema 6.3: A funcéo f(n,k) = <k> é diofantina.
Demonstracao. Seja u € N* tal que v > 2". Entao,
n " n
< — 9on ]
0< <k> _Z<Z> M < u

=0

) (mod u) e sabemos que 0 < <Z> < u, entdo, temos que

1 n
Pelo Lema 6.2, [W} = (n
U k
z= (Z) < Ju,v,w € N* taisquev=2"eu>ve
1 n
w = [W] ez=w (modu)ez<u.
u
Como a funcao exponencial € diofantina, entao v = 2" determina o conjunto diofantino
{(n,v) € (N*)?: v =2"}.
A desigualdade u > v também determina um conjunto diofantino. Além disso, z = w
(mod u) € z < u <= Jz,y € N* tais que w = z + (z — 1)u € u = z + y. Finalmente,
ke w < z <w+ 1.
Y
O

] <~ dr,y,t e N*taisquet=u+lex=t"ey=u
As funcdes combinatorial e exponencial serem diofantinas nos permite mostrar que a

funcao fatorial é diofantina.
TZ‘
lema 6.4: r > (22)"" =zl = | —~
(2)
Demonstracao. Seja r > (2z)**1. Entéo,
¥ L2 (r —x)! rfx! x! x! x!
™ =T | = 1 1: 1 x—1< x:z:71<1 T\x
@ R N (R (= I VN ()
1
Mas, como 22)*+1, temos que = m —. Entao,
r > (2x) qu ’I“<2£C(2£C)x<2
1 T x\ 2 T 2
A (R (NG E
1-2 r r r r
x 1 (1)° e 1 2%
I+—({1+s+|5) + | =1+— T =1+—.
r 2 2 r -3 r
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Dai,

Assim,

2J:+1 x+1 2 z+1
x! + zx! <zl + xxx:x!—i—(x)
,
Por hipotese,
9 x+1
Qo)™
r
logo,
x x+1
T7<x!+(x) <z!+1
() r
x
Como,
7,.33
r(r=1)---(r—xz+1) ="~
entao
< ! < '+1
z = _—— <! .
r(r=1)--(r—z+1) (7)
/’,,{L'
Portanto, z! = m . O
X

Lema 6.5: f(n) =n!, n € N* é uma func¢do diofantina.
Demonstracao.

m=n!<= Jr,;s,t,u,v E N taisques=2n+1let=n+1le
r:Steu:r"ev:<r>emv§u<(m+1)v.
n

De fato, suponha que m = n!. Definas=2n+1,t=n+1,r=s, u=r"ewv = <T> Como

n
m,n > 0, temos que s,t,r,u,v > 0. Observe que

r=s'=(2n+1)"" > (2n)"

u
m< —<m+1,
v

e pelo Lema 6.4,

ou seja,

logo,
mu < u < (m+1)v.

Reciprocamente, suponha que 3r,s,t,u,v € N*taisque s=2n+1let=n+ler=steu=1r"

ev= <T> e mv <u < (m+ 1)v. Entao, [ﬁ] =m, isto €,
n v

o)
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Como
r=s"=2n+1)"" > (2n)"

pelo Lema 6.4,

n! =

U
= gty
Lema 6.6: bg = a (mod m) = H(a +bk) = byy!< y > (mod m).
k=1
Demonstrag¢ao. Veja que
byy!<q+y> _platy)t
y q!
W (g+y)g+y—1)--(g+1) = (bg +by)(bg + b(y — 1)) --- (bg + b).
Como,
bg=a (mod m),
temos que
(bg +by)(bg +b(y —1))--- (bg+b) = (a+by)(a+bly—1))---(a+b) (mod m).
Portanto,
y 4y
Ha—i—bk ) =bY '(q > (mod m).
k=1 Y
U

Como consequéncia do fato de que as func¢des exponencial, combinatorial e fatorial sao
diofantinas, obtemos uma nova funcao diofantina:

Yy
Lema 6.7: h(a,b,y) = H(a + bk) é uma funcgao diofantina.
k=1

Demonstracgdo. Considere m = b(a + bk)Y + 1. Entao, (m,b) =1e

y
H (a + bk)

assim, a congruéncia
br =a (mod m)

possui uma unica solucao x = ¢ tal que 0 < ¢ < m. Como
bg=a (mod m),
pelo Lema 6.6,
£ q+y
H(a + bk) = byy!< > (mod m)
k=1 y
e sabemos que

y
H (a + bk)

Entao,

y
H a+ bk) < Im,p,q,r,s,t,u,v,w,x € N* tais que
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r=a+byes=rYem=bs+lebg=a+mteu=>0"ev=y!
w
ez<mew:q+yex:< >ez+mp:uvx.
)

Como as funcoes exponencial, combinatorial e fatorial sao diofantinas, segue que i € uma
funcao diofantina. O

7 Novos CONJUNTOS DIOFANTINOS

Com este Lema 6.7, combinado com os préoximos Lemas 7.1 e 7.2, poderemos mostrar
que ¢ diofantino o seguinte conjunto:

S={(y,r1,...,2,) € (N)""L:VzeN* com z <y, y1,...,Ym € N*
tais que P(y,z,21,...,Tn,Y1,---,Ym) = 0},

onde P € um polindémio qualquer.
Este conjunto S ser diofantino sera fundamental para provar o Teorema da Universali-
dade e o Teorema que caracteriza as func¢oes diofantinas.

Lema 7.1:

Vk € N* comk <y, Jy1,...,ym € N* tais que P(y,k,z1,...,Tn, Y1, Ym) =0

0

Ju € N* tal que Vk € N* comk <y, Jyi,...,ym € N* com
yi <u, i=1,...,m tais que P(y,k,x1,...,Zn, Y1, ,Ym) = 0.

Demonstragdo. (=) Por hipétese, para cada k € {1,2,...,y}, Hy’f, ...,y* € N* para os quais

P(yaka'rla"'7'In,y]f7"'ay1]fn) = 0.
Tomando
u:max{y?:jzl,...,m, kE=1,...,y},

segue que Ju € N* tal que Vk € N* com k£ <y, Jy1,...,ym € N* com y; < u, i = 1,...,m, tais
que

P(y,k’xla---,xn’yl"" ,ym) =0.
(<) E trivial. O

Lema 7.2: Sejam P(y,k,z1,...,2Tpn,a1,...,a,) um polinomio qualquer e Q(y,u,z1,...,T,) UM
polinémio com as propriedades

(1) Qly,u,z1,...,2n) > u,
(2) Q(yvuvwlr"vmn) > Y,
(3) kgyeyla"'aym <u= |P(y?k,x1"",xnayly"'aym” < Q(y,u,xl,...,wn).

Vk € N* comk <y, Jy1,...,ym € N* tais que P(y,k,z1,...,Tn, Y1, Ym) =0
)
y
de,t,ay, ..., ay, € N* tais que 1 + ¢t = H(l—i—kt),
k=1

u u
t=Q(y,u,x1,...,2py), 1—i—ct|H(a1—j),...,1—|—ct | H(am—j) e
j=1 j=1

P(y,c,x1,...,xp,a1,...,ap) =0 (mod 1+ ct).
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Demonstragdo. (<) Para cada k € {1,2,...,y} seja p; um fator primo de 1 + kt. Seja yf o)

resto da divisdo de a; por px, k=1,...,y ei=1,...,m. Dali, para cada k,i, segue que

(a) 1§yf§u (b) P(y,k,:vl,...,xn,yi“,...,y,]fﬂ):0.

u
Prova de (a): Note que py, | 1+ kt, 1 +kt | 1+ctel+ct| H(ai — j), por transitividade,

j=1
u
i | [ (ai = ).
j=1
Como pj, € primo, py | a; — j, para algum j € {1,...,u}. Entao,

j=ai=y; (mod pg).
Agora, observe que
pll+kt=p>QWy,u,x1,...,2,),
para todo primo p. Como py | 1 + kt, temos que
P> Qy,u,x1,. .., 2,) > u,
logo, j < u < pg. Como y¥ € o resto da divisao de a; por p; temos que y* < p;. Assim,
j=y’ (mod py),
j < pr €y’ < pp, entdo j =y¥. Como 1 < j < u, segue que 1 < yF < u.
Prova de (b): Observe que py | 1 + ¢t € p; | 1 + kt, entéo,
e | k(1 +ct) — c(1 + kt),
isto €, p; | k — ¢, entdo, k = ¢ (mod pi). Ja sabemos que
yi =a; (mod py),
desse modo,

P(y,kz,xl,...,xn,ylf,...,yﬁl) = P(y,c,x1,...,&n,a1,...,05,) =0 (mod pg),

pois py, | (14 ct). Assim, P(y,k,z1,...,2,,y%, ...,y ) é multiplo de p; e, por (3), temos que

|P(y,k,$1,...,Zﬂn,ylf,...,yfﬂ” S Q(yauaxly"'a'rn) <pk‘
Portanto,
P(yvkvxlv-"7xn7y]1€7"'7y713‘1) =0.

(=) Suponha que
P(yaka'rla"'7xn,ylf7"'ayr]§1) :07

paracada k=1,...,y e cada yf < u. N6s fixamos ¢t = Q(y,u,x1,...,z,)! € uma vez que

ﬁ(l +kt)=1 (mod ¢),
k=1

existe ¢ € N* tal que

<

1tct =[] +kt).
k=1
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Agora, para 1 < k <!l <y, devemos ter
(IT+kt,1+10t)=1.

De fato, suponha que exista um primo p talque p | 1 +kt e p | 1 +1t, entdo p | (I — k)t. Se
ocorrese p | [ — k, teriamos que p <! —k < y e, assim,

p<y<Qy,u,x1,...,Tp).

Mas por (2) temos que p > Q(y, u,z1,...,2,). Logo, p ndo divide [ — k. Como p € primo, p | t,
logo, p | 1, contradicao. Portanto, (1 + kt,1 + It) = 1. Desse modo, os numeros 1 + kt sao
primos entre si, e o Teorema Chinés do Resto pode ser aplicado para produzir, para cada
i=1,...,m, um numero q; tal que

aizyf (mod 1+ kt), k=1,...,y.
Como 1+ kt | 1 + ct, temos que
1+ kt | k(1 +ct) —c(1+ kt),

ou seja, 1+ kt | k — ¢, logo,
kE=c (mod 1+ kt).

Assim, para cada k= 1,...,y, temos que
Py, c,xyy. .. Tp,a1,. .. Q) = P(y,k,ml,...,xn,ylf,...,y,]fl) (mod 1+ kt).
Como P(y,k,z1,...,7n,yF,...,yk) =0, temos que
P(y,c,x1,...,@n,a1,...,a4y,) =0 (mod 1+ kt).

Como os numeros 1 + kt sdo primos entre si e cada um divide P(y,c,z1,...,Zp,a1,...,0n),
temos que
P(y,c,x1,...,@p,a1,...,a4,) =0 (mod 1+ ct),

pois
y
1+ct= H(l +kt) | P(y,c,@1, ..., Tpy @1y ey Qip)-
k=1
Finalmente,
a;i =yF (mod 1+ kt),
isto €,

1+kt\ai—yf,

e como 1 < y¥ < u, temos que
u
L4kt | J](ai = 9).
i=1

E novamente, como os numeros 1 + kt sao primos entre si, segue que

) u
[T +xe) 1 T](ai - 4),
k=1 j=1

isto €,

u
L+t | [](ai — ).
j=1

O
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Teorema 7.1: Se P é um polinomio a coeficientes inteiros, entao sao diofantinos os seguintes
conjuntos:

R={(y,r1,...,2,) € (N*)"" . Fz e N* comz <y eTyy,...,ym € N*
tais que P(y,z,T1,...,Tn,Y1,---,Ym) = 0}

S={(y,r1,...,2,) € (N)"" V2 € N* comz<yeIyy,...,ym € N*
tais que P(y,z,x1,...,Tn,Y1s-- -, Ym) = 0}

Demonstrag¢ao. Como (y,x1,...,2,) € R<= 3z,y1,...,ym E N* taisque z <y e
P(y,'z’xla---,xn,yl,""ym) =0,

segue que R € um conjunto diofantino. Para mostrar que S € diofantino, primeiro encontre
um polinémio @ satisfazendo (1), (2) e (3) do Lema 7.2. Para isso, escreva

P(y7k7x1,...,xn,y1,...7ym) :Ztr7

onde cada t, tem a seguinte forma

apb .01 s s
tr = CT‘y ]{7 1‘1 . .w%nyll . .ymm7

onde ¢, € Z. Sejam
= ’Cr’ya‘l’bx‘fl . I-glnusl+...+sm

N
Q(y,u,T1,...,Ty) :u—|—y—i—2ur.

Assim, (1), (2) e (3) sao trivialmente satisfeitos. Desse modo,

Vke{l,...,y}, Jy1,...,ym € N* tais que P(y,k,z1,..., Tn,Y1,---,Ym) =0

)
y
Ju,c,t,aq,...,ay, € N* taisquel+ct:H(1—|—kt), t=Qy,u,x1,...,2,)!,
1—i—ct|H(a1—j) J 1+ et H
=1 j=1
P(y,c,x1,...,Zp,a1,...,0;m) =0 (mod 1+ ct)
)

Ju,c,t,at, .. am, e fi g1y s Gm, b1, ..., hm, 1 € N* tais que
y

e=1+ct, e:H(1+kt), f=Qy,u,x1,...,zp), t=f1, g1 =a1 —u—1,

k=1
u u
gp=a—u—1,...,9m = @y —u—1, h1:H(91+k),...,hm H(gm—i—k)
k=1 k=1
elhi,...;e| hpm, l=Plyc,z1,...,Tn,a1,...,0m), €|l

8 FUNCOES RECURSIVAS

Para definir funcao recursiva considere a funcao S(i,u) definida no Teorema 3.2.
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Definicdo 8.1: Funcdes Recursivas sdo aquelas que podem ser obtidas a partir das funcgées
recursivas iniciais

c(x) =1;

S(z)=z+1;

UMz, ..., zn) = 24, 1<i<my
S(i,u),

aplicando iterativamente trés operacées bdsicas. Uma funcdo recursiva h pode ser definida
por:
Composicao:

hxr, ..y xn) = flor(z1, -y Zn)s ooy gm (T, oy T0)),

a partir das fungées recursivas g1, .. ., gm € f dadas.
Recursao Primitiva:

h(z1,... 20, 1) = f(z1,...,2)
hzr, ... xn,t+1) =g(t,h(z1, ... 25, 1), 21,...,2y),

a partir das fungées recursivas f, g dadas.
Minimizacdo:

h(fEl,- e >‘Tn) = myin[f(xla v 7xn>y) = g(xla s >xn>y)]>

a partir das fungées recursivas f, g dadas e assumindo que para cada z1,. .. ,x, existe pelo
menos um y satisfazendo a equacao:

f(xla"' 7xn>y) = g(xlw“ >xnay)‘
Observe que a classe das funcdes recursivas nos da todas as funcgoes calculaveis.

Proposicdo 8.1: A funcdo h(z,y) = = + y é recursiva.

Demonstracédo. Defina
9,0, w) = SUS(u,0,w)) = S(v) = v+ 1

f(@) = Sa) =2 +1,

entdo f e g sdo recursivas. Agora, considere a funcao h(z,t) definida por

h(z,1) = f(z) =2 +1,
h(z,t+1) = g(t, h(x,t),x).

Portanto, h(z,t) = = + ¢, € por recursao primitiva, h € recursiva. O
Proposicdo 8.2: A funcdo h(z,y) = xy é recursiva.

Demonstracédo. Defina
fl@)=Ul(x) ==
g(u,v,w) = Sy(Us (u, v, w), U?‘?’(u,v,w)),

onde S;(a,b) = a + b. Entao, f e g sdo recursivas. Agora, considere a funcéo h(z,t) definida
por

W, 1) = f(z) =z 1,
h(z,t +1) = g(t,h(z,t),x).

Logo, h(x,t) = zt, e por recursao primitiva, h é recursiva. O

Proposi¢cdo 8.3: Para cada k € N*, a fungéo constante c,(x) = k é recursiva.
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Demonstracgao. (Inducao sobre k) Para k£ = 1 vale o resultado. Suponha que cx(z) = k €
recursiva, entao

cr1(x) =k +1=ck(z) + c(x)

€ recursiva, pois,
Ck+1(1’) = Ss(ck(x)v C(I‘)),
onde S;(a,b) = a +b. O

Observe que todos os polinémios P(z1,...,x,) com coeficientes inteiros positivos sao
recursivos. Basta expressar estas fun¢des por uma iteracao finita de adicdo, multiplicacao
de variaveis e c¢(z). Por exemplo

222y + 3x2° + 5 = cp(x)zwy + c3(x)r222 + c5(x).
O proximo teorema nos fornecera uma caracterizacao das fungées diofantinas.
Teorema 8.1: Uma funcao é diofantina se, e somente se, é recursiva.
Demonstragdo. Seja f uma funcao diofantina, y = f(z1,...,2,) < Jt1,...,t, € N* tais que
Pz, .. Ty Yyt oo oytm) = Q1. oy 0y Yy try ooy tn),
onde P e () sdo polinomios com coeficientes inteiros e positivos. Sejam xz1,...,x, € N* e
y=f(z1,...,2p).
Entao, 3ry,...,rm € N* tais que
P(xy, o Ty YTy ooy Tim) = Q(T1, 0o Ty Yy Ty ey T

Pelo Teorema da Sequéncia de Numeros (ver Teorema 3.2), Ju € N* tal que S(1,u) =y e
S+ 1,u) =r;, 1 <i<m. Assim,

P(zy,...,xn,S(L,u),...,S(m+ 1, u)) = Q(z1,...,2n, S(L,u),...,S(m+ 1,u)).
Logo, o conjunto
A={ueN": P(xy,...,z,,S(1,u),...,S(m+ 1,u)) = Q(x1,...,z,,S(1,u),...,S(m+ 1,u))}
€ nao vazio. Pelo Principio da Boa Ordem, existe uy = minA. Dai,
P(zy1,...,xn,S(1,up),...,S(m+ 1,up)) = Q(z1,...,2n,S(1,up),...,S(m+ 1,up)).
Definindo ¢; = S(i + 1,up), 1 <i < m, temos que
P(xy,..., 20, S(Lug), t1, ...y tm) = Q(z1, ..., xn, S(L,ug), b1y .oy tim)-

Portanto,
f(z1,...,2n) = S(1,up) = S(1, minA).

Assim, por composicido, P e () sdo recursivas, por minimalidade, minA € recursiva e, nova-
mente, por composicao, f € recursiva.

Reciprocamente, como c(z), S(x), U™(z1,...,2z,) € S(i,u) sdo funcdes diofantinas, basta
mostrar que as funcées diofantinas sao fechadas para as operacoes de composigao, recur-
sao primitiva e minimizacao.

Composicao: Se

h(fEl, cee ,xn) = f(gl(xla cee a'rn)a cee agm(xb .. ?xn))a
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onde f,g,...,9n sao diofantinas, entdao h € diofantina, pois,
y=h(x1,...,z,) < It1,...,t, € N* tais que
=g (z1, Zn)se ooyt = gm(T1,. .. xn) €y = f(t1,. . tm).

Recursao primitiva: Se

h(z1,...,xn,1) = f(z1,...,2),
hxy, ... xn,t+ 1) =g(t,h(z1, ... 25, 1), 21,...,2p),

onde f, g sdo funcodes diofantinas, entao usando o Teorema da Sequéncia de Numeros para
codificar os numeros

h(z1, ... 20, 1), h(21,...,20,2), ..., h(21,...,Tpn, 2)
temos que

y=h(z1,...,2n,2) <= Ju € N* tal que [Fv € N* tal que v = S(1,u) e v = f(x1,...,2y)]
e[Vte{l,...,z} temost=zou[Fve N talquev=S(t+1,u)e
v=g(t,S(t,u),z1,...,25)]]
ely=S5(zu).

Minimizacao: Se

h(.%'l,. .. 7xn) = myin[f(xl, s JUmy) = g(xlv s 7xn7y)]7

onde f,g sdao funcdes diofantinas, entdo h € diofantina, pois,

y=h(z1,...,2,) < Jz € N* tal que [z = f(z1,...,2pn,y) € 2 =g(T1,...,ZTn,Y)]
e [Vte{l,...,y} temos ¢t =y ou [Ju,v € N* tais que u = f(xy,...,zp,1)
ev=g(x,...,zy,t) € (u<vouu>v).

9 O CONJUNTO DIOFANTINO UNIVERSAL

Seja S o conjunto de todos os polindmios a coeficientes inteiros e positivos. Fixado um
alfabeto de variaveis zg,x1,z9,... € considerando as func¢ées de emparelhamento descritas
no Teorema 3.1, temos que a funcao P : N* — S, definida por

Py =P, =1,
P(3i—1) = P31 =1,

P(3i) = Py; = Pr) + Pry,
P(3i+1) = Psit1 = Py - Pra

€ sobrejetora, isto €, a fun¢ao P gera todos os polinomios de S.
Agora, defina o conjunto

Dy = {xo € N : I21,..., 2, € N* tais que Pp ) (20,21, - -, Tn) = Prin) (20, 21, -, T0) }-

Observe que P, € Pr(,) ndo envolvem todas as variaveis o, z1, . . ., z,,, mas claramente nao
pode envolver qualquer outra, pois L(n), R(n) < n.

Proposicdo 9.1: O conjunto {D1, D, D3, ...} contém todos os conjuntos diofantinos de niime-
ros inteiros positivos.
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Demonstragéao. Seja A C N* um conjunto diofantino. Entdo, existe um polinémio D com
coeficientes inteiros tal que

A={xo e N":3zy,...,z, € N* tais que D(xg,z1,...,2,) = 0}.

Podemos escrever D = f — g, onde f e g sdo polindmios com coeficientes inteiros e positivos.
Como a funcao P definida anteriormente € sobrejetora, existem x,y € N* tais que P, = f e
P, =g. Como (z,y) € N* x N*, existe n € N* tal que = L(n) e y = R(n). Logo,

D=f—g=P,— P, = P — Prn.
Portanto, A = D,,. O
Teorema 9.1 (Teorema da Universalidade): O conjunto {(n,z) € (N*)? : 2 € D,,} é diofantino.
Demonstracao. Basta mostrar que
r €D, <= JuecNtalque S(l,u) =1e S(2,u) =x e
Vi e {1,...,n} temos que S(3i,u) = S(L(i),u) + S(R(i),u) e
Vie{l,...,n} temos que S(3i + 1,u) = S(L(7),u) - S(R(i),u) € S(L(n),u) = S(R(n),u).

(=) Seja xz € D,, para = e n dados, entao 3ty,...,t, € N* tais que
Proy(@,t1, .. tn) = Prepy (@, t1, .-, tn).
Pelo Teorema da Sequéncia de Numeros, Ju € N* tal que
S(j,u) = Pj(z,t1,...,tn), j=1,2,...,3n+2.

Entao, S(1,u) = Pi(z,t1,...,tn,) = 1, S(2,u) = Pe(x,t1,...,t,) = x, para i € {1,...,n} temos
que

S(3i,u) = Pyi(z,t1,. .., tn) = Prgy(x,t1, ... tn) + Prey(z,t1, ..o tn) = S(L(7),u) + S(R(i), u)
e S(3i—1,u) = Py_1(x,t1,...,t,) =ty paral=2,3,...,n+1e
S(3i+ 1,u) = Paiv1(z,t1,...,tn) =
Priy(,t1, . tn) - Prey(@,ta, ..o tn) = S(L(3),u) - S(R(3), u).
Como z € D,,, sabemos que
Proy(@,t1, .. tn) = Priy (@, t1, -, tn).

Ou seja,
S(L(n),u) = S(R(n),u).

(«<=) Suponha o lado direito verdadeiro para = e n dados. Seja
ti=SB3j+2,u), j=1,...,n

Entao
t1 = S(5,u),ty = S(8,u),...,t, = SBn+2,u).

Vejamos por inducao que
S(j,u) = Pj(z,t1,...,ty), j=1,...,3n+2.
G. D. CuUNHA - V. G. L. NEUMANN 67




VOLUME 2 - NUMERO 1 MARCO DE 2014 PAGINAS: 43 A 70

Para j =1, temos que
S(l,u) =1= Pl(:r:,tl,... ,tn).

Agora, suponha valido para valores até j — 1, e vamos mostrar que vale para j. Se j = 3i— 1,
entao
SBi—1u) =SB0 —1)+2,u) =ti—1 = Psi—1(x,t1,...,tn).

Se j = 3i entao
S(3i,u) = S(L(i),u) + S(R(i),u) =

PL(i)(x7t17 R ,tn) + PR(Z-)(I',tl,. .. 7tn) = Pgi(.%',tl, R 7tn)-

Se j = 3i + 1 entao
S(3i+1,u) = S(L(i),u) - S(R(i),u) =

PL(i)(x,tl, PN ,tn) . PR(i)(ac,tl, PN ,tn) = P3i+1($,t1, PN ,tn).

Portanto,
S(j,u) = Pj(z,t1,...,tn), j=1,...,3n+2.
Como
S(L(n),u) = S(R(n),u),
segue que
PL(n)(m,tl, e 7tn) = PR(n)(m,tl, e 7tn)-

Logo, z € D,,. O

Sabemos que D;, Dy, D3, ... fornecem uma enumeracao de todos os conjuntos diofanti-

nos, dai, € facil construir um conjunto diferente de todos eles e portanto nao diofantino.
Basta definir
V={neN:n¢gD,}.

Teorema 9.2: O conjunto V' ndo é diofantino.

Demonstracdo. Suponha que V é diofantino, entao existe k € N* tal que V = Dy. De V = Dy,
temos
keV << ke Dy

e da definicao de V temos
keV << k¢ Dy,

absurdo. O

Teorema 9.3: A funcado g(n,z) definida por

g(n,z) =1, sex ¢ Dy,
gn,x) =2, sex € D,,

nao é recursiva.
Demonstragao. Suponha por absurdo que g € recursiva, entao g € diofantina, isto é,
y=g(n,x) < Jyi,...,ym € N* tais que P(n,z,y,y1,...,Ym) = 0.

Observe que
V={zeN:2¢D,} ={x eN":g(z,2) =1} =

{z e N*: Jy1,...,ym € N tais que P(x,z,1,y1,...,ym) = 0}.
Logo, V' é diofantino, absurdo. O

Teorema 9.4: O Décimo Problema de Hilbert é insoltivel nos inteiros positivos.
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Demonstracgao. Pelo Teorema da Universalidade, sabemos que o conjunto
{(n,z) € (N")?:z € D,}
€ diofantino, isto €,
x € Dy, <= 32z1,...,2 € N" tais que P(n,x,z1,...,2;) = 0.

Suponha por absurdo que o Décimo Problema de Hilbert seja soluvel nos inteiros positivos,
ou seja, suponha que existe um algoritmo para testar se uma equacao diofantina possui
solucoes inteiras positivas. Entao, para z e n dados, este algoritmo poderia ser usado para
testar se a equacao

Pn,z,z1,...,2,) =0

tem solucao, isto €, se x € D,, ou ndo. Desse modo, o algoritmo calcula a funcao g(n, z),
logo, g(n,x) é recursiva, absurdo. O

Teorema 9.5: O Décimo Problema de Hilbert é insoltivel nos naturais.
Demonstragdao. Seja P(x1,...,z,) =0 uma equacao diofantina. Defina o polinémio

Q- ym) = Py + 1, ym + 1),

Suponha por absurdo que o Décimo Problema de Hilbert seja soltvel nos naturais. Entao,

existe um algoritmo que testa se Jy,...,y, € N tais que
QW1,---,Ym) = 0.
Escrevendo z; = y; + 1, 1 <1i < m, esse algoritmo testa se Jz1,...,x,, € N* tais que

P(:Ul""’xm) = 0’
logo o Décimo Problema de Hilbert € soluvel nos inteiros positivos, absurdo. O
Teorema 9.6: O Décimo Problema de Hilbert é insoltivel.

Demonstragdo. Seja P(x1,...,x,) =0 uma equacao diofantina. Sabemos que o sistema

P(.%'l,...,l'm) =0
x] = y%,l + y%,z + y%,s + y%A
T = y%,1 + 93,2 + y%g + y%A

Tm = y?n,l + y%m + y?n,?; + y%z,4

pode ser simplificado na equacao

E('Ila"' 7'Im7y1,17"' 7ym,4) =0.

Suponha por absurdo que o Décimo Problema de Hilbert seja soluvel, logo, existe um
algoritmo que testa se a equacao

E(xi,....Tm Y115+, Yma) =0

possui solucao inteira. Pela Proposicao 2.2, isso equivale a dizer que esse algoritmo testa
se
P(z1,...,2m) =0

possui solucao nos naturais. Portanto, o Décimo Problema de Hilbert € soluvel nos natu-
rais, absurdo. U

Note que este resultado se limita a garantir que nao existe um algoritmo tnico para
testar se uma equacao diofantina tem ou nao solu¢do nos numeros inteiros. Isto nao quer
dizer que, dada uma equacao diofantina em particular, nao possamos achar um método
para tentar descobrir se ela possui ou nao solucoes inteiras.
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