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RESUMO

O presente trabalho avalia numericamente os estimadores pontuais e intervalares
dos parametros do modelo de regressao beta com dispersao variavel. Este modelo
assume que a variavel resposta possui distribuicao beta com parametros de média
e de precisao. Assume-se que o parametro de precisao nao € constante ao longo
das observacoes e que pode ser modelado da mesma forma que a média da varia-
vel dependente. Por meio de simulacoes de Monte Carlo avaliou-se as aproximacoes
assintoéticas dos estimadores de maxima verossimilhanca e a taxa de cobertura dos
intervalos de confianca aproximados. Os resultados numéricos confirmam a con-
sisténcia dos estimadores. Também observa-se que os estimadores que modelam a
precisao sao percentualmente mais viesados do que os estimadores que modelam a
média. Em relacao aos intervalos de confianca verificam-se distorcoes consideraveis
em pequenas amostras tanto nas inferéncias sobre os parametros do submodelo da
média quanto para o submodelo da precisao.

ABSTRACT

This paper presents a numerical evaluation of the point and interval estimators in the
beta regression model with varying dispersion. This model assumes that the response
variable has the beta distribution with mean and precision parameters. In such
models, both the mean and the dispersion depend upon independent variables. By
Monte Carlo simulations we evaluated the asymptotic approximations of maximum
likelihood estimators and the coverage rates of the approximated confidence intervals.
The numerical results confirm the consistency of estimators. We also observe that
the dispersion submodel estimators are more biased than the estimators of the mean
submodel. The confidence intervals showed considerable distortions in small samples
sizes.

Palavras-chave: Dispersao variavel, estimadores de maxima verossimilhancga, intervalos de confi-
ancga, regressao beta, simulacao de Monte Carlo.
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1 INTRODUCAO

A analise de regressao ¢ uma das técnicas estatisticas mais utilizadas. Tem por obje-
tivo investigar e modelar, baseada em um banco de dados, a relacao entre uma variavel de
interesse e variaveis explicativas. Os modelos de regressao linear normal sao usuais em
analises empiricas. No entanto, esses modelos podem ser improprios em situacoes que a
variavel de interesse pertence a um intervalo limitado, como taxas e propor¢oes. Uma al-
ternativa seria o uso de transformacoes da variavel de interesse. Contudo, essa abordagem
possui certas limitacoes. Além dos resultados serem interpretados em termos da média da
variavel transformada e nao em termos da média da variavel de interesse, taxas e propor-
coes sao geralmente heteroscedasticas e assimétricas, tal que modelos lineares normais
podem conduzir a conclusodes inferenciais distorcidas [3, 7].

Visando encontrar alternativas para situacées em que os dados sao restritos a um in-
tervalo limitado, em que modelos de regressao linear normal sao inapropriados, em [6] €
proposto o modelo de regressao beta. Este modelo € adequado quando a variavel depen-
dente Y assume valores continuos no intervalo (0,1), como taxas, proporcdes ou indices.
No modelo proposto em [6] supéem-se que a variavel resposta possui distribuicao beta com
parametro de precisao constante e o parametro de média relacionado a um preditor linear
através de uma funcao de ligacao, covariaveis e parametros de regressao desconhecidos
[2, 13].

Para os modelos de regressao beta observa-se na literatura trabalhos que abordam
melhoramentos inferenciais, analise de diagnostico e aspectos de modelagem. Detalhes
sobre inferéncias em grandes amostras e analise de diagnostico nessa classe de modelos
podem ser encontrados em [4, 5]. Melhoramentos em estimacdo pontual e intervalar sao
apresentados por [13]. Uma generalizacao do modelo de regressao beta é apresentado em
[18], onde considera-se uma estrutura de regressao para o parametro de precisao e modelos
nao-lineares. Em [18] também sao obtidas correcoes analiticas de viés para os estimadores
de maxima verossimilhanca, generalizando os resultados de [13]. Uma discussao a respeito
de modelagem de regressao beta no sistema R [16] € apresentada com detalhes por [3].
Modelos de regressao beta inflacionados, que acomodam dados que contém zeros e/ou
uns, sao tratados como extensoes do modelo de regressao beta em [14]. Correcoes de
Bartlett e Bartlett bootstrap sao consideradas em [1] para o melhoramento do teste da
razao de verossimilhancas em regressao beta. Em [2] sdo avaliados e propostos critérios de
selecao para o modelo de regressao no caso de dispersao variavel. Estudos de aplicacoes
empiricas do modelo de regressao beta sao apresentados em [9], [8] e [17].

A estimacao dos parametros do modelo de regressdo beta é baseada nos estimadores
de maxima verossimilhanca (EMV), em que os procedimentos inferenciais sdo semelhantes
aos dos modelos lineares generalizados [11]. Esses estimadores possuem propriedades de
consisténcia e normalidade assintética, ou seja, sendo 6 0 EMV de um parametro 6, para n
suficientemente grande, 0 tem distribuicao aproximadamente normal com média 6 e vari-
ancia igual ao inverso da informacao de Fisher (/r(0)). As inferéncias sao feitas baseadas
nessa aproximacao assintética que em pequenas amostras pode conduzir a resultados in-
ferenciais distorcidos tanto em termos de viés do estimador pontual, quanto em termos de
taxa de cobertura do intervalo de confianca. Neste sentido, torna-se importante a avaliagao
numérica dessas distor¢oes em amostras de tamanho finito, sendo o objetivo do presente
trabalho.

Este artigo esta organizado da seguinte forma. A Secao 2 introduz o modelo de regres-
sao beta com dispersao variavel. Sao apresentadas a funcao de log-verossimilhanca, a
funcao escore e a matriz de informacao de Fisher. Na Secdo 3 € descrito o experimento de
simulacao de Monte Carlo. Na Secao 4 sdo apresentados os resultados da simulacao, bem
como a sua discussao. Por fim, na Secao 5 estao apresentadas as conclusoes do trabalho.
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2 O MODELO DE REGRESSAO BETA COM DISPERSAO VARIAVEL
A densidade beta € dada por:

F(p+Q) p—1 1— q—1 0 1 1
)" (I-y)?0<y<1, (1)

flyip.a) =
em que p,q > 0 e I'(-) € a funcao gama, isto € I'(u) = [;° t*"'e dt.
Com essa parametrizacao, a média e a variancia de uma variavel aleatoria Y que possui
distribuicao beta sao dadas, respectivamente, por:

pq
(P+a)?p+q+1)

Var(Y) =

O modelo de regressao beta proposto por [6] utiliza uma reparametriz¢cao da densidade
beta dada em (1). A parametrizacao proposta € indexada pelos parametros de média e
de precisdo, da seguinte forma: p = p/(p+q) € $ = p + ¢, consequentemente p = u¢p e
qg=(1-p)¢. Com isso:

EY) =u,
Var(Y) =p(l—p)/(1+ ¢),

em que p € a média de Y e ¢ € o parametro de precisao, que € o inverso da dispersao. Deste
modo, a densidade (1) pode ser escrita como

I'(¢)

G0 —ma W0 ?

fyip, @) = T

emquel<pu<leq>0.

O modelo proposto por [6] considera ¢ constante, ou seja, a dispersao € considerada
fixa ao longo das observacoes. Contudo, ao supor ¢ constante erroneamente as perdas
de eficiéncia podem ser substanciais. Fato que pode ser visualizado através da Figura
1, que apresenta as densidades estimadas dos estimadores do parametro de inclinacao
B1 = 1, com e sem modelagem da dispersao. As estimativas das densidades foram obtidas
de uma simulacao de Monte Carlo com 10000 réplicas. O processo gerador dos dados
incluia dispersao variavel em um modelo de regressao beta com a média dada por logit(u) =
Bo + B1x¢1 + B2xt2, € modelo para precisao por log(¢:) = o+ 71211 + Y2212. Analisando a Figura
1, constata-se que a estimacao eficiente (menor variancia) dos parametros da regressao
depende da modelagem correta da dispersao.

O modelo de regressao beta com dispersao variavel, ja discutido em [18] e [7], pode
ser entendido como uma extensao do modelo proposto por [6]. O parametro de precisao
nao € constante ao longo das observacoes, sendo modelado em termos de covariaveis e de
parametros desconhecidos, através de uma estrutura de regressao, da mesma forma que a
meédia. Como visto na Figura 1, essa abordagem resulta em estimadores mais eficiente dos
parametros de regressao.

Seja Yi,...,Y, variaveis aleatorias independentes, em que cada Y;, t = 1,...,n, tem
distribuicao dada por (2), ou seja, Y; ~ Beta(u, ¢¢). Para o modelo de regressao beta com
dispersao variavel, encontra-se a seguinte relacao:

.
g1(m) = > @i = mu,
i=1

S

92(60) = Y 2uvi = 2t

i=1
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FIGURA 1: Densidades estimadas dos estimadores de /5;, com e sem modelagem da dispersao.

em que 8 = (B,...,05) €R" e~y = (7,...,7) € R® sao os vetores de parametros desco-
nhecidos a serem estimados para a média e para a precisao, respectivamente, r+s =k < n,
e = x} B € ny = 2 v sdo os preditores lineares, x] = (z41,...,24) € 2] = (21, .., 2t5) TEpPre-
sentam as variaveis explicativas assumidas fixas e conhecidas, ¢;(-) e g2(-) sdo as funcoes
de ligacdo estritamente monétonas e duplamente diferenciaveis, tais que ¢;(0,1) — R e
92(0,00) —» R [2, 12, 18].

Diferentes funcoes de ligacao podem ser utilizadas nos modelos de regressao beta. Para
g1(-) as usuais sao a logit, g;(u) = log[u/(1 — )], a probit, gi1(u) = @ 1(u), em que ®(-) € a
funcéao de distribuicdo normal, a complemento log-log, g;(x) = log[— log(1— )], entre outras.
Para go(-) as usuais sao a logaritmica, g»(¢) = log(¢) e a funcao raiz quadrada g»(¢) = /¢
[7, 18].

Para a estimacao dos vetores parameétricos § e v sao utilizados os estimadores de ma-
xima verossimilhanca. A partir de uma amostra de n observacoes o logaritmo da funcao de
verossimilhanca € dado por:

Boy) =Y i, be), (3)
t=1

em que

Ci(pe, dr) = log I'(¢r) — log T'(per) — log T'((1—pae) ) + (e — 1) log yr + ((1—pu) ¢ —1) log (1 — )],

e =9y Ynw) e ¢ = 9y () sao funcées de S e -, respectivamente. Ao derivar a funcio de

log-verossimilhanca dada em (3) em relacao a S, com R =1,...,r, a funcao escore é dada
por:
24 5 oL(B,7) dut e
U = §
R(ﬁ’ry) ¢t :u’t d771 aﬂR

em que, yf = log(y/(1 — ). pi = ¥(uedr) — (1 — u)éy). sendo ¢(-) a funcao digamma, isto
é Y(u) = dl%r(“) para u > 0. Derivando em relacdo a vg, com S =1,...,s, tem-se:

dgr Ona
dnoy 375 .

Us(B,7) = Zut = ) + (D) = V(1 = pe)de) + log(1 — ) ——

575
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O vetor escore relativo a § € dado por:

Uﬁ(ﬁ,’}/) = XTq)Tl(y* - AUJ*)’

d d

em que X € uma matriz n X r cuja t-ésima linha € z;, Ty = diag (dﬂ,...,d’un) ¢ =
M1 MNin

diag(¢1’ s ’¢n)'

O vetor escore relativo a v € dado por:
U’Y(57’Y) = ZTT2U7
. . . 2 . - ST d¢1 d¢n o

em que Z € uma matriz n x s cuja t-ésima linha € z, Ty = diag| —,..., , U=

dna1 dnan

(U1,.. ., 0p), sendo vy = g (yf — i) + P (de) — (L — pae)pe) + log (L — ).
Os estimadores de maxima verossimilhanca para o modelo de regressao beta sao obtidos
a partir da resolucao do seguinte sistema:

{Uﬁ(ﬂ,’y): 0
U’y(ﬁa’Y): 0

Para a solucao deste sistema nao se verifica uma forma fechada, sendo necessario o uso
de algoritmos de otimizacdao nao-linear para encontrar as estimativas de maxima verossi-
milhang¢a. Usualmente, utiliza-se o método quasi-Newton BFGS [15].

A matriz de informacao de Fischer conjunta para j e -, é dada por:

_{ 1eslesqy
Ir(B:m) = ( I livq )7

em que Iz 5 = X OTV*TOX, I 5.y = (I 5) =X @T(MV*+C)HZ e I, ) = Z H(M*V* +

1 1
2MC + V1. Em que M = diag(p1, ..., ), C = diag(cy, ..., cn eT:diag< ey >,
- Ema ( ) (et ) o)
1

H = diag <g'2(1¢1)7“'7g'2(¢n)>, V* = diag(vi,...,v) e VI = diag(vJ{,...,V;ﬁ). Em que: ¢ =
— (1= ) de). vf = ¥ (pede) + 9 (1 — ) e) € vf = /(1 — pe)be) — o' ().

Sob certas condi¢oes de regularidade, para tamanhos amostrais grandes, a distribuicao
conjunta de § e 7 é aproximadamente normal £—multivariada, dada por:

(3)~2((5) a0 ).

em que [ e 7 sao os estimadores de maxima verossimilhanca de e v, respectivamente.

3 SIMULACAO DE MONTE CARLO

A avaliacao das inferéncias pontuais e intervalares no modelo de regressao beta foi
realizada por meio de simulacées de Monte Carlo. A implementacdo computacional foi
desenvolvida em linguagem R [16] sendo que para a estimacao dos parametros foi utilizada
a funcao betareg [3]. Os resultados numéricos apresentados na Secao 4 sio baseados
no modelo de regressao beta com as estruturas da média e do parametro de precisao,
respectivamente, dadas por:

91(pe) = Bo + By + Poxsa,
92(d1) =0 + V1201 + Y2212,
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em que t = 1,...,n. Para a estrutura de regressao da média ¢;(u), foi utilizada a funcao
de ligacdo logit e para a estrutura do parametro de precisdao g»(¢;) a funcédo de ligacao
logaritmica. Dessa forma, pu; € ¢; sao dados, respectivamente, por:

e = exp(Bo + frxe + Poxe2) /(1 + exp(Bo + fizen + foze2), (4)
¢ = exp (Y0 + V1201 + Y222)- (5)

Na simulacao de Monte Carlo foram fixados gy = 0,5, 51 = —0,5, 82 = —0, 5, investigando
diferentes cenarios para ¢. Estes cenarios implicam em valores médios de ¢ em torno de
20 (grande dispersao), 100 (dispersao intermediaria) e 200 (pequena dispersao). Sendo os
valores de ~; dados, respectivamente, para esses trés cenarios, por: (i) v =2, 11 =1, 2 =1,
(i) 0 =2,3, 11 = 2,2, 2 =2 e (iii) 7o =3, 11 = 2,5, 72 = 1,5. A matriz de regressores € gerada
a partir de uma distribuicdo uniforme padrao, U(0,1) e permanece constante durante todas
as réplicas de Monte Carlo. O numero de réplicas foi de 10000, sendo utilizados tamanhos
amostrais iguais a n = 20, 40, 70, 150. Para cada réplica gera-se uma amostra yy,...,y, com
densidade beta dada por (2), em que u; € ¢; sao dadas por (4) e (5).

A fim de avaliar numericamente os estimadores pontuais se faz necessaria a utilizacao
de algumas medidas. Baseadas nas 10000 réplicas dos estimadores de maxima verossi-
milhanca dos parametros do modelo foram calculados a média, o viés percentual relativo
(VR%) definido como {E(@) — 0}/0 , a variancia (Var), o erro quadratico médio (EQM), o
coeficiente de assimetria (CA) e o coeficiente de curtose (K).

Para a avaliacado da estimacéao intervalar sao calculadas taxas de cobertura (T'C), sendo
utilizada significancia a« = 0,05. Em cada réplica calcula-se um intervalo de confianca
para os parametros e verifica-se se o parametro pertence ou nio ao intervalo. A taxa
de cobertura é dada pela porcentagem de réplicas em que o parametro pertence de fato
ao intervalo de confiancga [10, 12]. O esperado € que os valores da taxa de cobertura se
aproximem do valor do coeficiente de confianca (1 — «), ou seja, espera-se que a taxa de
cobertura esteja proxima ao valor 0, 95.

4 RESULTADOS NUMERICOS

As Tabelas 1, 2 e 3 apresentam os resultados da avaliacao numérica dos estimadores
dos parametros 3; e v;, i = 0,1, 2, para diferentes tamanhos amostrais.

Ao analisar a Tabela 1 espera-se que o viés relativo se encontre proximo de zero. Ao
considerar as estimativas de Monte Carlo dos parametros de regressao verifica-se que o viés
relativo dos BZ sao proximos de zero, independente do tamanho amostral. Ja o estimador 7§
apresenta viés relativo consideravel, mas que diminui a medida que a amostra aumenta.

Em relacao ao erro quadratico médio, verifica-se que diminui a medida que o tamanho
amostral aumenta. Fato que indica consisténcia dos estimadores de maxima verossimi-
lhanca. Ao considerar a propriedade de normalidade assintotica, espera-se que a distri-
buicao dos estimadores do modelo se aproxime, a medida que n aumenta, da distribuicao
normal. Baseado nessa propriedade, espera-se que o coeficiente de assimetria se aproxime
de zero e o coeficiente de curtose de trés. A aproximacao normal para os estimadores de
B;, nas amostras menores, se mostra mais adequada do que assumir normalidade para 7;.
Para n = 20 e 4y, por exemplo, tem-se valores de assimetria e curtose iguais a 0,59 e 4, 36,
respectivamente. No entanto, a medida que aumenta o tamanho amostral esses valores se
tornam préximos de zero e trés.

Baseados na distribuicao assintética dos EMV considera-se intervalos de confianca usu-
ais com coeficiente de confianca de 0,95. Espera-se que a taxa de cobertura esteja proxima
desse valor. Para tamanhos amostrais pequenos as taxas de cobertura siao bem inferiores
ao valor de 0,95. Para n = 20, por exemplo, a TC se mostra em torno de 0, 78. Verifica-se que
a medida que o tamanho amostral aumenta, o valor da taxa de cobertura se torna mais
proximo do coeficiente de confianca 0, 95.
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TABELA 1: Resultados da simulacdo de Monte Carlo considerando o modelo de regressao beta com
dispersao variavel utilizando gy = 0,5, 1 = —0,5, f2 = —=0,5, v =2, 11 =1 ey =1,
(grande dispersao).

Tamanho amostral = 20

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 -0,32 0,12 0,12 -0,02 3,35 0,79

E —0,50 0,35 0,25 0,25 0,02 3,29 0,79

E; -0,50 -0,66 0,20 0,20 —0,04 3,33 0,78

o 2,18 9,25 2,34 238 0,59 4,36 0,79

o 1,21 21,22 4,75 4,82 0,14 3,52 0,75

¥2 1,18 18,52 5,90 5,95 0,07 3,80 0,74
Tamanho amostral = 40

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 0,53 0,05 0,05 0,01 2,98 0,89

Bi —0,50 0,08 0,08 0,07 0,00 2,96 0,90

E; —0,50 0,67 0,08 0,07 -—0,01 3,06 0,89

o 2,09 4,40 0,45 0,46 0,38 3,35 0,89

Y1 1,10 9,84 0,85 0,85 0,04 3,38 0,88

¥2 1,07 7,03 1,06 1,07 -0,11 3,16 0,87
Tamanho amostral = 70

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 0,51 0,02 0,02 0,06 3,01 0,92

B —0,50 —0,04 0,03 0,03 —0,05 3,02 0,92

E; —0,50 0,81 0,03 0,03 —-0,00 3,03 0,92

o 2,05 2,65 0,21 0,21 0,26 3,24 0,92

Y1 1,01 1,52 0,46 0,47 -0,10 3,19 0,91

¥2 1,07 7,14 0,40 0,40 0,08 3,16 0,92
Tamanho amostral = 150

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 0,20 0,01 0,01 0,01 298 0,94

Bi —0,50 0,34 0,02 0,02 -0,02 2,98 0,94

E; —0,50 0,15 0,01 0,02 0,01 3,03 0,94

Yo 2,02 1,09 0,07 0,08 0,16 3,13 0,93

Y1 1,02 1,69 0,16 0,16 —-0,02 3,15 0,94

¥2 1,02 2,28 0,17 0,17 —-0,05 3,09 0,94

Ao analisar a Tabela 2, percebe-se que as médias dos ﬁAZ sao iguais aos valores que foram
propostos aos parametros, ja para os 9;, a medida que aumenta o tamanho amostral, os
valores das médias ficam mais proximos dos valores esperados. O viés raltivo para os
ﬁ:— nao apresenta variagoes, se mantendo préoximo de zero. Por outro lado, o viés dos ¥;
sdo consideraveis em pequenas amostras, alcancando viés relativo de 23% para n = 20.
Contudo, com o aumento do tamanho amostral o viés relativo de #; diminui.

Observa-se ainda na Tabela 2 a propriedade de consisténcia dos estimadores de maxima
verossimilhanc¢a, considerando o fato do erro quadratico médio diminuir a medida que o
tamanho amostral aumenta. Os valores dos coeficientes de assimetria e curtose indicam
que os estimadores seguem distribuicao normal assintética, pois o coeficiente de assimetria
se aproxima de zero e o de curtose de trés quando aumenta o tamanho amostral. Ao
analisar a taxa de cobertura, a medida que o tamanho amostral aumenta, seu valor fica
mais proximo do ideal 0, 95.

Considerando a Tabela 3, os resultados sao semelhantes as Tabelas 1 e 2. Percebe-
se que os valores da média de BZ nao apresentam diferencas em relacao ao valores reais
dos parametros. Sendo que os valores dos 7; apresentam uma diferenca consideravel. Ao
analisar o viés relativo verifica-se que para os 7;, este diminui a medida que a amostra
aumenta, sendo que os valores para ﬁ: apresentaram-se constantes.

Ao analisar o erro quadratico médio verifica-se que este diminui a medida que aumenta
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TABELA 2: Resultados da simulacdo de Monte Carlo considerando o modelo de regressao beta com
dispersao variavel utilizando 5y = 0,5, 81 = —0,5, 82 = —0,5, 0 = 2,3, 11 = 2,2, 72 = 2,
(dispersao intermediaria).

Tamanho amostral = 20

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 —0,25 0,03 0,03 0,08 3,25 0,77

E —0,50 0,06 0,05 0,05 0,04 3,77 0,78

E; -0,50 —0,24 0,05 0,05 —0,08 3,27 0,76

o 2,25 —1,94 2,34 2,36 0,57 4,91 0,80

Y1 2,71 23,00 5,29 553 0,07 4,09 0,73

¥2 2,36 17,87 6,05 6,20 —0,01 3,67 0,74
Tamanho amostral = 40

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 -0,31 0,01 0,01 -0,00 3,10 0,90

B  —0,50 —0,36 0,02 0,02 0,04 2,99 0,90

E; -0,50 —0,27 0,01 0,01 —-0,04 3,13 0,89

7 2,32 0,8 0,59 0,59 0,29 3,33 0,90

Y1 2,40 8,85 1,04 1,09 -0,01 3,27 0,88

¥2 2,12 6,07 1,09 1,09 -0,12 3,24 0,88
Tamanho amostral = 70

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 0,03 0,00 0,00 —0,01 2,97 0,92

Bi —0,50 0,09 0,0l 0,01 —0,01 295 0,92

E; -0,50 —0,13 0,01 0,01 -0,02 2,91 0,93

o 2,33 1,10 0,22 0,22 0,20 3,11 0,93

Y1 2,25 2,50 0,50 0,50 —0,09 3,05 0,92

¥2 2,07 3,37 0,42 0,43 —-0,03 3,15 0,92
Tamanho amostral = 150

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 0,08 0,00 0,00 —0,01 2,97 0,94

Bi —0,50 0,17 0,00 0,00 0,05 3,01 0,94

E; -0,50 -0,01 0,00 0,00 -—0,02 2,92 0,94

o 2,30 -0,15 0,11 0,11 0,14 3,04 0,94

Y1 2,25 2,06 0,18 0,18 -0,03 3,10 0,93

¥2 2,04 1,91 0,17 0,17 -0,02 3,16 0,94

o tamanho amostral, principalmente para 4; que apresenta valores maiores de EQM em
amostras menores. Considerando os coeficientes de assimetria e curtose tem-se que o
coeficiente de assimetria se aproxima de zero e o de curtose de trés quando aumenta o
tamanho amostral.

Em relacao a taxa de cobertura, observa-se que para os tamanhos amostrais menores
os valores sao muito inferiores a 0,95. No entanto, a medida que aumenta o tamanho
amostral, seu valor fica mais préximo do coeficiente de confianca.

A Figura 2 apresenta um resumo grafico do viés relativo dos estimadores. Pode-se ob-
servar que o viés relativo do estimador de (; encontra-se proximo de zero nos diferentes
cenarios de niveis de dispersao. Observa-se ainda, nas Figuras 2(b) e 2(c), que 4, apresen-
tou valores de viés relativo proximos de zero. Ja os estimadores de v; € 72, em tamanhos
amostrais pequenos, apresentam viés relativo com valores consideravelmente diferentes de
zero. Nota-se, no entanto, que a medida que a amostra aumenta os valores de viés relativo
decrescem, tornando-se proximos a zero quando n = 150.

Considerando as Tabelas 1, 2 e 3, pode-se observar que ao aumentar a precisao (dimi-
nuir a dispersao), ou seja, quando os valores de 4; sao maiores, Tabelas 2 e 3, os vieses dos
parametros ﬁl sao menores em amostras grandes. O EQM de ﬁl apresenta valores menores
quando temos 7; maior.

Os estimadores pontuais de g; se mostram menos viesados do que os de v;, ou seja, 0os
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TABELA 3: Resultados da simulacdo de Monte Carlo considerando o modelo de regressao beta com
dispersao variavel utilizando gy = 0,5, 51 = —0,5, B2 = —0,5, 70 =3, 711 = 2,5 € v2 = 1,5,
(pequena dispersao).

Tamanho amostral = 20

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 —0,67 0,02 0,02 0,00 3,25 0,78

E -0,50 —-0,54 0,03 0,03 0,02 3,48 0,78

E; -0,50 —0,67 0,03 0,03 0,01 3,18 0,76

o 2,96 —1,43 2,43 244 0,35 4,43 0,79

Y1 3,09 23,46 5,11 5,44 0,06 4,11 0,74

¥2 1,79 19,15 6,3 6,37 0,13 3,8 0,74
Tamanho amostral = 40

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 -—0,12 0,00 0,00 0,02 3,02 0,88

B —0,50 —0,19 0,01 0,01 —0,01 3,02 0,88

E; —0,50 0,02 0,07 0,00 -0,03 2,96 0,88

7 2,92 -266 0,67 0,68 0,15 3,25 0,87

Y1 2,79 11,52 0,90 0,99 -0,02 3,13 0,87

T 1,68 12,28 1,12 1,16 —0,10 3,42 0,86
Tamanho amostral = 70

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 0,07 0,00 0,00 -0,03 3,01 0,92

Bi —0,50 0,07 0,00 0,00 0,04 3,02 0,92

E; —0,50 0,03 0,00 0,00 -—-0,02 3,01 0,92

o 3,01 0,30 0,21 0,21 0,16 3,20 0,92

Y1 2,61 4,42 0,45 0,46 0,05 3,17 0,91

¥2 1,55 3,11 0,41 0,40 —0,07 3,19 0,92
Tamanho amostral = 150

Estimador Média VR% Var EQM CA K TC

Bo 0,50 0,04 0,00 0,00 —0,01 2,97 0,94

Bi  —0,50 0,08 0,00 0,00 0,0l 2,99 0,94

E; —0,50 0,01 0,00 0,00 0,00 2,99 0,94

Yo 3,00 0,02 0,10 0,10 0,16 3,10 0,94

Y1 2,55 1,87 0,17 0,17 0,02 3,06 0,93

¥2 1,53 2,01 0,19 0,19 0,03 3,09 0,94

estimadores dos parametros que modelam a precisio mostram-se viesados em pequenas
amostras, sendo que o viés diminui a medida que aumenta o tamanho amostral. Também
percebe-se que os estimadores de v; possuem maior variabilidade do que os estimadores
de $;, comparando as variancias das Tabelas 1, 2 e 3. Esses resultados corroboram com os
apresentados em [18], em que sao propostas correcoes analiticas de segunda ordem para
os estimadores dos parametros do modelo de regressao beta com modelagem da dispersao.

Em termos de estimacao intervalar, assim como os resultados apresentados em [13],
para o modelo de regressao beta com dispersao constante, e em [10], para o modelo logistico
hierarquico de dois niveis, os intervalos de confianca aproximados se mostram distorcidos
em pequenas amostras. Contudo, a medida que o tamanho amostral aumenta as taxas de
cobertura se tornam mais proximas do nivel de confianca dos intervalos.

Verifica-se que, ao contrario dos estimadores pontuais, os intervalos de confianca se
mostram distorcidos em pequenas amostras tanto nas inferéncias sobre os parametros do
modelo da média quanto sobre os parametros da estrutura da precisdo. Essas distor¢coes
em pequenas amostras indicam que a aproximacgao assintética de normalidade dos esti-
madores € pobre nesses tamanhos amostrais e que intervalos de confianca corrigidos para
o modelo de regressao beta com dispersao variavel devem ser considerados em pesquisas
futuras.
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FIGURA 2: Viés relativo (VR) dos estimadores dos parametros j3; € v;, ¢ = 0,1,2, em relacdao ao
tamanho amostral, para os trés cenarios de niveis de dispersao.

5 CONCLUSOES

Considerando simulacoes de Monte Carlo observou-se que os estimadores de maxima
verossimilhanca dos parametros que modelam a média (;) no modelo de regressao beta
possuem boas propriedades. Verificou-se que, mesmo em amostras pequenas, o viés rela-
tivo dos estimadores dos parametros [; sao pequenos € que o EQM converge rapidamente
a zero quando o tamanho amostral aumenta. Ja os estimadores dos parametros v; sao
consideravelmente viesados. O viés relativo diminui em amostras maiores, mas mostra-
se com um decaimento lento para zero. Os estimadores intervalares sao satisfatérios em
tamanhos amostrais grandes, tanto para §; quanto para ~;, possuindo taxas de cobertura
proximas ao nivel de confianca de 95%. No entanto, em pequenas amostras os intervalos
de confianca possuem grandes distor¢oes, indicando que a aproximacao assintética pode
ser pobre nestes casos.

A presenca de viés nos estimadores, principalmente para o submodelo da precisdo, e as
distorcoes dos intervalos de confianca indicam a necessidade de se considerar estimadores
corrigidos. Em trabalhos futuros serao utilizados métodos bootstrap para melhorar essas
inferéncias em pequenas amostras.
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