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RESUMO

As distribuic¢oes do produto e razao de variaveis aleatorias sao utilizadas em muitas
areas das ciéncias aplicadas. Nesse contexto, sio deduzidas as distribuicoes exatas
do produto XY e da razdo X/Y quando X e Y sao variaveis Pareto e beta indepen-
dentes. Utilizando a funcao hipergeométrica de Gauss, sao apresentadas expressoes
exatas para as funcoes de distribuicdo e de densidade de probabilidade associadas.
Os resultados obtidos sao aplicados na tabulacao de quantis que podem ser direta-
mente utilizados em problemas praticos.

ABSTRACT

The distributions of the product and the ratio of random variables are used in many
areas of applied sciences. In this context, the exact distributions of the product
XY and the ratio X/Y are derived when X and Y are independent variables Pareto
and beta variables. Using the Gauss hypergeometric function, closed expressions for
the cumulative distribution function and probability density function are given. The
results are applied in the tabulation of quantiles that can be directly used in practical
problems.

Palavras-chave: Distribuicoes de probabilidade, funcao hipergeométrica, produto de variaveis ale-
atdrias, razao de variaveis aleatorias.

1 INTRODUCAO

A necessidade de determinar as distribuicées do produto e da razdo de variaveis ale-
atorias surge naturalmente em diversas areas do conhecimento. Por exemplo, em fisica
nuclear estuda-se a razao entre a massa € a energia e em genética a razao entre duas
variaveis pode ser empregada para o estudo de heranca mendeliana. Por outro lado, o pro-
duto de variaveis aleatorias pode ser empregado em hidrologia para analisar magnitude de
seca que € o produto do periodo de seca com sua intensidade. Dessa forma, muitos autores
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tem pesquisado as distribuicoes de XY e X/Y, especialmente quando X e Y sao variaveis
aleatorias pertencentes a mesma familia de distribuicoes. Com respeito ao produto varia-
veis aleatorias tem-se: Sakamoto [30] para a familia uniforme; Springer e Thompson [33];
Stuart [35] e Podolski [26] para a familia gama; Harter [6] e Wallgren [36] para a familia t de
Student; Steece [34], Bhargava e Khatri [4] e Tang e Gupta [5] para a familia beta; Malik e
Trudel [10] para a familia exponencial; Nadarajah e Gupta [17] para a familia Bessel; Nada-
rajah e Ali [16] para a familia Pareto e Ali et al. [2] para a familia Pareto exponencializada.
Para a razao de variaveis aleatorias tem-se: Marsaglia [11] e Korhonen e Narula [9] para a
familia normal; Press [27] para a familia t de Student; Basu e Lochner [3] para a familia
Weibull; Provost [28] para a familia gama; Pham-Gia [25] para a familia beta; Nadarajah e
Gupta [17] para a familia Bessel e Nadarajah e Ali [16] para a familia Pareto.

Diversos trabalhos também foram publicados sobre as distribuicées de XY e X/Y
quando X e Y provém de familias diferentes de distribuicdes. Os mais recentes sao: Na-
darajah e Ali [15] para a familia ¢ de Student e a familia logistica; Nadarajah [12] para as
familias Laplace e Bessel; Nadarajah e Kotz [18] para as familias gama e beta; Nadarajah e
Kotz [19] para as familias Pearson tipo VII e Laplace; Nadarajah e Kotz [20] para as familias
gama e Weibull; Nadarajah e Kotz [21] ara as familias gama e Levy; Nadarajah e Kotz [22]
para as familias ¢ de Student e Bessel; Shakil e Kibria [31] para as familias gama e Rayleigh;
Shakil et al. [32] para as familias Maxwell e Rayleigh; Nadarajah [13] e Nadarajah [14] para
as familias Pareto e gama e Nadarajah e Kotz [23] para as familias normal e Laplace.

Nesse trabalho, é apresentado um estudo das distribuicées de XY e X/Y quando X e Y
sao, respectivamente, variaveis aleatorias Pareto e beta independentes.

O texto € organizado da seguinte forma: na Secao 2 sao apresentados o modelo Pareto,
os modelos beta tipo I, beta tipo II e algumas func¢oes especiais envolvidas nos calculos
das distribuicéoes, nas Secoes 3 e 4 sdao deduzidas as fungdes de distribuicao (fd) e as fun-
coes densidade de probabilidade das variaveis XY e X/Y, graficos dessas func¢oes também
sao exibidos para diferentes valores paramétricos . Finalmente, na Secao 5 os resultados
obtidos sdo aplicados na tabulacao de quantis que podem ser diretamente utilizados na
resolucao de problemas praticos.

2 DISTRIBUICOES PARETO E BETA.

Distribuicao Pareto: Uma variavel aleatoria X tem distribuicao Pareto com parametros
6 >0 e A >0 quando sua funcao densidade de probabilidade (fdp) € da forma:

f (@) = A0 (z + 6)" D (1)

em que x > 0. Neste caso, escreve-se X ~ Pareto(6,\).

A seguir sao apresentados os dois tipos de distribui¢oes beta considerados neste traba-
lho. Para maiores informacées sobre o modelo Pareto e os modelos beta, ver Johson et al.
[7, 8].

Distribuicdao beta tipo I: Uma variavel aleatéria Y tem distribuicao beta tipo I com
parametros o > 0 e § > 0 quando sua funcao densidade de probabilidade € da forma:

y* L (1—y) !

B(a,5) @)

fy (y) =

em que 0 <y < 1 e B(a,p) representa a funcao beta,

1
B(a,B) = /O A G R e

Se Y tem distribuicao dada por (2), escreve-se Y ~ Betal(a, 3).
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Distribuicao beta tipo II: Uma variavel aleatoria Y tem distribuicao beta tipo II com
parametros o > 0 e § > 0 quando sua funcao densidade de probabilidade € da forma:

ya—l (1 + y)*(c‘”rﬁ)
B (a,pB)
em que y > 0. Neste caso, escreve-se Y ~ Betall(a,f3).

Incluindo a fungdo beta, os calculos envolvidos no trabalho requerem o uso de outras
funcées especiais como a fun¢ao gama,

fy (y) = (3)

IN'a) = / t* Lexp (—t)dt (4)
0
e a funcao hipergeométrica de Gauss,
oy N (@) (D) 2t
2F1 (a,b360) = ;;) (O, 4 (5)

emque |z |<1le(d),=d(d+1)...(d+k—1) denota o fatorial ascendente com k£ =1,2,... e
(d), = 1. As propriedades dessas funcoes especiais podem ser vistas em Oldham et al. [24].

3 PRODUTO E RAZAO DE PARETO E BETA TIPO 1.

Nesta sessdo sao deduzidas, com o auxilio de um lema, as fd e as fdp de P = XY e
R = X/Y quando X e Y distribuidas de acordo com (1) e (2).

Lema 1: (Equacao (2.2.6.15), Prudnikov [29]). Se a,«, 3,z > 0 e p é um real qualquer, entao,
/ 2 Ha—2)" (@ +2) P de = 2a"P1 B (a, B) oF) (aap; a+ p; —g)
0

Teorema 1: Se X ~ Pareto(0,\) eY ~ Betal(a,3) sao independentes, entéo, a fd de P = XY
pode ser escrita como:

B B(a+\p)6* ‘ 0
FP(p)—l—WzFl<a+)\,)\,0z+ﬁ+)\,—p> 6)
sendo que p > 0.
Demonstracao.
Fp(p) = P(XY <p)
1
= /0 Fx (p/y) fy (y) dy
_ 1 ' oy \* a—1 B—1
B B(a,ﬁ)/o [1_<p+9y> ]y (1—-y)"" " dy
— 1 LAt B—1 (P —A
B I_B(a,ﬁ)/oy+ (-9 (G+v) dy @)

A conclusao do teorema decorre da aplicacao do Lema 2 na integral ([24]).
O

Teorema 2: Se X ~ Pareto(0,\) eY ~ Betal(a, 3) sao independentes, entéo, a fdp de P = XY

pode ser escrita como:

B (a+ ), B) \*
B (a, B) pr!

fr(p) = oy <a+)\,)\+1;a+5+)\;_g> (8)

sendo que p > 0. Em particular, se a + f = 0 = 1, entéo, P ~ Betall (a, \).

10 ARTIGO DE PESQUISA



REVISTA ELETRONICA MATEMATICA E EsTATiSTICA EM Foco

Demonstracao.
1
folw) = [ /) x /)y ) dy

_ A Lot g1 (P —(+1)
- eB(a,ﬁ)/o A (5+y> w Y

A conclusao do teorema decorre da aplicacao do Lema 2 na integral (9).
O

Teorema 3: Se X ~ Pareto(f,\) eY ~ Betal(a, ) sao independentes, entéo, afdde R = XY
pode ser escrita como:

F(r) =1— oF (o, \ia+ 5—7) (10)
0
sendo que r > 0.

Demonstracao.

Fr(r) = P(X/Y <r)

1
= [ Exomp @y
1 ! 6
— - 1 o a—1 1 _ ﬁ—l d
By 1 yap) a0
9)\747)\ /1 . 0 -2
Ry S 6—1<—+) a an
Bad ) " (1-y) ~ty y
A conclusao do teorema decorre da aplicacao do Lema 1 na integral (11).
O
Teorema 4: Se X ~ Pareto(6,\) e Y ~ Betal(a, ) sao independentes, entdo, a fdp de R =
X/Y pode ser escrita como:
aA r
Ia0) = g 2 (e + LA+ Lat 5+ 1-5) (12)
sendo que r > 0. Em particular, se A = a + 8 e |r| < 0, ent@o, R ~ Pareto(0, «).
Demonstracao.
1
fulr) = [ uixw) fy ) dy
AG* /1 5-1 (A1
= — “(1- ry +6)" ) g
B(ajﬁ)oy( y)" (ry+0) y
AO p—(A+1) /1 51 < 9>—(A+1)
= — *(1—-y)" + - d (13)
B d) Oy( Y) Y+ Y
Aplicando o Lema 1 na integral (13), tem-se:
AB(a+1,5) ' o
fr(r) WQFl(OC+L)\+LOC+6+L 9)
Utilizando as propriedades, I'(t + 1) = ¢I'(t) e B(t,z) =T (t) T (2) /T (t + z), tem-se:
A (a+ )T (BT (a+P) ‘ oo
R0) = a3 DT - (a+1A+La+B+ L)
a\ r
= —— oF; 1 1; 1, —— 14
9(06+5)2 1<a+ A+ La+ [+ 1; 9) (14)
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Para o caso particular A = o + 8, empregando a expressao (5), a série obtida converge e
sua convergéncia € baseada na expressao:

o0 )
(1—vz) Z (15)
k=0
com |vz| < 1. Dessa forma, quando |r| < 6, segue que R ~ Pareto(d, ). O

As formas possiveis das fd e fdp de P = XY e R = X/Y quando X ~ Pareto(6,)\) e
Y ~ Betal(a, ) sao independentes podem ser visualizadas nas Figuras 1 e 2.

4 PRODUTO E RAZAO DE PARETO E BETA TIPO II.

Nesta sessdo sao deduzidas, com o auxilio de um lema, as fd e as fdp de P = XY e
R = X/Y quando X e Y distribuidas de acordo com (1) e (3).

Lema 2: (Equacao (2.2.6.24), Prudnikov [29]). Sey,z >0 e p+ XA > «a > 0, entdo,
/ ety P (rt2) e =2 B (a,p+ A — @) oFy (a, Ap+ Al — %)
0

Teorema 5: Se X ~ Pareto(8,\) eY ~ Betall(a, ) sao independentes entéo, a fd de P = XY
pode ser escrita como::

B(a+\p)60* < 0)
Fp(p)=1— ——— S5 oFi (a+ X sa+ 8+ 11— - (16)
P() B(a,p)pr 2t p
sendo que p > 0.
Demonstracao.
Fp(p) = P(XY <p)
= | Px iy
_ / 1— < 9y >>\ yafl (1 + y)—(OH—B) dy
B (a, 8) Jo p+0y
1 0 _ _ P -
- 1 a+A—1 1 (a+B) (P d 17
B(a’ﬁ)/o y (1+y) (9+y> Y (17)
1_ 0’6_
0,5 A
0,8
0,4 1
0,6
F(p) f(p) 0,3
0,4 1
0,2
0.2 0,1 -
0 T 0 T T d
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
p p

FIGURA 1: Graficos da fd (6) e de sua fdp (8) para o« = 0,5, 8 =2,0, 6 = 3,0, A = 1,0 (preta); « = 0,9,
8 =0,1,0=50,X=1,5(azul), a =7,0, 3 =0,7,0 =29, A =0,4 (vermelha) e a = 2,0,
5=0,9,0=11,0, A = 1,2 (verde).
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1 A 0‘3 -
0,8
0,2 1
0,6
F(r) f(r)
0,4 -
0,1 A
Y ¥
0 T T T 1 0 T T T ——
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

T T

FIGURA 2: Graficos da fd de (10) e de sua fdp (12) para « = 0,3, 5 = 0,7, 6 = 0,5, A = 1,0 (preta);
a=10,6=1060=1,0, A=1,0 (azul), « = 1,0, 8 = 3,0, 8 = 1,0, A = 4,0 (vermelha) e
a=0,4,8=0,1,0=4,0, A= 0,6 (verde).

A conclusao do teorema decorre da aplicacao do Lema 2 na integral (17). O

Teorema 6: Se X ~ Pareto(d,\) eY ~ Betall(w, ) s@o independentes, entdo, a fdp de P =
XY pode ser escrita como:

B(a+ A B+1) A 0
= F 1; 11— - 1
fp(p) Bla )i 2 a+ M+ La+B+A+1; ) (18)
sendo que p > 0.
Dermonstracao.
frle) = [/ £x /) ()
YL /oo <p >()‘+1) L B
= =40 a2 (1 4y) Py
B(a,B8) Jo \y v () Y
A Al ~(atp) (P )Y
= — o 1 - . 1
HB(a’ﬁ)/O Y (1+y) <9+y) dy (19)
A conclusao do teorema decorre da aplicacao do Lema 2 na integral (19). O

Teorema 7: Se X ~ Pareto(0,\) e Y ~ Betall(a,3) sao independentes, entdo, a fd de R =
X/Y pode ser escrita como:

_ . BB+ . q_T
Frlr) = 1= === oF) <a,A,a+B+A,1— 9) (20)
sendo que r > 0.
Demonstracao.
Fr(r) = P(X/Y <r)
= [ R iy
1 o0 6>
e | ap) V00
P A=A /oo 9 —-A
= 1-— a1 (1 4 )~ (@+h) <—+ ) d (21)
B ) ¥ (1+y) ~ty Y
A conclusao do teorema decorre da aplicacao do Lema 2 na integral (21). O
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Teorema 8: Se X ~ Pareto(d,\) eY ~ Betall(w,3) sé@o independentes, entdo, a fdp de R =
X/Y pode ser escrita como:

_AB(a+1,8+ )
fR(T) - HB(O[,ﬁ)

2F1(a+1,)\+1;a+ﬁ+>\+1;1—g) (22)

sendo que r > 0.

Demonstracao.
Falr) = [t ) e )y
- B(Az?ﬁ) /Ooo (ry+6)"O Dy (14 )~ gy
O I
A conclusao do teorema decorre da aplicacao do lema 1 na integral (13). O

Nas Figuras 3 e 4 sao ilustradas as formas das fd e fdp de P = XY e R = X/Y quando
X ~ Pareto(6,\) e Y ~ Betall(«, 3) independentes, o efeito dos parametros sobre o compor-
tamento das distribuicodes é evidente.

Da mesma forma como ocorrido na Secao 3, pode-se observar que apesar dos quatro
parametros, as distribuicdes deduzidas apresentam pouca flexibilidade.

5 CALCULO DOS QUANTIS

Nesta secao, sao fornecidas rotinas para o calculo dos quantis p, e r, das distribuicoes
de P e R. Esses quantis sao computados numericamente resolvendo as equacoes:

Fp (py) = Op” fr(t)dt =~ (24)

Fr (ry) = /0 7 fr(tydt =~ 25)

em que 0 < v < 1. Evidentemente, isso envolve o calculo da funcao hipergeomeétrica
de Gauss, sendo necessario o uso de recursos computacionais. Dessa forma, foi utili-
zada a funcao hypergeon([-],[-], ) do software Maple, ver Adams [1]. As rotinas apre-
sentadas a seguir calculam os quantis p, e r, para «a, 3, 0 e A dados, referentes a v =
0,01;0,05;0,1;0,9;0,95;0,99.

# Calculo dos quantis de P=XY quando Y~Pareto(f,\) e X ~BetalI(a,p).
fl:=Beta(a+ A, B) x0*x\/(Beta(a, 5) *p * *x\)
f2:=1— flxhypergeom( [a+ A A, [+ (], —0/p)
pl:=fsolve(£2=0.01,p)
p2:=fsolve(£2=0.05p)
p3:=fsolve(£2=0.1,p)
pd:=fsolve(£2=0.9,p)
p5:=fsolve(£2=0.95p)
p6:=fsolve(£2=0.99,p)
print (pl,p2,p3,p4,pr5,p06)

# Calculo dos quantis de P=X/Y quando Y~Pareto(f,\) e X ~Betal(a,pf).

14 ARTIGO DE PESQUISA
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119 0’7 -
0,6 1
0,8 -
0,5
0.6 0,4 |
F(p) f(p)
04 0,3 1
0,2 1
0,2
0,1 1 k
0 . . . 0 . —_— .
0 5 10 15 0 5 10 15
p p

FI1GURA 3: Graficos da fd (16) e de sua fdp (18) para o = 0,5, § =2,0,0 = 3,0, A = 1,0 (preta); « =0, 2,
8 =0,80=20,A=3,0(azul), «a =70, 8=0,9, 06 =29, A=9,5(vermelha) e o = 2,0,
5=0,9,60=20,)\=1,2 (verde).

1A 0,16 7
0,14
0,8
0,12
0.6 4 0,10
F(r) f(r) 0,08 -
047 0,06 -
0,04
0,2 -
0,02
0 ; ; . ) 0 ; ; ; 3
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
T T

FIGURA 4: Graficos da fd (20) e de sua fdp (22) paraa =0,3, 3 =0,7,0 = 0,5, A = 1,0 (preta); a = 1,0,
8 =1,0,0=1,0, A\ =2,0 (azul), o« = 1,0, = 3,0, 0 = 1,0, A = 4,0 (vermelha) e a = 0,5,
£8=0,2,0=3,0, \=17,0 (verde).

f:=1-hypergeon( [a, A], [a + B],—p/0)
pl:=fsolve(£=0.01,p)

p2:=fsolve(£=0.05,p)
p3:=fsolve(£=0.1,p)
pd:=fsolve(£=0.9,p)
p5:=fsolve(£=0.95,p)

p6:=fsolve(£=0.99,p)
print (pl,p2,p3,p4,p5,p6)

# Calculo dos quantis de P=XY quando Y~Pareto(f,\) e X ~BetalII(a,p).
fl:=Beta(a+ A, fB)*0*x\/(Beta(a, B) xp * *)\)
f2:=1— flxhypergeon([a+ M\, [a+ (],1—0/p)
pl:=fsolve(£2=0.01,p)
p2:=fsolve(£2=0.05,p)
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p3:=fsolve(£2=0.1,p)
pd:=fsolve(£2=0.9,p)

pb:=fsolve

(
(
(£2=0.95,p)
(

p6:=fsolve(£2=0.99,p)
print (pl,p2,p3,p4,p5,p6)

# Calculo dos quantis de P=X/Y quando Y~Pareto(f,\) e X ~BetaII(w,/f).
fl:=Beta(wo,f+ A)/Beta(w, f)
£2:=1— flxhypergeom( [o, A],[a + B+ A],1 —r/6)
:=fsolve(£2=0.01,p)
:=fsolve(£2=0.05,p)
:=fsolve(£2=0.1,p)

pl
P2
P3
r4
P5

:=fsolve

£2=0.9,p)

:=fsolve(£2=0.95,p)
p6:=fsolve(£2=0.99,p)
print (pl,p2,p3,p4,p5,p6)

Na Tabela 1 sao apresentados os quantis da distribuicdo de P = XY quando X ~
Pareto(f,\) e Y ~ Betal(w, () independentes para a = 1, A\ = 1 e determinados valores
parameétricos § e .

Tabela 1. Quantis de P = XY com X ~ Pareto(f,\) e Y ~ Betal(a,f3).

B0 1% 5% 10% 90% 95% 99%
0,5 0,1 0,000275 0,001880 0,004544 0, 587331 1,253683 6, 586736
0,4 0,001100 0,007519 0,018178  2,349525 5,014733 26.346942
1,5 0,004124 0,028196 0,068166  8,810718 18,805248  98,801036
3,0 0,008249 0,056392 0,136331 17,621435 37,610496 197,602060
1,0 0,1 0,000155 0,001108 0.002766  0,434475 0, 933896 4,933445
0,4 0,000618 0,004431 0,011065  1,737900 3, 735586 19, 733779
1,5 0,002317 0,016615 0,041494  6,517127 14,008446  74,001671
3,0 0,004634 0,033231 0,082989 13,034253 28,016892 148,003344
1,5 0,1 0,000107 0,000781 0,001977  0,344236 0, 743542 3,942993
0,4 0,000428 0,003125 0,007908  1,376944 2,974168 15, 771973
1,5 0,001605 0,011719 0,029656  5,163541  11,153131 59, 145190
3,0 0,003210 0,023438 0,059312 10,327081 22,306258 118,289801
2,0 0,1 0,000082 0,000603 0,001536  0,284834 0,617417 3,283483
0,4 0,000327 0,002411 0,006143  1,139337 2, 469667 13,133934
1,5 0,001226 0,009040 0,023036  4,272515 9,261252 49, 252251
3,0 0,002453 0,018079 0,046072  8,545029 18,522504 98, 504500
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