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Resumo.

Este artigo apresenta um estudo sobre aplicacdes do Teorema dos Residuos no cédlculo
de integrais reais, relacionando a teoria de fun¢des de uma varidvel complexa com a teoria de

fungdes de uma varidvel real.

Para isso, foram analisados previamente conceitos significativos para o entendimento dos
procedimentos utilizados no calculo de tais integrais. Na primeira parte, foram investigadas, por
meio de defini¢des, resultados e demonstragdes, as funcdes holomorfas, introduzindo os con-
ceitos de limite, continuidade, derivacao, integracdo, além da apresentacdo de algumas fungdes
elementares. Em seguida, uma sintese relativa a sequéncias e séries foi apresentada, compre-
endendo as séries de poténcias, essenciais no estudo das funcdes holomorfas. Além disso, as
singularidades destas fun¢des foram consideradas e, a partir dai, pode-se classificd-las por meio
da expansdo de Laurent, elucidando o comportamento de fun¢gdes em torno de determinados
pontos singulares. Depois disso, foi definido o que é o residuo de uma fung¢ao, apresentando

imediatamente como calculd-lo numa singularidade isolada, especialmente em polos.

Por fim, demonstrou-se o Teorema dos Residuos e fez-se uso deste para calcular integrais
reais. Este calculo de integrais reais foi dividido em trés casos. Com isto foi possivel obser-
var que algumas integrais reais podem ser vistas como integrais complexas e calculadas desta

forma.
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Abstract.

This paper presents a study about applications of the Residue Theorem for evaluating real
integrals, relating theory of functions of a complex variable to theory of functions of a real

variable.

For this, we previously analyse significant concepts for the understanding of the proce-
dures used in the evaluation of such integrals. In the first part, we investigate holomorphic
functions, using definitions, results and proofs, introducing the concepts of limit, continuity,
differentiation and integration. In addition, some elementary functions were presented. Then,
we present a synthesis relative to sequences and series, comprising the power series that are es-
sential in the study of holomorphic functions. Besides that, the singularities of these functions
are considered and from then on it is possible to classify them by means of the Laurent Expansi-
ons, elucidating the behavior of functions in the neighborhood of certain singular points. After
that, we define what is the residue of a function, presenting immediately how to calculate it in

an isolated singularity, especially in poles.

Finally, we prove the Residue Theorem and make use of it to evaluate real integrals. This
fact was divided into three cases. Thus we observe that some real integrals can be seen as

complex integrals and can be calculated using this fact.

Key words: holomorphic functions, singularities, Residue Theorem, real integrals.



1 Introducao

Os nimeros complexos surgiram no século XVI, devido ao interesse em determinar solu-
cOes para equagdes polinomiais de terceiro e quarto graus. Por um longo tempo, estes nimeros
ndo foram considerados legitimos, sendo tidos por existentes apenas na imaginacio humana. E
interessante que ainda hoje chamamos o nlimero complexo ¢ de unidade imagindria. Segundo
[3], o passo decisivo no sentido de formalizar o conceito de niimero complexo, foi a represen-
tacdo geométrica desses nimeros como pontos do plano. O primeiro matematico a ter uma
visdo clara de tal representagdo e explord-la em suas investigacoes foi Gauss, conforme fica
claro, embora de modo implicito, em sua dissertacao escrita em 1797. Todavia, Gauss expos
ao publico suas ideias a esse respeito de modo explicito apenas em 1831, com o propdsito de
introduzir os “inteiros Gaussianos”. O corpo dos nimeros complexos foi finalmente definido

de modo rigoroso por Hamilton em 1837.

A teoria das fungdes de uma varidvel complexa é uma extensao natural das funcoes de
uma varidvel real. Desde seu surgimento, no final do século XVIII, esta teoria tem se mostrado
uma das dreas mais frutiferas da matematica e de importancia fundamental, tanto na matema-
tica pura como nas areas aplicadas. Segundo [1], através desta drea foi possivel compreender
melhor as funcdes definidas por séries de poténcias, estabelecer relagdes importantes entre fun-
¢Oes elementares (por exemplo, €* = cos(x) + isen(z)), dar um sentido 2 afirmagdo “Todo

polindmio possui pelo menos uma raiz”, entre outras realizagdes igualmente importantes.

Uma drea notdria dentro desta teoria é a Teoria dos Residuos. No estudo de integrais de
funcdes complexas, o termo residuo foi introduzido em 1826 por A. L. Cauchy, no intuito de
designar a diferenga das integrais de uma func¢ado sobre dois caminhos com as mesmas extremi-
dades, delimitando uma regido onde a unica singularidade € um polo da funcdo. As integrais
de fun¢cdes holomorfas, sobre caminhos fechados que delimitam um ndmero finito de singu-
laridades, puderam entdo ser calculadas por simples soma de residuos. Esta possibilidade foi
estabelecida por Cauchy no denominado 7eorema dos Residuos, que possui uma vasta gama de
aplicacdes. Desse modo, o presente texto se destina a aplicar esse teorema no célculo de inte-
grais impréprias de fungdes racionais e, integrais impréprias ou definidas que envolvam fungdes

trigonométricas.

Este artigo € baseado em parte do projeto de iniciacao cientifica desenvolvido pelo aluno
Gustavo S. Oliveira, sob orientacdo da Profa. Dra. Elisa R. Santos, através do Programa Jovens
Talentos para a Ciéncia - CAPES.



2 Preliminares

Nesta secao, serdo apresentadas definicdes e resultados fundamentais para a compreensao

dos métodos utilizados para o calculo de integrais reais utilizando a Teoria dos Residuos.

2.1 Funcoes Holomorfas

Explicitaremos nesta subse¢do conceitos associados as fungdes holomorfas. Introduzire-
mos as fungdes complexas e nogdes bésicas de limite, continuidade, derivada e fungdes elemen-

tares no campo complexo.

2.1.1 Funcoes Complexas

A nogdo de funcdo complexa envolve, naturalmente, a consideracdo de duas varidveis
reais. De fato, uma fungdo de uma varidvel complexa é uma correspondéncia f : D C C — C
que associa ao nimero z € D um dnico nimero complexo w = f(z) € C. O nimero w é
chamado imagem de z por f e o conjunto D é chamado dominio de f. Como z = x+iy = (z,y),
também podemos dizer que a fungdo f associa ao par (z,y) € R? o parw = (u(z,y),v(z,y)) =
u(z,y)+iv(z,y) = f(x,y) € R% Neste caso, as fungdes u € v sdo chamadas parte real e parte

imagindria de f, respectivamente.

Em muitas situacdes, € necessario que os dominios das fun¢des sejam conjuntos abertos
conforme definimos a seguir. Um conjunto A C C ¢ dito aberto se, para todo z, € A, existe

um ndmero real positivo r tal que o disco aberto (ou simplesmente disco de raio r e centro 2)
D(zp,r) ={2€C:|z— 2| <r}

esteja contido em A.

Assim como para fun¢des de uma varidvel real, também temos as defini¢des de limite e

derivada para fun¢des de uma varidvel complexa.

2.1.2 Limite e Continuidade

Definicao 2.1. Sejam A C C um conjunto aberto, f : A — C uma fung¢ao complexa e zy € A.
Dizemos que o nimero wy € C € o limite de f quando z tende a z se, para todo nimero € > 0,

existe um nimero ¢ > 0 tal que

O0<|z—z2| <0 = 0<|f(z) —wo| <e.



Isso quer dizer que |f(z) — wy| fica tdo pequeno quanto se queira, desde que z esteja suficien-

temente proximo de zy. Neste caso, escrevemos

I (e) =

O célculo de limites de funcdes de uma varidvel complexa pode ser relacionado com o

célculo de limites de funcdes de duas varidveis reais através do seguinte teorema.

Teorema 2.2 ([2], Sec. 13, Teorema 1). Sejam z = x + iy, zg = xo + iy e f(2) = u(x,y) +

iv(z,y). O limite de f existe em zy e é igual a ug + vy, ou seja,

lim f(z) = ug + ivy,
Z—20

se, e somente se, os limites de u e v existem em (xo, yo) e sdo iguais a ug e vy, respectivamente,

Iim  w(x,y) =u e lim  wv(z,y) = v.
) LT Y) = 10 )y (T Y) = 0

Similarmente as propriedades do limite de uma func¢do real de uma varidvel, temos a

seguir as propriedades do limite de uma fun¢dao complexa.

Proposicao 2.3 ([4], Cap. 3, Proposi¢do 2.2). Sejam A C C um conjunto aberto, f; : A — Ce

fo : A — C duas fungdes complexas e zy € A. Se lim fi(z) = wy e lim fo(2) = we, entdo:
2Z—20 22— 20

(i) lim cfi(z) = cwy, onde c é qualquer niimero complexo;
Z—20
(i) lim (f1(2) + f2(2)) = w1 + was
i) i (£(2) () = ws
1

(iv) Se wy # 0, entdo lim .
z—z0 fl(Z) Wy

Temos aqui também o conceito de fun¢do continua.

Definicao 2.4. Sejam A C C um conjunto abertoe f : A — C uma funcido complexa. Dizemos
que f € continua no ponto zy € Ase lim f(z) = f(z). Se f é continua em todos os pontos de
Z—Z20

A, dizemos que f é continua em A.
Antes de apresentarmos propriedades peculiares referentes as fungdes complexas conti-
nuas, faz-se necessdrio a recordac¢do do conceito de composicao de fungdes.

Definicao 2.5. Se f : A —+ Ce g : B — C sdo funcgdes definidas nos abertos A e B, respec-
tivamente, e tais que a imagem f(A) estd contida em B, tem sentido a expressdo ¢(f(z)) para

z € A. A composta de f e g é, por defini¢do, a fungio
gof:A—C

2 9(f(2).



Assim sendo, podemos encerrar esta subse¢do com algumas propriedades.

Proposicao 2.6 ([4], Cap. 3, Proposi¢do 2.4). Sejam A e B abertos,e f; : A —C, f,: A—C
e g : B — C fungdes complexas, com fi1(A) C B. Se fy e fy sdo ambas continuas em zy € A e

g € continua em f1(2), entdo:

(i) As funcoes cf1 - A — C, fi+ fo: A—C, fi- fo : A — C sdo continuas em zy, onde c é

um niimero complexo qualquer;
(ii) Se f1(z0) # 0 entdo a funcdo % : A — C ¢ continua em zy,

(iii) A fungdo composta g o f1 : A — C é continua em z.

2.1.3 Derivada

Sabemos que a derivada de uma func¢do real de uma varidvel real no ponto z( é definida
como o limite do quociente de Newton:

o @) = flw)

T—T0 T — :L'O

= f'(o).
Similarmente, podemos definir a derivada complexa da seguinte maneira.

Definicao 2.7. Sejam A C C um conjunto aberto, zop € Ae f : A — C uma fungdo complexa.
Se existir o limite

f2) = f(=)

lim ,

Z—20 zZ — ZO
esse é chamado derivada de f no ponto z, e denotado por f’(zy). Neste caso, dizemos que f é

derivdvel em z.

Algumas propriedades familiares também sdo vélidas.

Proposicao 2.8. Se f ¢ derivdavel em z, entdo f é continua em z.

Demonstragcdo. Temos

tim (7(2) = fGaa)) = Jim LELZLE oy = gy 0 =0
Logo, lim f() = f(z0) 0

Proposicao 2.9 ([4], Cap. 3, Proposicao 3.3). Se f e g sdo derivdveis em zy, entdo também o

sdo cf (c um niimero complexo qualquer), f + g, fg e % (desde que f(zy) # 0) e valem:
(i) (cf)'(20) = cf'(20);
(ii) (f + 9)'(20) = f'(20) + ¢'(20):



(iii) (fg)'(20) = f(20)g'(20) + g(20) f'(20);
(

() -4

Além disso, temos a notavel Regra da Cadeia, relacionada a composi¢do de fungdes.

Proposicao 2.10 ([4], Cap. 3, Proposi¢do 3.4). Sejam f : A — Ceg: B — Ccom f(A) C B.

Se f é derivdvel em zy e g é derivdvel em f(z), entdo g o f é derivdvel em z; e
(90 f)'(20) = ¢'(f(20))f(20)-

As proposi¢Oes anteriores nos mostram que a derivada de fun¢des de uma varidvel com-
plexa possui muitas propriedades em comum com a derivada de funcdes de uma varidvel real.
Enunciaremos a seguir dois resultados que nos auxiliam a decidir se uma fun¢cdo complexa pos-
sui derivada em um ponto, fazendo uso do conhecimento sobre derivadas parciais de fungdes

de duas variaveis reais.

Proposic¢io 2.11 ([4], Cap. 3, Proposi¢do 3.5). Se a funcdo f(z) = u(zx,y) + iv(x,y) tem

derivada no ponto zy = o + 1y, entdo

ou ov ov ou
%(330,?/0) = a_y(%,yo) € %(ﬂfojyo) = —a—y(fl?myo)- (1)

Além disso,

, 0 0 0 0
(20) = a_Z(ZUO,yo) T 8_2(%’3/0) = 8_Z(x0’y0) —1 G_Z@o,yo)-

As equagdes (1) sdo chamadas condigoes de Cauchy-Riemann.

Para que seja valida a reciproca desta proposicao, algumas condi¢des devem ser respeita-

das, conforme enunciamos a seguir.

Proposicao 2.12 ([4], Cap. 3, Proposicdo 3.6). Sejam A C C aberto e f : A — C dada por

ou Ju Ov 0
f(2) = u(z,y) + w(zx,y) tal que as derivadas parciais 8_1;’ a—Z, %, a—; existem em A e sdo

continuas no ponto zy = xo + 1yo € A. Se as condicoes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas em

20, entdo f € derivdvel em z.

Por fim, podemos definir quando uma fung¢do € dita holomorfa:

Definicao 2.13. Sejam A C C abertoe f : A — C uma fungdo complexa. Dizemos que f é

holomorfa em A se f'(z) existe para todo ponto z € A.



2.1.4 Funcao exponencial

A fungdo exponencial é definida por
e® =e®(cosy + iseny)

para z = x + ¢y. Tal fun¢@o é holomorfa em todo o plano. Para vermos isso, basta observarmos

que a parte real e a parte imagindria de
e” =e" cosy + ie” seny,

verificam as condi¢des de Cauchy-Riemann para todo z. Verifica-se também que as derivadas
parciais das partes real e imagindria de e* sdo continuas em todo o plano. Portanto, e* tem
derivada para todo z. Essa derivada é simplesmente Je®/Jx, que resulta ser a propria fungio

e*, como segue facilmente da expressao acima. Assim,

L) =

z

para todo z € C.

2.1.5 Funcoes trigonométricas

Apresentaremos agora as fungdes trigonométricas, essenciais no estudo de varidveis com-

plexas. Antes de mais nada, € interessante notar que, da definicao de funcao exponencial,
eV =cosy+iseny e e ¥ =cos(—y)+isen(—y) = cosy — iseny.

Destas, advém as seguintes igualdades:

e _ o~ eW + e~ W
seny = ——— € CoSYy = —————
Y 2i i 2
De fato, A A
eV —e™™  cosy+iseny — cosy +tseny
: = _ =seny
21 21
€ . A
e +e ™  cosy-+iseny+cosy —iseny
= = COs Y.

2 2

Estas sdo as chamadas formulas de Euler.

Fazendo uso delas, as fungdes trigonométricas poderdao ser expandidas a todo o plano

complexo. Assim, teremos:

seng = —————, COSZ =




Como no caso real, também temos as férmulas de derivacao ja esperadas (que seguem das

defini¢des acima e da derivada da fun¢do exponencial):

(senz)' = cosz, (cosz) = —senz.

Vinculadas novamente ao caso real, as identidades trigonométricas habituais continuam

verdadeiras aqui. Assim sendo, temos as seguintes igualdades:
sen(—z) = —senz, cos(—z) = cosz,
sen?z +cos’z = 1,
sen(21 + 22) = 8en zp - COs 2o + COS 21 + Sen 2o,
cos(z1 + 2z3) = COS 21 - COS z5 — Sen 21 - Sen 2y,

™ ™
sen z = cos E_Z € COSsZ = sen §—Z .

E importante citar que as duas primeiras identidades decorrem das defini¢des de seno
e cosseno dadas anteriormente, e as outras resultam das propriedades e definicdes da fungdo

exponencial.

2.2 Séries

Nesta subsecao apresentaremos algumas preliminares sobre sequéncias, séries numéricas
e séries de poténcias. Veremos que as séries de poténcias sdo essenciais no estudo das funcdes

holomorfas, pois tais fungdes se expressam localmente como séries de poténcias.

2.2.1 Sequéncias e Séries numéricas

Definicao 2.14. Uma sequéncia numérica € uma fungdo do conjunto dos naturais N em C,
f:N—=C.

O ndmero complexo f(n) é chamado n-ésimo termo ou termo geral da sequéncia. Por simpli-

cidade, denotaremos f(n) por a,, e denotaremos a sequéncia por (ay,).

Defini¢do 2.15. Um nimero complexo a é dito o limite da sequéncia (a,,) se os termos da
sequéncia ficam arbitrariamente préximos de a para n suficientemente grande, isto é, se dado
qualquer nimero £ > 0, é possivel encontrar um ndmero natural ng tal que, se n > ng entdo

la, — a] < e. Se a é o limite de a,, escrevemos

lim a, =a ou (a,) —a
n—oo

e dizemos que a sequéncia (a,,) converge a a.
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Uma sequéncia que ndo possui limite € chamada divergente.

Dada uma sequéncia numérica (z,) podemos associar a ela uma nova sequéncia (s,,),

chamada sequéncia das somas parciais de (z,) definida recursivamente por:
S0 = 20
S1 =8y + 21 = (Zo)+21

52281+22:(20+21)+22

Sn=58n 1+ 2= (20+21+ ..+ 2n 2+ 2n1)+ 2, = Z'Z’
i=0

Definiremos o conceito de série numérica fazendo uso desta sequéncia de somas parciais.

Definicdo 2.16. Uma série numérica é a sequéncia (s,) gerada por uma sequéncia (z,) de
nimeros complexos. Se a sequéncia (s, ) converge para s, dizemos que a série converge e que
sua soma é o nimero s. Se (s,) diverge, dizemos que a série diverge. A série numérica gerada
oo
por (z,) é denotada por Z Zn.
n=0
Referente as séries numéricas, uma classe que serd bastante mencionada € a das séries

que convergem absolutamente. Estas estdo definidas a seguir:

oo o0
Definicdo 2.17. A série numérica Y | z, € dita absolutamente convergente se a série . |z,|,
n=0 n=0

gerada pela sequéncia (|z,|), for convergente.

2.2.2 Séries de poténcias

Estendendo nosso conhecimento sobre séries numéricas, consideraremos agora sequén-
cias de fung¢des, ou seja, uma relacdo que a cada nimero n € N associa uma funcdo complexa
fn(z), definida num subconjunto de C. Nos dedicaremos exclusivamente a sequéncias de po-

téncias de z, onde f,(z) = a,2", a, € C.

Definicdo 2.18. Dada uma sequéncia (a,z"), a série por ela gerada é chamada uma série de
o0

poténcias de centro em 0 e notada » | a,2".
n=0

Um conceito fortemente ligado a esse tipo de série € o de “raio de convergéncia”.

oo

Lema 2.19 ([4], Cap. 4, Lema 2.3). Dada uma série de poténcias Y a,z", existe um disco
n=0

fechado de centro em 0 tal que a série converge absolutamente em todos os pontos z no interior

desse disco e, diverge em todos os pontos z exteriores a esse disco.
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Definicao 2.20. O raio R do disco dado pelo Lema 2.19 € chamado de raio de convergéncia da
série » | a,z".
n=0

Assim como no caso real, temos aqui o conceito de série de Taylor.

Teorema 2.21 ([4], Cap. 4, Corolério 2.13). Seja f(z) uma fun¢do definida pela série de

oo
poténcias »_, a,(z — 29)", com raio de convergéncia R > 0. Entdo f(z) é dada pela sua série
n=0
de Taylor de centro em z,

< f) (5
fy =3 L)

n!

n=0

e essa série converge absolutamente em qualquer z € D(zy, R).

Terminaremos esta subse¢do apresentando a definicao de funcao analitica.

Definicao 2.22. Sejam U C C um dominio e f : U — C uma fungdo. Dizemos que [ é
analitica em U se, para todo ponto zg € U, f se expressa como uma série de poténcias de

centro zy com raio de convergéncia Iz, > 0.

2.3 Integracao

Vamos agora definir a integral de uma funcdo complexa. Antes de mais nada, apresenta-

remos alguns conceitos topoldgicos necessarios ao estudo de tal integral.

Definiciao 2.23. Sejam z; = (70, yo) um ponto do plano complexo C e a um nimero real

positivo. O conjunto D(z, @) formado pelos pontos tais que
|z — 20| < a

€ chamado disco fechado de raio a e centro z.

Lembre-se que ja definimos disco aberto anteriormente na Subsecdo 2.1.1.

Definicao 2.24. Um subconjunto V' do plano é limitado se existe um nimero positivo R tal que

|z| < R qualquer que seja z € V.

Seja J = [a,b] com a < b. Uma aplicag¢do vy : J — C associa cada t € J a um ponto
~(t) = x(t) +iy(t) no plano complexo. A imagem ~y(.J) é uma curva no plano complexo a qual
chamaremos de caminho. Os pontos y(a) e y(b) sdo chamados ponto inicial e ponto final do
caminho v, respectivamente. Chama-se caminho fechado a todo caminho cujos pontos inicial

v(a) e final v(b) coincidem.
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Definicao 2.25. Um caminho suave em C é uma aplicacio
v:J—=C

com derivada continua em todos os pontos de J, onde J C R é um intervalo da forma J = [a, b]

com a < b.

Definicao 2.26. Um caminho suave por partes em C é uma colecdo finita de caminhos suaves
Y1 - [al,bl] — C, Y2 . [GQ, bg] — C, N [an, bn] — (C, satisfazendo ’Yz(bz) = fyi+1(a,»+1)
paral < <n—1.

Usaremos a notagao y; * 7y, * - - - x 7y, quando nos referirmos a caminhos suaves por partes.

Observe que um caminho suave €, em particular, um caminho suave por partes.

Definicao 2.27. Um caminho suave por partes e fechado é dito um caminho simples se cada
ponto 7(t) corresponde a um tnico valor de ¢. Intuitivamente, isto significa que, 2 medida que ¢
varia de a até b, o ponto 7(¢) percorre a curva y(.J), passando uma s6 vez por cada um de seus

pontos. Dessa forma, o caminho ndo possui autointersecoes.

Definicao 2.28. Se 7 : [a,b] — C é um caminho suave, seu comprimento é definido por

b
uw:/met

Definicao 2.29. Um subconjunto ndo vazio U C C é chamado um dominio se U é aberto e
se, dados dois pontos quaisquer p € ¢ em U, existe um caminho suave por partes, inteiramente

contido em U, cujos pontos inicial e final sdo p e ¢, respectivamente.

Agora estamos prontos para definir a integral de uma fun¢do complexa.

Defini¢ao 2.30. Sejam v : [a,b] — C um caminho suave e seja f : U — C uma fungéo
continua, onde U C C é um dominio. A integral da fungdo f ao longo do caminho v é o

nimero complexo

[,f (2)dz = / bf (y(t))' (t)dt.

Como a integral f7 f(2)dz é dada através de integrais de linha, o sentido do caminho =

influencia no valor da integral. Mais precisamente, temos que

Aj@wz—lﬂmm

onde v~ é o caminho obtido percorrendo v no sentido contrario.

Naturalmente, o conceito de integral pode ser expandido a caminhos que sejam suaves

por partes e também a unido de caminhos suaves por partes, resultando na seguinte defini¢ao.
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Definicao 2.31. Sejam U e f como na defini¢do acima. Se v = 7 * 72 * - - - % 7,, € um caminho

suave por partes em U, definimos a integral de f(z) ao longo de ~y por

[/f(Z)dZ:/nf<z>dz+/y2f(2)dz+”‘+[Ynf(z)dz'

E se A € uma unido finita de caminhos suaves por partes A1, - - - , A\, ouseja, A = A\ U--- U\,

definimos a integral de f(z) ao longo de X por

/Af(z)dz: A f(z)dz+ -+ A f(2)dz,

onde as integrais sobre A\, - - - , A, sdo calculadas conforme a primeira parte dessa definicao.

O conceito de “primitiva’” dos estudos no campo real apresenta-se também aqui, conforme

segue:

Definicao 2.32. Sejam U C C um dominio e f : U — C uma funcio continua. Uma fun¢do
F : U — C é chamada uma primitiva de f, se I’ é holomorfaem U e F'(z) = f(z) para todo
ponto z € U.

Além disso, temos o Teorema Fundamental do Célculo adaptado para as integrais com-

plexas:

Teorema 2.33 ([4], Cap. 5, Teorema 1.6). Seja U C C um dominio, f : U — C uma funcdo
continua, F uma primitiva de f em U e v um caminho suave por partes em U unindo o ponto

2o ao ponto z,. Entdo
/ F(2)dz = F(z1) — F(z).
.

Em particular, se o caminho é fechado entdo

[/f(z)dz = 0.

Exibiremos agora um resultado técnico util para demonstracdes de resultados posteriores.

Lema Técnico 2.34 ([4], Cap. 5, Lema Técnico 1.8). Sejam U C C um dominio, f : U — C
uma fungdo continua e y(t),a < t < b, um caminho suave por partes em U, de comprimento
[(7). Seja K > 0 um niimero real tal que |f(y(t))] < K para todo a < t < b. Entdo

/ f(2)dz| < Ki(y).

Tendo dito isso, vamos a caracterizagcao geral de func¢des que tem primitiva num dominio

por meio de um teorema.



14

Teorema 2.35 ([4], Cap. 5, Teorema 1.9). Seja f : U — C uma funcdo continua definida no

dominio U C C. As seguintes afirmativas sdo equivalentes:

(i) f tem uma primitiva em U.
(ii) f7 f(2)dz = 0 para qualquer caminho fechado, suave por partes v em U.

(iii) | \ f(2)dz s6 depende dos pontos inicial e final de qualquer caminho suave por partes \

emU.

Antes de finalizar esta subse¢do, enunciaremos um teorema que pode ser provado através

da teoria de integracdo complexa.

Teorema 2.36 ([4], Cap. 5, Teorema 2.12). Sejam f : U — C uma fungdo holomorfa, onde U

é um dominio em C e zy € U um ponto qualquer. Entdo
— () n
f(z) = ZOT(Z )

ou seja, f é dada por sua série de Taylor de centro em z, e, portanto, é uma funcdo analitica.
Além disso, essa série converge em qualquer disco (aberto) D(zg,7) C U, isto é, o raio de

convergéncia R da série acima é a menor entre as distdncias de zy aos pontos da fronteira de

U.

3 Singularidades e Residuos

Nesta se¢do, definiremos o que sdo singularidades (ou pontos singulares) de uma fungao
holomorfa. Classificaremos tais pontos em trés categorias distintas por meio do Teorema de
Laurent. Depois disto, definiremos o conceito de residuo de uma funcdo em um ponto singular.
Por fim, demonstraremos o Teorema dos Residuos e apresentaremos métodos para o célculo de

tais residuos.
As demonstragdes apresentadas nesta secdo foram retiradas da referéncia [4].

Definicao 3.1. Um ponto singular de uma fun¢io complexa f (ou singularidade de f) é um
ponto z tal que existe um disco aberto D(zg,7) = {z € C: |z—2y| < r} no qual f é holomorfa

exceto no ponto zg.

Apresentaremos agora algumas notagdes que utilizaremos ao longo do artigo. Se p; € p,
sdo nimeros reais satisfazendo 0 < p; < p, e a é um ndmero complexo, o anel A(a, p1, p2) é 0

conjunto aberto definido por

Ala,p1,p2) ={z € C:p1 <| z = a[< pa}.
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Escrevemos A(a, p1,00) para denotar o anel ilimitado {z € C : p; <| z — a |}. Observe que
A(a,0,p2) € D(a, p2) \ {a}.

Teorema 3.2 ([4], Cap. 6, Teorema 1.1 - Teorema de Laurent). Seja f uma fungcdo holomorfa

no anel A(a, p1, p2). Entdo

:me G_am +Zanz—a

m=1

[e.e]
1 _
sendo que a série Z bmm converge absolutamente fora do disco fechado D(a, p1) e a
zZ—a
N -
série Z an(z — a)" converge absolutamente no disco D(a, p2). Além disso, essa expansdo é
n=0
linica e os coeficientes b, e a,, sdo dados por
/ f(2)(z—a)™ Y'dz, m>1
" omi
) f()
1 w
a — [ —————dw, n>0
"Tomi ) (w—aptt T

%

onde vy é um circulo de centro em a, orientado no sentido anti-hordrio e contido em A(a, p1, p2).

A expansao dada pelo teorema anterior é chamada série de Laurent de f. Esta expansio é
muito importante, pois ela nos permite estudar singularidades de fun¢des complexas. Usaremos

essa expansao para dividir as singularidades isoladas em trés categorias distintas.

Definicdo 3.3. Suponha que f é uma fungéo holomorfa no anel A(a, 0, p) e considere sua série

de Laurent em torno de a como no teorema anterior. Dizemos que:

(1) a é uma singularidade removivel de f se b,, = 0 param > 1;
(i1) a é um polo de ordem k de f se by # 0 e b,, = 0 param > k;

(iii) a € uma singularidade essencial de f se b, # 0 para uma infinidade de valores de m.

Considerando essa classificacdo, podemos discutir resultados sobre como determinadas

funcdes se comportam em torno de uma singularidade.

Proposicao 3.4. Seja f uma funcdo holomorfa no anel A(a,0, p). Entdo as seguintes afirmati-

vas sdo equivalentes:

(i) a é singularidade removivel de f.
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(ii) existe o lim f(2).
zZ—a

(iii) |f| € limitado em algum anel A(a,0,9) C A(a,0, p).

Demonstracdo. Suponha que (i) valha . Entdo a série de Laurent de f em A(a, 0, p) é
Z an(z —a)"
n=0

e, portanto, ll_r)r}z f(2) = ao, ou seja, vale (ii). Suponha (ii) vélida e seja @ = ll_r)lcll f(2). Da
defini¢do de limite temos que existe 0 > 0, que podemos tomar menor que p, tal que 0 < |z —
a| < 0 implica | f(z) — a| < 1. Mas isso nos diz que |f(z)| < 1+ |a| para z € A(a,0,0) e vale
(iii). Finalmente, suponha (iii) vélida, ou seja, existe K tal que |f(z)| < K para z € A(a,0,0).

Os coeficientes b, das poténcias negativas da série de Laurent de f sdo dados por

b, /f —a)" 'z, m>1,
2772

onde y(t) = a+re®,0 <t <2re0 <r < p. Pelo Lema Técnico 2.34
|br| < —/|f (2 —a)|™ Hdz| < Krm*127rr = Kr™.
2T
Fazendo r tender a 0, concluimos que b,, = 0 para m > 1 e a é singularidade removivel de
f O]

Corolario 3.5. Se b,, # 0 para algum m > 1, entdo | f| é ilimitado em qualquer disco de centro

em a.

Demonstragdo. De fato, a ndo € singularidade removivel e entdo o item (iii) da proposi¢ao

anterior ndo pode ocorrer. 0

Proposicdo 3.6. Se [ é uma fungcdo holomorfa no anel A(a,0, p), entdo a é um polo de ordem

k de f se, e somente se, lim(z — a)* f(z) existe e é um niimero complexo ndo nulo.
z—a

Demonstracdo. Suponha que a seja um polo de ordem k de f. Entdo a série de Laurent de f

em A(a,0, p) se escreve

(z —a)k z—a

f(z):b—k—l—---—l— o +Zan(2—a)", b # 0
n=0

e daf .
(z—a) f(z) =bp + - +blz—ak1+2an —a)"**,

n=0
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Logo, lim(z — a)*f(z) = by # 0. Por outro lado, suponha que lim(z — a)*f(2) = a # 0.
z—a z—a

Olhe para a fun¢do g(z) = (2 — a)*f(2). Por (ii) da Proposi¢do 3.4, g tem uma singularidade

removivel em a e, portanto, € dada por uma série de poténcias centrada em a e convergente no

disco D(a, p), digamos
9(2) =) an(z—a)".
n=0
Além disso, ag = a. Vem entdo que

f(z)zﬁJr"'Jrjk__la

+ Z Antr(z —a)”

n=0

e a é polo de ordem k de f. [

Corolario 3.7. Se f é uma fun¢do holomorfa no anel A(a,0, p) e a é polo de ordem k de f,

entdo lim |f(2)| = oc.
z—a

Demonstracdo. Usando a mesma notagcdo da proposicao anterior temos

lim |f(2)| = lim l9(2) = 00,

z—a z—a |Z — alk

jaque lim |g(2)| = |a. N
zZ—ra

O leitor deve ter notado que pouco se discorreu sobre as singularidades essenciais, até o
momento. Isso se deve ao fato de que as fungdes holomorfas se comportam de forma descontro-
lada em torno delas. Um resultado ([4], Cap. 6, Pdg. 146) devido ao matemaético francés Picard
afirma que, se a é singularidade essencial de uma fungdo holomorfa f no anel A(a,0, p) entdo,
dado qualquer 0 < r < p, a imagem por [ do anel A(a,0,r), f(A(a,0,r)), € todo o plano
C, com a possivel excecao de no mdximo um ponto! Nao demonstraremos o Teorema de Pi-
card neste texto devido a sua complexidade. Relativamente a esse tipo de singularidade, somos

capazes de demonstrar um outro resultado, conhecido como Teorema de Casorati-Weierstrass.

Teorema 3.8 (Teorema de Casorati-Weierstrass). Seja f uma fungdo holomorfa em A(a,0, p) e
suponha que a é singularidade essencial de f. Entdo, dados 0 < r < p, e > 0e «a € C, existe

um niimero complexo f3 tal que € A(a,0,7) e |f(5) —al <e.

Demonstragdo. Observe que esse teorema nos diz que em qualquer anel A(a,0,7), com r < p,
existe uma sequéncia (,) — atal que f((5,)) — «, onde @ é um niimero complexo escolhido

a revelia.

Considere a série de Laurent de f centrada em a

f(z) = meﬁ +Zan(z— a)”

m=1
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onde, por hipétese, uma infinidade de coeficientes b,,, sdo nao nulos. Dado «, olhe para a fungao

g(z) = f(2) — a. A série de Laurent de g é

g(z):meﬁ—i—ao—a—l—Zan(z—a)"

n=1
e, portanto, a também € singularidade essencial de g. Considere as seguintes duas possibilidades

mutuamente excludentes:

(i) existe uma sequéncia (3,) de pontos no anel A(a,0,p), com lim §, = a e tal que
n—oo

9(Bn) = 0 para todo n.

(i) nao existe sequéncia de zeros de g convergindo a a.

Se vale (i), entdo dados » > 0 e € > 0, podemos achar N tal que n > N fornece
0 < |8, — a| < r e trivialmente |g(/3,)] = 0 < €, mas isso é o mesmo que |f(5,) — af < e.

Tomando 3 = By, o teorema fica demonstrado nesse caso.

Se (i) nao vale, entdo vale (ii). Como nao existe sequéncia de zeros de g convergindo a a,

podemos encontrar um nimero 7 > 0 tal que g(z) # 0 para z no anel A(a, 0, 7). Nesse caso,

dados r > 0 e € > 0 olhamos para ﬁ e temos duas possibilidades:

(1) ouexiste § € A(a,0,7) N A(a,0,r) tal que

1 1.
m) >

(2) ou ‘ﬁ‘ é limitado no anel A(a,0,7) N A(a,0,7).

Se (1) ocorre entdo |g(f)| < € e, portanto, |f(3) — «| < . Nesse caso, o teorema estd

demonstrado.

1
9(2)
tem expansdo em série de poténcias convergente no disco D(a,7) N D(a,r),

Se (2) ocorre entdo, pela Proposicdo 3.4,

_1
g(2)

tem uma singularidade removivel em a.
Portanto,

digamos
1 oo
— = cnlz —a)”.
9(2) ; =a)

Seja ¢, o primeiro coeficiente ndo nulo dessa série. Entao

L o N Cn(z —a)*™ o
@Z(z—a) T;O n(z—a)" "

Fazendo h(z) = > c,(z — a)"~ ™, temos que h é holomorfa no disco D(a,7) N D(a,r) e
n=ng
h(a) = ¢,y # 0. Como ﬁ = (2 — a)"h(z), temos que (z — a)"g(z) = ﬁ e, portanto,

lim(z — a)"g(z) = % £0,
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Entdo, pela Proposi¢do 3.6, g tem um polo de ordem ny em a, o que contradiz o fato de a ser

singularidade essencial de g. Logo, (2) nunca ocorre e o teorema estd demonstrado. [

Introduziremos agora o conceito de residuo e demonstraremos a seguir o Teorema dos

Residuos, o qual serd a ferramenta utilizada para o cédlculo de integrais reais na proxima se¢ao.

Definicdo 3.9. Se f é uma funcdo holomorfa no anel A(a,0,p), o residuo de f em a é o

coeficiente b; do termo de sua série de Laurent com centro em a.

zZ—a
Usaremos a notagdo res(f, a) para designar o residuo de f em a. Antes de enunciarmos

o Teorema dos Residuos, € pertinente definirmos o termo curva de Jordan suave por partes.

Definicao 3.10. Uma curva de Jordan suave por partes ¢ um caminho suave por partes, fechado

e simples.

Visto isso, estamos prontos para enunciar o Teorema dos Residuos, um dos mais impor-

tantes teoremas que fundamentam esse artigo.

Teorema 3.11 (Teorema dos Residuos). Seja f uma fungcdo holomorfa definida num dominio
U\{ay,az,...,an}. Suponha quey C U\ {ay,aq,...,ay} é uma curva de Jordan suave por
partes, orientada no sentido anti-hordrio, tal que a regido fechada e limitada por ela determi-
nada estd contida em U e contém todos os pontos ay,as, . .., Qy,. Entdo
1
50 /f(z)dz =res(f,a1) +res(f,az) + - +res(f,an).
0l
Antes de demonstrarmos esse teorema, iremos enunciar o Teorema de Cauchy, o qual sera

necessdrio para o desenvolvimento da demonstragdo do Teorema 3.11.

Teorema 3.12 ([4], Cap. 5, Teorema 2.13 - Teorema de Cauchy). Sejam U C C um dominio
e [+ U — C uma funcdo holomorfa. Seja V.C C um subconjunto fechado e limitado,
cuja fronteira OV consiste de um niimero finito de curvas de Jordan suave por partes, OV =

Y U~ Un,, etal que V\OV é um dominio. Entdo

/ f(=)dz = 0.
ov

Vamos entdo a prova do Teorema dos Residuos.

Demonstragdo. Para cada singularidade isolada a; de f, escolha um circulo +y; centrado em a;
satisfazendo as seguintes condic¢des: <y, ndo tem ponto comum com 7, se k # n e 7; ndo tem

ponto comum com 7, para 1 < j < m (veja Figura 1).



20

Figura 1: Curva . Fonte: [4], p. 149.

Oriente os 7v;, 1 < 7 < m, no sentido anti-horario. Pelo Teorema de Cauchy temos

/ f(z)dz = 0.

YUy Uyg UUym,

Mas isso equivale a

/f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz+---+/f(z)dz:0,

ou seja,
/ /f dz—/f Ydz — - —/f(z)dz
Ym
/f dz—l—/f )dz + - /f(z)dz
Tm
Nos resta, portanto, calcular f f(z)dz, 5 =1,...,m. Ora, o Teorema de Laurent nos diz que,
Vi
se

Zb =) —|—ch

¢ a série de Laurent de f em torno de a;, entdo

=g [ 1000

Logo, [ f(z)dz = 2mi - res(f, a;) e o teorema estd demonstrado. ]
Vi

Apresentaremos a seguir resultados que nos auxiliardo a calcular o residuo de f em de-

terminado ponto singular. Note que se a for singularidade removivel de f entéo res(f,a) = 0,
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visto que os coeficientes b, da série de Laurent desta funcdo serdo iguais a zero para m > 1.
Além disso, é importante mencionar que, se a € singularidade essencial de f entdo nio dispo-
mos de procedimentos para o célculo de res( f, a), e este deve ser calculado via série de Laurent.
Porém, se a € um polo dispomos da proposi¢do a seguir (que serd de muita utilidade no cédlculo

de algumas integrais reais por meio do Teorema dos Residuos na préxima secao).

Proposicao 3.13. Seja f uma fun¢do holomorfa no anel A(a, 0, p).

(i) Se a é um polo de ordem 1 de f, entdo res(f,a) = lim(z — a)f(z).

zZ—a
(ii) Se a é um polo de ordem k > 1 de f, considere a funcdo g(z) = (2 — a)* f(2) e entdo

g*(a)

res(f,a) = o

Demonstracdo. (i) A série de Laurent de f no anel A(a, 0, p) é dada por

f(z) = restf, a) +§:anz—a
n=0

z—a

Assim sendo, (z —a) f(2) = res(f,a) + > an,(z —a)" eentdo lim(z — a) f(2) = res(f, a).
n=0
(ii) A série de Laurent de f no anel A(a, 0, p) é dada por

by br_1 res f a)

f(z):(z—a)k—i_(z—a)k*l—i—.“ z—a Zanz—a

Multiplicando por (2 — a)* obtemos
9(2) =bp+be_i(z —a) + -+ +res(f,a)(z — a)* T+ ) an(z — a)" .

Observe que g é holomorfa no disco D(a, p) e, portanto, a expressdo acima é sua série de Taylor

L (k1)
a)F~1 & precisamente L-—\2 O

de centro em a. Mas entdo o coeficiente de (z =

Atente-se para o fato de que o procedimento descrito no item (ii) da proposi¢ao anterior
para a determinagdo do residuo de f em a serd conveniente caso essa fungdo seja “manejavel”
e, além disso, a ordem k ndo seja alta, pois, como ja observado, devemos calcular a derivada
de uma funcao que é definida pelo produto de duas outras, o que pode nao ser tao simples caso

esses “requisitos” ndo sejam satisfeitos.

Com isso em maos, enunciaremos a seguir exemplos do emprego do Teorema dos Resi-

duos por meio de uma aplicacao notavel no campo real.
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4 Calculo de Integrais Reais utilizando Residuos

Uma das aplicagdes importantes da teoria dos residuos consiste no célculo de certos tipos
de integrais reais. Apresentaremos a seguir trés casos que ilustram alguns métodos uteis. Os

exemplos utilizados podem ser encontrados em [2].

Caso 1. Integrais Improprias de Func¢oes Racionais. Integrais do tipo

o0

/ @dzx, )

q(z)

—00

onde p e ¢ sdo polindmios sem fator comum, podem ser calculadas facilmente com o auxilio da
teoria dos residuos, desde que os zeros de ¢ sejam conhecidos. Vamos supor que ¢ nio tenha
zeros reais, pois se ¢(x) contém um fator (z — ), onde k € N, entdo o integrando torna-se

infinito no ponto x, e de tal ordem que a integral impropria

em que a € uma constante real qualquer, ndo converge.

Na verdade, a integral (2) existe quando, e somente quando, o grau de g € maior do que o

de p, no minimo por duas unidades, € ¢ ndo tem zeros reais.

Como exemplo, vamos usar residuos para determinar o valor da integral elementar

< 1 1/~ 1
I = == —du.
/0 w2+1dx 2/_00 $2+1dx 3)

A segunda integral representa uma integracdo, ao longo de todo o eixo real, da fun¢do complexa

11 1
2241 z4iz—1

fz) = “)

funcao esta que tem polos de ordem 1 nos pontos z =i e z = —1.
Seja Cg o semicirculo superior de um circulo |z| = R, onde R > 1 (Figura 2).

Integrando f ao longo da fronteira da regido semicircular, no sentido anti-horario, temos

/R f(x)dx + f(2)dz = 2mi - res(f,1),
-R Cr

pelo Teorema dos Residuos. Da expressdo (4) e da Proposic¢ao 3.13 para f(z), temos que

1
z+1

res(f,i) =

Z2=1
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Figura 2: Curva Cg. Fonte: [2], p. 155.

B dx dz
/ . :w—/ = (5)
7RZE +1 CRZ —|—1

Ora, |z| = R quando z estd sobre Cg, e

Portanto, quando R > 1,

|22+ 1| > |22 —1=R*—1.

/ dz </ dz| 7R
CR22+1 - CRRQ—l_R2—1’

e esta quantidade tende para zero quando R tende para o infinito. Segue-se da férmula (5) que

Consequentemente,

R
T (©)
R—o0 _RZT —+ 1
Logo,
1 [~ dx s
I =- —_ = —. 7
2 / oI+l 2 )
O limite (6) € conhecido como valor principal de Cauchy da integral na férmula (7). Em geral,
R [e's)
lim / flz)dz = V.P./ f(z)dz. (8)
R—o0 —R —c0

Caso 2. Integrais Improprias envolvendo Func¢oes Trigonométricas. Como exemplo de
outro tipo de integral que pode ser calculada por meio de integrais curvilineas e da teoria dos
residuos, consideremos a integral

/°° cos(w)dr 1/"0 cos(z)dx ©)
o w241 2/ o x241
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Como | cos(z)| cresce como e¥ quando y tende para o infinito, o método usado acima ndo

se aplica aqui sem algumas modificacdes.

Ora, cos(z) é a parte real de €®; portanto,

* cos(z)dr 1 * edx
AR Sy — — . 1
/0 22+ 1 2Re(/_oo:c2+1) (19)

iz

Escrevemos f(z) = = notamos que

22 +

€| =e¥ <1 para y > 0. (11)

As singularidades da nossa funcdo f sdo os polos simples z = +i. Em z = i o residuo de

fé .
. el? 1
e portanto,
R .
e*dx e*dz T
— i - )=~ 12
/_Rx2+1+/z2+1 i -res(f,1) = (12)
Cr

onde Cg é o semicirculo superior do circulo |z| = R (R > 1) (Figura 2). Em vista da desi-

gualdade (11), segue-se, como antes, que a segunda integral em (12) tende para zero quando R

/OO e dx oo
L2+l e

A parte real desta integral coincide portanto, com o valor da prépria integral. Entdo, de

tende para o infinito, de modo que

acordo com (10),
/OO cos(z)de _ m
0

2+1 2

Caso 3. Integrais Definidas de Func¢oes Trigonométricas. O método de residuos também ¢é

util no célculo de integrais definidas do tipo

2
/ F(sen(6),cos(0))db, (13)
0
em que F' é um quociente de polindmios de sen(f) e cos(f). Se considerarmos # como argu-
mento de z sobre o circulo unitdrio, temos z = ¢/ e podemos escrever

_ -1 -1
z z 7 cos(&)zz+z
21 2

sen(f) = e dz=ie"df = izdf. (14)
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Assim, a integral (13) passa a representar uma integral de linha de uma func¢do racional de z ao

longo do circulo unitario. Essa integral de linha, por sua vez, pode ser calculada pelo Teorema
dos Residuos, desde que conhecamos os zeros do polindbmio no denominador.

Como exemplo, vamos computar o valor da integral

2w
[:/'__ﬁL_
0

2 +sen(d)

Observe que o denominador do integrando nunca se anula. Em termos de pontos z sobre o
circulo unitario, podemos escrever, de acordo com as férmulas (14),

5 5 z-1 1
- 9) == 2= (22 + 5iz — 2
g hsenl) =gt 7 = (B i)
e
Adz 2dz
[: 2—: . 1\
c 222 +5iz — 2 o (z+2i)(z + 31)
onde C' € o circulo |z| = 1 (Figura 3).
y
X
1

A
2

T-Zi

Figura 3: Curva C'. Fonte: [2], p. 160.

i

5, €0

O tnico ponto singular do integrando, interior a C, € o polo de ordem um, z = —

residuo do integrando nesse ponto € %. Portanto, pelo Teorema dos Residuos,

4
I=2ri-— =

8
—T.
1 3
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