Uma conexao entre polinomios para-ortogonais e polinomios
ortogonais na reta real’
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Resumo. Neste trabalho, apresentamos os polinomios de Szegd, que s@o ortogonais no circulo
unitdrio e, a partir deles, construimos sequéncias especiais de polindmios chamados de para-
ortogonais. Além disso, apresentamos uma conexao entre certos polindmios para-ortogonais

com polindémios ortogonais em [—1, 1] através da transformagdo = = i(zl/ 24 2712,
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Abstract. In this work, it was introduced the Szeg6 polynomials, which are orthogonal on
the unit circle and, from them, it was made many special sequences of polynomials called para-
orthogonal. Besides that, we present a connection between certain para-orthogonal polynomials

with orthogonal polynomials on [—1, 1] by the transformation z = 5(21/ 24 7YY,
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1 Introducao

O estudo dos polindmios ortogonais estd presente em varios ramos da Matemadtica. Por
possuirem uma vasta aplicacdo em diversos tipos de problemas da Matematica Pura e das
Ciéncias Aplicadas, os polindmios ortogonais na reta real foram objeto de estudo de muitos
matematicos famosos, tais como Jacobi, Legendre, Hermite e Laguerre. Tais polindmios pos-
suem muitas propriedades interessantes que sao fundamentais na resolucao de certos problemas
relacionados com Equacdes Diferenciais, Fragdes Continuas e Teoria da Aproximacao, por

exemplo.

Nos tultimos anos, uma classe especial de polindmios ortogonais tem despertado o
interesse de muitos pesquisadores. Dada uma medida positiva di)(z) definida no circulo unitéario
C ={z € C: |z| = 1}, a sequéncia de polindmios ortogonais monicos associados {S5,}> , é

definida por
/Sn(z) S (2) dp(z) = 0, para todo n # m.
c

Estes polindmios sdo também conhecidos como polindmios de Szegd, nome dado em
homenagem ao primeiro matemadtico a estudd-los no inicio do século XX, Gdbor Szeg6. Assim
como os polindmios ortogonais na reta real, os polindmios ortogonais no circulo unitirio podem

ser aplicados a resolu¢do de problemas em diversas areas.

Os polindmios de Szegd satisfazem a relagdo de recorréncia

Sn(2) = 28,-1(2) — @,—15;_1(2), (1)

onde So(z) = 1e Si(z) = 2"5S,(1/2), n > 1. Os coeficientes a,, = —S,41(0), n > 0,
sdo conhecidos como coeficientes de reflexdo ou coeficientes de Verblunsky. Um fato bastante
interessante sobre estes coeficientes é que uma sequéncia de polindmios de Szeg6 e a medida

associada podem ser completamente determinadas pela sequéncia {a, }52 , (ver [8]).

Em 1989, os matematicos W. B. Jones, O. Njastad e W. J. Thron apresentaram em [6] um
estudo dos polindmios
Sp(Wn, 2) = Sp(2) +w, Sk (2) (2)

com |w,| = 1, chamando-os de polindmios para-ortogonais. Neste mesmo trabalho foi provado
que esses polindmios possuem a importante propriedade de que seus zeros sdo todos simples e
estdo no circulo unitdrio C. Desde entdo, tais polindmios t€m sido amplamente estudados. Em
[3], Bracciali et al. apresentaram uma aplica¢do dos polindmios para-ortogonais ao estudo do

problema de anélise de frequéncia.

Neste artigo, consideramos os polindmios de Szegd monicos associados a uma medida

simétrica di e estudamos algumas propriedades das sequéncias de polindmios para-ortogonais



(2). Dois casos especiais considerados neste trabalho sdo w, = 1e w, = —1.

Por fim, usamos a transformacao
Lo

que foi primeiramente estudada por Delsarte e Genin [5], para apresentar uma conexado existente

entre os polindmios para-ortogonais

~Sa(1,2)
1+ 5,(0) "

B Snt1(—1, 2)
(2= 1)1 = Su1a(0))

e certos polindmios ortogonais simétricos no intervalo [—1, 1].

2 Preliminares

Para um entendimento satisfatério do presente trabalho € necessdrio tratarmos inicial-
mente sobre alguns pré-requisitos basicos necessdrios para o estudo dos polindmios ortogo-
nais no circulo unitdrio e para-ortogonais, tais como algumas defini¢des e propriedades dos
polindmios ortogonais na reta real e sequéncias encadeadas positivas. Os resultados desta se¢ao
serdo apresentados sem demonstracao, uma vez que esse ndo € o principal interesse desse artigo.

Contudo, as demonstra¢des podem ser encontradas em [1], [2] e [4].

Seja 1) uma fungdo real definida no intervalo (a,b), —oco < a < b < oo, limitada e
ndo-decrescente. E chamado ponto de aumento de 1 qualquer ponto £ € (a, b) tal que 1) ndo
seja constante no intervalo [£ — €, £ + €], ou seja, (€ + €) — ¥(§ — €) > 0, qualquer que seja
e > 0. Dessa forma, considerando que ) possua infinitos pontos de aumento em (a, b), e se 0s

momentos definidos por
b
pe= [ v G)

existem e sdo finitos para r = 0, 1,2, ..., entdo diy(x) é uma distribuicdo positiva (ou medida
positiva) no intervalo (a,b). Caso diy(z) = w(z)dzr, com w(z) > 0 em (a,b), porém nio
identicamente nula, entdo w(x) é chamada funcdo peso. Se, além disso, os momentos existirem
paratodor = 0, +1, £2,. .., dy)(x) é dita uma distribuicdo forte. No caso onde (a, b) C (0, 00),
di(x) é chamada uma distribuicdo forte de Stieltjes, denotada por SS(a, b).

Se ¢ é uma medida positiva em uma intervalo [—b, b], b > 0, tal que vale a propriedade

() = —dip(—z), € [~b,b]

entdo ¢ ¢ denominada medida simétrica.



Definicao 1. Dizemos que { P,,(x)}2, é uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagdo

a medida di)(x) no intervalo (a,b) se P, possui grau exatamente n e

0, sen #m,

b
(Po, Pm)y = / Po(z) P (x)dip(z) = { “4)

pn >0, sen=m.

Se p, = 1, a sequéncia é chamada de sequéncia de polinomios ortonormais. No caso
onde o coeficiente que acompanha o termo de maior grau do polindmio € igual a 1, o polindmio

€ dito moOnico.

Defini¢do 2. Dada uma sequéncia de niimeros reais {1, }5°,, onde cada i, é definido por (3),

os determinantes de Hankel de ordem n + 1 associados sdo definidos por

Ho M1 - Hn-1
A B ) (5)
Hn—1 Hn -°- Hon—2

E possivel provar que os determinantes de Hankel de ordem n 4 1, n > 0, sdo diferentes
de zero se, e somente se, existe uma tnica sequéncia de polindmios ortogonais { P, (z)}>°, em

(a, b) relativamente a distribuicdo di)(x).

Além disso, dada uma sequéncia de polindmios ortogonais { P, (z)}°,, podemos con-
cluir que { Pj()}_, forma uma base para o espago dos polindmios de grau no méximo n, IP,,,

pois cada polindmio F; possui grau exatamente j.

Dizer que { P, (x)}22, é uma sequéncia de polindmios ortogonais relativamente 2 medida
di no intervalo (a, b) é equivalente a dizer que para todo polindmio 7 € P, de grau exatamente
m,

0, se 0 <m < n,
pn#0, sem=n,

ou ainda,

0, se 0 <m < n,

(&™) = / o7 Py () di(a) = {

pn# 0, sem =n.

Ademais, dadas duas sequéncias de polindmios ortogonais relativamente a mesma me-
dida di) no intervalo (a,b), { P,(x)}22, e {Qn(x)}22,, existe uma sequéncia de nimeros reais
{k;}32, tal que

Py(a) = k; Qi(2), j=0,1,2,...



onde £; € uma constante que depende apenas de j.

Uma das principais propriedades de uma sequéncia de polindmios ortogonais € que eles

satisfazem uma relag@o de recorréncia de trés termos da forma

Pn—i—l(x) = (7n+1x - 6n+1)Pn<$> - an+1Pn—1(x)7 n Z 07 (6)
onde Po(x) =1, P1(x) =0, api1,Bn,m €ER, n>1e
An4+1.n+1 <xPn7 Pn> Yn+1 <Pn> Pn)
n+l — : 0, n+1 = “In ) n+l — 0.
F 0 8 I A 1oy s

Os polindmios ortogonais também possuem algumas propriedades interessantes em re-
lacd@o aos seus zeros. Uma delas € que todas as suas raizes sdo reais, distintas, e estdo contidas
no interior do intervalo de ortogonalidade em que a sequéncia foi definida. Além disso, os zeros
de dois polindmios de graus consecutivos sao entrelagados, ou seja entre dois zeros consecutivos

do polindmio de grau n — 1, P,,_;(x), existe somente um zero do polindémio P, (z).

As demonstracdes destes fatos podem ser encontradas em [1], [2] e [4].

Definicdo 3. Uma sequéncia de niimeros reais {a,}>° | é chamada de sequéncia encadeada

positiva se existe uma sequéncia {gi }52, com0 < gy < 1e0 < g, <1, n > 1, tal que
Qn = (1 _gn—l)gna n=1273....

{9132 € chamada de sequéncia de pardmetros para {a, }2 | e go é o pardmetro inicial.

Observamos que se {P, } é uma sequéncia de polindmios satisfazendo uma relagdo de
recorréncia de trés termos do tipo (6) tal que os coeficientes 3, sdo todos nulos e {«a;, } forma
uma sequéncia encadeada, entdo P,, n > 1, possui todos os seus zeros no intervalo (—1, 1) (ver
Chihara [4], pag. 108).

Definicdo 4. Seja di)(t) uma distribuigdo forte de Stieltjes em (a, b). Dizemos que { B,, ()}, é
uma sequéncia de polindmios L-ortogonais com relagcdo a medida dip(x) em (a, b), onde B,,(t)

€ monico de grau exatamente n, se

0, ses=0,...,.n—1,

/ bt—"+SBn(t)d¢(t) = (7

pn >0, ses=n.

Por possuirem propriedades bastante andlogas as dos polindmios ortogonais na reta real,
os polindmios L-ortogonais sdo, por vezes, chamados de polindmios similares aos ortogonais.
Essa classe especial de polindmios também satisfaz a uma relacdo de recorréncia de trés ter-
mos e suas raizes também sao reais, distintas e estao todas contidas no interior do intervalo de

ortogonalidade em que a sequéncia € definida.

Para mais informagdes sobre os polindmios similares aos ortogonais, ver [2].



3 Polinomios Ortogonais no Circulo Unitario
Tomemos uma medida positiva ¢ no circulo unitdrio C = {z € C : |z| = 1}, isto &, 1 (e*)

¢ uma funcio real, limitada e ndo-decrescente, definida em 0 < ¢ < 27 e com suporte infinito

em C, onde os momentos trigonométricos sdo dados por

27
um:/zmdw(z):/ e M0dap(e?), m =0,41,42,. ... (8)
C 0

Observamos que fi—, = /i,, 0 que decorre do fato de ¥ = e~"’. Além disso, note que

(e induz uma outra medida ¢(4) com suporte em [0, 27] que, por simplicidade, denotaremos
por ¢(6).

Consideremos o funcional linear

o) = [ mange) ©)

A partir da defini¢do do funcional linear £, podemos definir o produto interno

(f.9) = L | f(e")g(e)| = )o@ 0). (10)

0

q
Se tomarmos f(z) = Z apz*,comp,q € Z,p < ge a € C, sabendo que L[2"] = fi_p,
k=p
obtemos

Llf) = £

q q
Zakzk] = Zaku,k. (11)
k=p k=p

Definicao 5. A matriz associada a sequéncia de momentos {1, }*°. definidos em (8), dada por

Mo H—1 0 Hep
=" N I T T (12)
Mn  HUpn—1 - Ho

é chamada matriz de Toeplitz de ordem n. Além disso, o determinante de T,, é conhecido como

determinante de Toeplitz e detonado por A,,, n > 0, com A_; = 1.



Dizemos que o funcional linear £ é positivo-definido quando A, > 0, para todo n =
0,1,2,....Se A, #0,n=0,1,..., L édito quase-definido.

Ademais, dada uma determinada sequéncia { i, }*>°,, de nimeros complexos, dizemos que
a sequéncia é hermitiana sempre que u,, = ji_,, € serd hermitiana positiva-definida se A,, > 0,
n > 0.

Definicao 6. Dado um funcional linear L positivo-definido, uma sequéncia de polindmios

{Sn}2, € dita sequéncia de polindmios ortogonais com relagdo a L, se

(S, S) = L [Sn(z)sm(z)] _ { 0 sen 7 m, (13)

k2 >0, sen=m.

Observamos que

(S, ) = L [Sn(z)m] - { 0 sem =, (14)

kn #0, sen =m,

para todo polindmio 7, de grau m < n, e

(S, 2™ = £ [sn<z>i] _ (15)

Zm

0, sem < n,
Rn #0, sen=m,

paran > 0e 0 < m < n. Observa-se, ainda, que as defini¢des (14) e (15) sao equivalentes e

n

também € possivel demonstrar que, em (15), k,, = A (ver [2)]).

n—1

Definicao 7. Dado um polinémio q,, de grau exatamente n, o reciproco de q,, é o polinémio de

grau no mdximo n

(2) = 2"qu(1/7). (16)

E importante observar que (¢*)* = ¢,,. Assim, é possivel demonstrar também que

Ay /AL, sem =0,
(St 2™) = [Bn-s (17)
0, sem=1,2,...,n,
e
0, sem=20,1,...,n—1,
(Sny Sm) = (18)
AnJA, 4, sem =n.
Os nimeros o, = —S,,1(0) sdo de suma importancia no estudo dos polindémios orto-

gonais no circulo unitério e sdo conhecidos como coeficientes de Verblunsky ou, simplesmente,

coeficientes de reflexao.



Os polindmios de Szegd monicos satisfazem o par de relacdes de recorréncia

Su(2) = 55-1(2) — an12501(2),
Sn(2) = (1 = e 1[*)28n1(2) = @155 (2),
paran > 1, onde Sy(z) = Si(2) = 1 e |a,| < 1, para todon > 0.

A demonstragdo desses fatos podem ser encontradas em [2] ou em [8].

Se substituirmos a equagdo (19) em (20), encontramos a seguinte expressao

Sn(2) = 25,-1(2) — @-15)_1(2).

(19)

(20)

21

As relagdes de recorréncia acima mostram que os polindmios de Szegd monicos sdo com-

pletamente determinados pelos coeficientes de reflexao.

Teorema 1. As raizes dos polinomios de Szegd, S,, n > 1, estdo todas contidas no disco

unitdrio aberto |z| < 1.

Demonstracao: Seja
Sn(z2)=(z—21)(z — 2z2) ... (2 — z),

onde 21, 2o, ..., 2y, n > 1, s30 0s seus zeros. Mostraremos que o resultado € vélido para z;. A

prova para as demais raizes segue de maneira andloga. Assim, dado um polindmio 7 de grau

n — 1 definido como

Sn(z)
m(z) = p—— =(z—29)...(2 — zp),
temos que S, (2) + 217m(2) = zm(2). Como [|S,, + z17||*> = ||z7||?, segue que

(Sp, Sn) + 2(Sn, 21m) + (=17, 297y = (2, 27).

Entao,
15ull? 4 2(Sn, 21m) + | 2a7||? = || 2.

2, segue que

Como (S, z1m) = 0 e ||27||? = L [2727] = L 77| = ||

1Sall* + llzamll* = [l 1%,

Assim, concluimos que
1Sul” = (1 = [2a|*)[|]|>.

Dessa maneira, (1 — |2;]?) > 0 e, portanto, |2 |* < 1.

Para mais informacdes sobre os polindmios de Szegd, ver [8] e [9].



4 Polinomios Ortogonais e Polinomios Para-Ortogonais Reais

Nesta secdo serdao apresentados os chamados polindmios para-ortogonais e suas impor-
tantes propriedades, além do principal resultado do presente trabalho: uma conexdo entre
polindmios para-ortogonais € os polindmios ortogonais na reta real. Os resultados apresentados

aqui podem ser encontrados em [2] e em [7].

4.1 Polinomios Para-Ortogonais

Os polindmios para-ortogonais estdo relacionados com os polindomios de Szegd e possuem
propriedades bastante importantes dentro da Andlise Numérica como, por exemplo, o fato de

seus zeros serem simples e estarem todos contidos no circulo unitdrio.

Consideremos, portanto, a sequéncia de polindmios de Szegd, {5,,}5°,, com relagdo a

uma medida di) definida no circulo unitdrio C = {z € C : |z| = 1}, ou seja,

(Sn, Sm) = /CSn(z)Sm(z)dw(z) =0, sen#m.

Definicao 8. Dizemos que {X,,}°, é uma sequéncia de polindmios para-ortogonais com re-

lagdo a medida ), se X,, é de graun > O e

(X, 1) # 0,
(Xp,2™) = 0, m=1,2,...,n—1,
(X, 2") # 0.

Note que, diferentemente dos polindmios ortogonais, esses polindmios ndo satisfazem
(Xn,1) = 0 e, por essa razdo, sdo chamados de para-ortogonais. Observemos, ainda, que pela
Defini¢do 8, as sequéncias de polindmios de Szegd e de seus reciprocos, {S,}22, e {Sk}o2,,

nao sdo sequéncias de polindmios para-ortogonais.
Definicao 9. Dizemos que um polinomio X é r-invariante se, para k € C, k # 0,
X*(z) =kX(2), VzeC. (22)

A sequéncia { X, }>2, é dita {k,, }-invariante se, para cada n, X,, é k,-invariante.

Consideremos as seguintes fungdes

Sp(wWn, 2) = Sp(2) + w,Sk(2), z,w, €C, n=0,1,2,.... (23)
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Usando as relagdes de ortogonalidade satisfeitas pelas sequéncias {S,}7°, e {S:}22,,
obtemos
/z‘”+s[5n(z) +w,Sk(2)]d(z) =0, s=1,2,...,n—1. (24)
c

O teorema a seguir fornece uma importante caracterizacao dos polindmios para-ortogonais

Kk-invariantes.

Teorema 2. Seja {5, }°°, uma sequéncia de polinémios de Szegd relativamente a medida di).
_w ~ .
Se cp,w, € C, ¢, #0,n >0, com |w,| = 1, e se k, = ¢,—, entdo {c, Sy (wy,2)}, é
c
L o o n . B
uma sequéncia { k,, }°° ,-invariante de polinémios para-ortogonais com relagdo a ) e |k, | = 1,

n > 0.

Demonstracao: Sabemos que o termo independente dos polindmios reciprocos € igual ao
coeficiente que acompanha o termo de maior grau do respectivo polindmio de Szegd, isto &,

S*(0) = 1. Além disso, como @,, = —S,,+1(0), segue que

Sp(Wn, 2) = Sp(2) +wpSi(z) = (2" + ...+ 5.(0) +w,(S,(0)z" + ...+ 1)
= "4+...—apq) tw(—ap 12"+ ...+ 1)
= (1 —wpan_1)z"+ ...+ (W, — Qp1).
Entretanto, como |«,_1| < 1, chegamos a conclus@o que o polindmio S, (w,, z) possui
grau n e, também, S, (w,, z) # 0. Agora, por (23), obtemos
= Culn(Sn(2) + w,S;(2))

= KnCpSp(wy, 2).

E, portanto, concluimos que {¢,, Sy, (wy, 2) }52, é uma sequéncia {x, }°° ,-invariante.

Por fim, para provarmos a para-ortogonalidade basta fazermos o produto interno de S,, (w,,, z)

com 2*, k= 0,1,...,n, e usar as relagdes de ortogonalidade dos polindmios S,, e S. |

Teorema 3. Seja {S, }°, uma sequéncia de polindmios de Szegd relativamente a medida di.

Dada uma sequéncia de polindmios para-ortogonais com relagdo a di, { X, }°°,, entdo

Xn(2) = cpSp(wp,2), 2z€C, n>0, (25)
onde (X0 S (S S,) d
o — ny n _ dn n? n 7 n — _n, 26
O RN TS R s (20)
com X 1
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Além disso, se X,, é também k, -invariante, n > 0, entdo

CnWhy,

e |kn| = 1. (28)

‘wnl = 17 Rn =
n

Demonstracdo: Tomemos o polindmio 7,,(z) = X,,(z) — ¢,5.(2) — d,S:(z), n > 0. Fazendo

o produto interno de 7, por .S,, obtemos, por meio das defini¢des de ¢, e d,,,

<Tn7 Sn> = <Xn - CnSn - dnS:, Sn>
- <Xn7 Sn> - Cn<Sn7 Sn> - dn<S:L7 Sn)

Assim, (T,,,S,) = 0. Através das relagdes de ortogonalidade dos polindmios de Szegd,

segue que

<Tna SO> - <Xn - CnSn - dnS;;a SO>
— <XTL7 SO> - CTL<STL7 SO> - dn<S:LJ SO>
(Xn, 1)

= (Xn,S0) — m@i: So)-

Dessa forma, (T,,, So) = 0. Logo, concluimos que

(Th,Sn) = (Tp, So) =0, n=1,2,.... (29)

Precisamos provar que 7;,, = 0, n > 0. Para n = 0 € imediato. Mostraremos, entao, para

n > 1. Para tanto, expressemos 7,, da seguinte forma

Substituindo a expressdo acima no produto interno (7;,,Sy), n > 1, obtemos por (29),
ag = a, = 0. Em particular, 7 (z) = 0.
Sabendo que X, € um polindmio para-ortogonal, obtemos, para n > 2,

n

<Tn, Z> =0= <Z akS’k(z),z> =0= a1<51, Z> =0=a =0.

k=0

Procedendo desta maneira, concluimos que a; = a3 = ... = a,_1 = 0, e, por con-

seguinte, 7,,(2) = 0, n > 0. Dessa maneira,

Xn(2) = Sn(2) +dpSi(2), n=0,1,2,.... (30)
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Caso ¢, seja nulo, da defini¢do dos para-ortogonais e de (30), temos que d, (S}, z") =
(Xn,2") # 0. Entretanto, isso contradiz a ortogonalidade de S e, assim, chegamos a um

absurdo. Portanto, ¢,, # 0.

De maneira andloga, se d,, for igual a zero, entdo ¢, (S,,1) = (X,,1) # 0. E, assim,

chegamos a mais um absurdo contradizendo a ortogonalidade de S,,. Assim, d,, # 0.

Entao, paran > 0,

X, (2) = e (Sn(z) + —s;;) , z€C.

d
Dessa forma, denotando — = w,,, temos que
C’Vl

Xn(2) = ¢ Sp(wy, 2).

Suponhamos que X, é um polindmio x,-invariante, n > 0. Por (30) e X (z) = ¢,S5%(2)+

d, S, (%), temos que

(dp, — KnCn)Sn(2) + (Cn — Kndy)Si(2) =0

dn _TL . .
Logo, concluimos que k, = — = C—, pelo fato dos polindmios S, (z) e Si(z) serem
c

d
n n
linearmente independentes. Em outras palavras, |c,| = |d,|. [

Os polinémios para-ortogonais .S, (w,, z) podem ainda serem representados de uma outra

forma. Para tanto, partiremos de

Sn(2) = 28,-1(2) — @15 _1(2), 31

obtendo, dessa forma,
Sr(z) =S;_1(2) — ap—125,-1(2). (32)

Substituindo as expressdes (31) e (32) na defini¢do dos polindmios S, (w,,, z), isto é, em

(23), temos que

Su(wn, 2) = 28,-1(2) = @151 (2) +wy, [Sh_1(2) — ano128,-1(2)]
= (1 —wpa,-1)2S,-1(2) + (W, — @p1)S;_1(2)

On "ol ge (2).

= 1 —wpa,— Sn— P
(1 —wpan,_1) |2S,1(2) + T

w,, — Q. 1
Sabendo que |w,| = 1 e denotando 7,, = ——————, temos que
11— WnOn—1
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Wy (1 — W, a0, _1)

Tn —
1— WnOn—1

Assim, concluimos que |7,,| = 1. Utilizando a nossa expressao de S, (w,,, z) na forma

monica obtemos, por fim, a expressao
Sp(Tn, 2) = 2Sn-1(2) + 1Sk _1(2), n=0,1,2,.... (33)

Teorema 4. Seja { X, }°° , uma sequéncia de polindmios para-ortogonais {k,, } 52 ,-invariantes
com relagdo a distribuicdo di. Entdo, os n zeros do polinomio X, n > 1, sdo simples e estdo

todos contidos no circulo unitirioC = {z € C : |z| = 1}.

Demonstracao: Denotemos X,,, n > 1, da seguinte forma

Xp(2)=cot+cz+...+c2", cn #0, ¢ €C, k=0,1,...,n.

Assim,

X (2) =Cz" +¢12" ... + Gy (34)
De inicio, suponhamos que X, é x,,-invariante e, portanto,

X (2) = knXn(2), Kn#0. (35)

n

Pelas duas ultimas expressoes, (34) e (35), observamos que

o= X,(0) = 5, X3(0) = - £ 0, (36)

Consideremos os zeros de mutiplicidade impar de X,,, contadas as suas multiplicidades,
no circulo unitdrio C, denotados por z1, g, . . ., z,,. Caso esses zeros ndo existam, entdo teremos

p = 0. Caso existam, 1 < p < n. Se provarmos que p = n entdo o teorema é demonstrado.

Supondo que y é um zero de X,, que ndo estd contido no circulo unitario, entdo 1/y
também é um zero de X,, que ndo estd em C, pois X,, € x,-invariante. Logo, esses zeros que

ndo estdo no circulo unitdrio acontecem aos pares (y, 1/7).

Sabemos que dada uma raiz de X, no circulo unitério, y, entdo y = 1/7. Por conseguinte,
ha um nimero par de zeros de X, em C que néo pertencem ao conjunto {1, za, . .., T, }. Assim,
os zeros de X,, que ocorrem aos pares, podendo estar ou ndo contidos em C, sdo denotados por

1 1 1

Y, —> Y2, — -5 Ygy —-
A1 Yo yq

Se esses zeros nao existirem, entdo ¢ = 0. Além disso, n = p+ 2q, e, por (36), temos que

y; #Oparaj =1,2,...,q.



14

Seja
(z=m)...(z—xp), sep>1,
1, se p =0,

(z—w1)...(z—yy), seq>1,
1, se q =0,
e R(z) = 29P(2).

De imediato, observamos que

Agora, suponhamos que p < n e, dessa forma, ¢ > 1. Logo,

(X, R) = / X, () B du(2)

_ /CP(Z)Q(Z) (z - y%) (z - yiq) P o)

_ (_1>q z z z yA z
- =L / P(:)Q(2) PL)Q()di(2)
_ V" pg po).

yl .. .yq

Logo, (X,,, R) # 0. Sabemos que grau de R é p+¢q mas as condi¢des de para-ortogonalidade
implicam que seu grau seja igual a n. Assim, chegamos a um absurdo, pois tomamos ¢ > 1, e

portanto, p + ¢ € menor do que p + 2q = n. Assim, devemos ter g =0 e p = n. |

4.2 Polinomios Para-Ortogonais Reais

Daremos inicio ao estudo das sequéncias de polindmios para-ortogonais definidas na reta
real. Para tanto, trabalharemos com medidas simétricas di) definidas em C, isto &, distribui¢des
que satisfazem di)(1/z) = —di(z), ou ainda, de modo equivalente, medidas 1(e?) satis-
fazendo di(e'®™=9) = —dyp(e®), 0 < 0 < 27.

Para medidas simétricas, os momentos trigonométricos definidos em (8) sdo todos reais e,

ainda, p,, = p_,. Por conseguinte, os polindmios de Szegd associados a di) também sio reais.

Definiremos agora duas sequéncias especiais de polindmios para-ortogonais contruidas
no final do século XX pelos matematicos Delsarte e Genin. Para isso, consideraremos duas
sequéncias iniciais de polindmios para-ortogonais que sio obtidas a partir de (23) escolhendo

w, = 1lew, = —1, isto é,
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oo (o)
{Sn(1,2)}nzg e {Sa(=1,2)}0%.
Consideremos os zeros de S,, como sendo 21, 25, . . ., 2,, € observemos que

Su(=1,2) = Sulz) = 5,(2)
Sn(—1,2) = (z—21)(z—22)...(z—2n) — (1 —221)(1 — 229) ... (1 — 2z,).

Por conta disso, z = 1 é raiz de S,,(—1, z) e, dessa forma, o polindbmio € divisivel por
(2 — 1). Podemos, agora, definir as sequéncias de interesse, que sdo duas sequéncias de

polindmios para-ortogonais monicos, {RS)};D;O e {RSLQ)}%OZO, dadas por

Sn(L,2)  Su(2) + Si(2)

R&) = e = 148.00)

n >0, (37)

Sni1(—1,2) o Sa(2) + 8544(2)

TG DA 5m0) G- DI Sm@O) " (38)

Teorema 5. A seguinte relacdo é vdlida

225,_1(2) = RV (2) + (z = DRP,(2), n>1. (39)

n

Demonstracao: Observe que

Sn(2) +53(2) | Sal2) + 55(2)
145,000 (2= 1)(1—S.(0))

RD(2)+ (2 = DR, (2) =

n

Como os coeficientes de reflexdo sdo reais e «v,_; = —5,(0), seque que

Sn(2) +5,(2) | Sul2) + 5,(2)

RI(2) + (2 = 1)RD,(2) =

" nt 1 — (z—1)(1+ 1)
2 *
Assim, o teorema segue imediatamente da relagdo de recorréncia (20). |

oA . 1 2 . . ~ A A
Teorema 6. Os polinomios monicos RY e RY satisfazem as relacoes de recorréncia de trés

termos
RY.\(2) = (2 + DRV (2) — 4dV 2RV | (2), i=1,2, n>1, (40)

com as condigdes iniciais R(()i)(z) =1eRV(z)=z2+1¢

1 1
dyly = 71— an2)(I+an) e dy), = 7)1 —an).
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Demonstracao: Sejam S,(ll)(z) e S,(f)(z) dados por

Sn(2) + S5 (2) ) Sp(2) + S*(2)

(W) = 2\E) T onlZ)g@),y - 2nlZ) T onl2)

I AR N A N “n
(2)

Note que R\ (2) = Si(2) e RP)(2) = —SZT(f )

Para que o teorema seja demonstrado, basta provarmos que os polindmios S,(Ll)(z) e
57(12)(2), n > 1, satisfazem as relagdes
(1 = a)(1 + 1)z, (2),
(14 a2)(1 = au-1) 28,7, (2),

SH(2) = (z+1)SV(z

) )_
SA(z) = (z+1)SP(2) -

—~

onde oy = —1,5"(2) =52(2) =1, 8 (2) =2+ 1e SP(z) = 2 — 1.

Por (19) e (21), obtemos

S (z) = 2208 = a"S”(i)faS“(z) —ozBlE) sy,

que se reduz a
Suhi(2) = 25.(2) + 57 (2).

Mutiplicando e dividindo a expressdo anterior por (1 — a,,_1) chegamos em

(z—ap_12+1—=1)S,(2) (1 —ap1+2z—2)Si(2)
+ .
1— oy 1— oy

Colocando, agora, (z+1) em evidéncia na equagdo acima e usando novamente as relagdes

(19) e (21), ficamos com

(1) _
S = (o) (2
(an-1+ 2)[S7_1(2) — an-125-1(2)]
I Op—1 '
Colocando S,,—1(z) + S;_,(z) em evidéncia, segue que

SO (2) = (2 +1) (M) — (1= am2)(1 + ap_1)z (S”‘I(Z> il 53—1(2)) .

1— oy 1 —aps

Sn(2) + SZ(Z)) _ (A Fan12)[2501(2) = an15,4(2)]

1 - Qp—1

Por fim, por meio da defini¢do de s (z) a primeira relagdo é demonstrada. As condi¢des

iniciais seguem imediatamente e, de modo anélogo, a segunda relagdo ¢ demonstrada. [

Uma caracteristica importante desses polindmios RY ), 1 = 1, 2, reside no fato deles serem

auto-inversiveis, ou seja, satisfazerem

2"RP(1/2) = RY(2). (42)
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Teorema 7. Sdo vdlidas as seguintes relacoes de L-ortogonalidade

/Z"HRg)(z) T db(z) =0, 0<s<n-—1, (43)
I z—1
e
/z‘"*’ng)(z)(z —1)dy(z) =0, 0<s<n-—1. (44)
c

Demonstracao: A demonstracdo da relacdo (44) segue imediatamente de (24) e da defini¢ao
(2)
de Ry’ (2).

Provemos, entdo, a relagdo (43). Para tanto, a partir de (24) obtemos

-1
/z—”+$Rg>(z)Z [dv(z) =0, 1<s<n-—1 (45)
c <z
Tomando o polindmio P, ((2) = (2 — 1)2°7', s =1,2,...,n — 1, ficamos com
/ SR RD () d(z) =0, 1<s<n—1 (46)
c -

Se tomarmos o polindmio P, ,(z) = z + 2""!, entdo a relagdo acima também ser4 valida

para s = n. Da relacdo (45), obtemos

/ SR (2) =2 dy(z) = / S RD(2)
C

I z—1

1
z—1

dp(z)=0, 1<s<n-—1. (47

Agora, fazendo z = 1/z no lado direito da equag@o acima, pelo fato de di) ser uma

) S e A - )1 . L.
medida simétrica e os polindmios Rgﬁ ) serem auto-inversiveis, segue que

z

/ 27[2* + 2" *]RW(2) dip(z) =0, 1<s<n-—1. (48)

C z—1

Basta fazermos s = 1 em 2® + 2"~ ° para obter o polindmio P, ,,. Assim, esses polindmios
formam um conjunto linearmente independente, onde para cada mondmio z°,
s=0,1,...,n — 1, hi uma tnica combinagio linear em que 2° = d\” P, 1(2) + d5 P, o(2) +

...+ 1/2P, ,(z). Logo, de (46) a relagdo (43) é demonstrada. [ |

4.3 Polinomios Ortogonais e Polinomios Para-Ortogonais Reais

Nesta se¢@o, usaremos a transformacgao

r=ux(z) = % (21/2 + 2_1/2) , (49)

para relacionar os polindmios para-ortogonais Rﬁf ), ¢ = 1,2, com os polindmios ortogonais
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dentro do intervalo de ortogonalidade [—1, 1].

E ficil observar que a relagdo (49) também pode ser escrita como = = cos(0/2), 0 < 6 <

27, pelo fato de z = e,

Consideremos a partir de agora duas medidas simétricas no intervalo [—1, 1], di); e diy

satisfazendo

dipo (1) = (1 — 2?)di)y (). (50)

Denotaremos por { PYV*(x)}22,, k = 1,2, a sequéncia de polindmios ortogonais com
relacdo a medida dv;. De posse de uma dessas sequéncias, € possivel obter informagdes sobre
a outra, como por meio da seguinte expressao provinda da formula de Christoffel (ver [9], pag.

29),
—1

P (1)

(1= a)P () = o { PP ()P (@) = PEL(PY (@) (51)

Além disso, € possivel provar que, para cadan > 2,
Py (x) = B () + dn2PY25(x), (52)

onde
LA P @R @) LB (@) dun ()
e = —== : (53)
S (P2 (2))2dapy () S (P2 () 2daps ()

Lema 1. Para cada n > 2, sdo vdlidas as seguintes relacoes

P2
dn—l - an+1

= 54
PR T (54)
e
dyoy — dpy = a2 — all (55)
P11 Y1
atalta
onde dy = ——> i L — a2 —af"
ay’

Demonstraciao: Sabemos que

/ (P2 (2))2diy () = ot 0% oo,

1

Assim, segue que

Y1 Y1 wl w1 P1
dy o= 1%y e dny _ Qpiy
oo = = .
oz:filoz# : 0/5’2041 dna  a¥?

A primeira expressao para dy segue imediatamente da express@o anterior para n = 2.
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Da relagdo de recorréncia de P¥2(), temos que

P @) - PR)
ng—Q(x) = : o2 :

Agora, por (52), obtemos

PY1(x) — P¥2(x)
p1/12 _1n n ‘
n—2 (‘T) dn72

Igualando as duas tltimas expressdes, chegamos em

(€Py2(x) = Py(2))dny = (P{*(2) = PY*(2))al? =

dp— dp_
Pi@) = P(r) - TEPR(@) + SRe P (o)

E, dessa forma,

dy_ dp—
P (z) = (1 — &wf) P (x) + awfofffl(:U), n> 2.

Prosseguindo, agora mais uma vez de (52) e da relagdo de recorréncia de P¥! (z), obtemos

Plty(x) = aPP(x)— api, P (x)
2 v " A3\ pya dn—s s
= x(Pn (x) + dn*QPn72<x)) — Qg 1 - P Pnfl(x) + P ‘rpan(x)
Oénfl Oénfl
_ sz _ v d Oéz-li-l P¢2 d —d Oégl)-li-l P¢2
= Ty (':C) CAR] n—=3""y n71<x> +x n—2 n—=3", an(x)7
Oénfl Oénfl
ou, ainda,
) P2 2 1 ai—lf—l P2 Oéz-li—l P2
Pn-f—l(x)—i_dn*lpn—l(x) = .Z'Pn (l')— Opt1 — dn*3 a¢2 Pn—l(x)+ dp—2 — dn*3 O/M Pn—2(x)
n—1 n—1
que, isolando P,fjl(:z:),
" Wy v Wi\ po
Pﬁl(m) =Py (x)— | iy — dn—3z_2+ Fdpr | P2y (@) + | dpa — dis Zz P2y(x).
n—1 n—1

Assim, por (54), segue que

PL(@) = 2P (@) = (b = dua + dut ) P2, (2).

Dessa forma,

O‘:fil = O‘%A —dp—g +dp_1 = 04:511 - aglﬂ =dp-1 — dy_2,



que, portanto, demonstra (55) paran > 3.

Novamente de (52) para n = 2, obtemos

PV (x) = PY*(2) + doPY* (2) = PP (z) = PV () — dp = 2 — ot = 27 —

Logo,

dy = 04;” — oz;pl,

que equivale a segunda expressao.

20

Oég2 + do.

Por fim, verificaremos que (55) vale para n = 2. Seguindo da maneira como feito anteri-

ormente, temos que

P{*(2) = aPy*(x) — (0 = do + du ) P*(2).

Portanto, > — o = dy — dy.

Agora, consideremos uma sequéncia de nimeros reais {/,,} tal que

al/}12
(ln+1 - 1) = nlz_z (ln—l - 1)a n > 27
7%
Y1
comly=1,(l; — 1) = _20/»;1’ e(ly—1)= agw%
ay’

De posse da sequéncia {/,, }, as seguintes relagdes sdo validas

(ln+1 - 1) _ dn—l n> 9

(ln—l - 1) dn—2’ -

(ln+1 - 1)(ln - 1) = _4dn—17 n Z 1.

De fato,
(anrl - 1) — O‘ﬁiz _ dnfl n>9
(lp—1 — 1) a¥? dp—o’ -

que corresponde a relacdo (57).

A segunda expressdo é facilmente demonstrada por meio de indu¢do matemaética.

tanto, consideremos incialmente n = 1 e chegamos em

U1

20t . astasta
(ly—1)(l1 — 1) = <#> (—2042 ) = 4% =

a7

Suponhamos, agora, que vale paran = k, isto é, (lpy1 — 1)(lx — 1) = —4dj_1.

(56)

(57)

(58)

Para
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Entdo, paran =k + 1,

O‘;ﬁs a;fi?) a}figa;f}m ol
(lk+2 - 1)(lk+1 N 1) — <lk o 1)(lk+1 o 1) = —4 2 dy—1 = —4 (1) 2 o )
Q1 Oky1 X1 Qg -+ Q7
Portanto, (lg1o — 1)(lg11 — 1) = —4d.
Lema 2. Os elementos da sequéncia {1,,} satisfazem
P (4 (J (J P P
(lng1 = 1) 000, -0y (lon —1) 105y -0 (59)
o 2 1 P2’ o ( P P
2 Qg gy - - 2 Qg 1 Qg 3.0
¢ ( ( (i P2 (7
(lonm1 +1)  agp qag, 5...0p° (lon +1)  pag, 1...05° (60)
Y (4 Y1’ Y ¥ (S
2 gy 1Oy - Q' 2 gy 9Qlgy - - Oty

Demonstracao: Inicialmente, usaremos (56) trocando n por 2n. Assim,

( (0 %
(l2ns1 — 1) _ Lot o I 1) — 1 909, I 1) =
T T g e m =g (s — ) =
Qgp, Qop Ngp 2
( ¥ 1 Y ( (0 Y1 Y1 W
_ 1 ag, 90y, -0 0ty (hi—1) = 1 gy 90y, 0 0y 0y (—2)
(61)
Dessa forma,
(lons1—1) _agﬁua%bﬁ oy ay
2 ad2al? .. al?al?

Seguindo de maneira andloga, trocando n por 2n — 1, chegamos em

(lgn — 1) _ _Ogﬁﬂalzpﬁfl - -agjl@zlpl
2 0/2#5710412#573 i 'aém 0/1!}2

Por (58) e (55),
(l2n+1 - 1) (l2n — 1) - —d
2 9 - 2n—1,
e, assim,
(lons1 — 1) don—1 _a;/);—i-l - agﬁﬂ + dap—2

> 12 12 "=t




Da segunda relagdao em (59), obtemos

(lons1 — 1) o 0412#7217104;&573 e O/ib2 (don—2 — OéngL+1)a12Z}r2zfl e O‘;hallpz

) » v » P Y1 ’
2 a2ﬁ+10‘2ﬁ—1 cooagt a2711+1042711—1 coagtart
Por fim,
loni1 1 1= 04121)721710‘;&72173 e O/ih
2 2 RN U1 1

Aop11W¥p 1 --- O

e chegamos na primeira expressao em (60).

A demonstracdo da segunda expressao € feita de modo anélogo.

n > 1.

22

Lema 3. Se di; e dis satisfazem (50), entdo existe uma sequéncia de nimeros reais {1,,} tal

que, para cada n > 1,

1 1
oty = =7l =Dl +1),  apdy = —

; (=Dl +1)

1
dp—1 = _Zan - 1)(ln+1 - 1)

ondely=1el, =1 —20/2#2.

Demonstracao: Por (59) e (60),

b P b
1) = 204”1104”2_1 cayl
( no ) % 9 Y1’
at it sl

v2 o P2 P2 2 P2

o, " 10" ... « a " q1...0
ot D) =225y e (it 1) =25

Dessa maneira, para cadan > 1,

(ly = D)(lpy + 1) = —4a?. |,

(o = Dl + 1) = a2,

Agora, de (58), segue que

1
dn,1 = _Z_l(anrl - 1)(ln — 1), n 2 1.

(62)

(63)
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Da definicdo da sequéncia obtemos, por fim, [g =1el; =1 — 20/2”. |

A seguir, apresentamos algumas relacdes existentes entre os polindmios de Szegd S,
ortogonais com relacdo a uma determinada medida simétrica e os polindmios para-ortogonais
RY ), i = 1,2, com polindmios ortogonais no intervalo [—1, 1] obtidos através da transformagéo
(49).

Teorema 8. (i) Seja ¢ uma medida positiva no circulo unitdrio tal que os polinomios de Szegd

Sp, n >0, sdo reais. Sejam
40 = (1 —apo)(I+an1) >0 e 402, =(1+ap )1 —a), n>1,
e as medidas positivas di), e di, definidas por

din(2(2)) = —dg(z) e din(x(2)) = —(1 - 2%)do(2),

comx(z) = (1/2) (224 2712), cujos suportes estdo contidos em [—1, 1]. Entdo, parai = 1,2,

as sequéncias de polinomios { PV}, definidas por
Pl (z) = (42)"2R)(2), n >0, (64)

sdo sequéncias de polinomios ortogonais monicos com relacdo a medida di; e satisfazem as

relacoes de recorréncia

Pli(z) = xPY () — ali Priy(z), n>1, (65)

com as condi¢des inciais Py (z) = 1 e Pl (z) = x.
(ii) Reciprocamente, sejam di, e diy duas medidas positivas definidas em [—1,1] sa-

tisfazendo (50) e suponhamos que os respectivos polindmios ortogonais ménicos P¥' e PY?

satisfacam a recorréncia (65). Entdo, os coeficientes de reflexdo o, dos polinomios de Szegd,

Sh, associados a medida positiva do(z) = —dip1(x(2)), satisfazem
4o 4a%2
S T e . - S (66)
1- Qp_2 1+ Qp—1

com a_y = 1. Explicitamente, podem ser dados por

P P P2 i Y2 P P
. Qop 1Moy 3.+ Q37" o Qop Qg o+ - Qy” > 6
Qzp-2 =1-2 1 Y1 o e € agp-1=1-2 P11 1 n=>1, (67)
Qon—1Q2p—3--- X3 Qonop g -+ - A

com
R (2) = (42)"2PVi(x(2)), i=1,2. (68)

n
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Demonstracao: Manipulando a relacdo de recorréncia dos polindmios monicos RY )(z) 1=

1,2, de forma a multiplicar ambos os lados da expressio (40) por (4z)~("*1/2, obtemos
(42)" DRI (2) = (2 4+ D(A2)”"ERD () — Ad 2 (42) TR (2),
com R\ (2) = 1 e (42)" V2RV (2) = (42)"2(z + 1).
Da transformacao (49), segue que

(42) 7V (2 +1) = (1/2) (22 + 271?) = 2(2) = =

Além disso, sabemos que (4z) 2R (z) = P¥i(z), e, portanto,

Pfﬂ(m) = xp;f(;,;) - O‘ﬁlpr?il(x)v

com P/ (x) = 1e P}i(z) = x.

Por conseguinte, a relagcdo de recorréncia de trés termos (65) € satisfeita pelos polindmios
Pyi(x) = (42) R (2).

Consideremos, agora, as sequéncias

{o0 =T+ an)/2} e {g* = (1 —an)/2},

e observemos que

1
(1=gnt)gn' = (1= an2) (1 + ) = oy,

1
(1= g2 )gn = 7(1+an1)(1 — o) = o},

Dessa forma, concluimos que {a"; } e {a¥?} sdo sequéncias encadeadas associadas as

sequéncias de parametros {g%'} e {g¥'}, respectivamente. Portanto, os zeros dos polindmios
PYi(z), 4 = 1,2, estdo todos contidos no intervalo (—1, 1) e, pelo Teorema de Favard (ver [4],

pag. 21), PYi(z), i = 1,2, constituem uma sequéncia de polindmios ortogonais.

Tomando di); (x) = —d¢(z), e observando que

[ RPEIE - Do) = [ RO S el

I C z—1 z
— —n+s n(2) ? d
| e ),

onde
(z—1)

z

diﬂQ(Z) =

dg(z) = —(1 — 2*)de(2),
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obtemos as medidas di; € dis.

Agora, para obtermos a segunda parte do item (7¢) do teorema, basta usarmos as equagdes

(60) fazendo l2n_1 = —Q9p—2 € lgn = —0op—1.
Por fim, a primeira parte do item (i7) é obtida por meio de (62) com [,, = —a,_;.
|
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