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Uma conexão entre polinômios para-ortogonais e polinômios
ortogonais na reta real1
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Resumo. Neste trabalho, apresentamos os polinômios de Szegő, que são ortogonais no círculo

unitário e, a partir deles, construímos sequências especiais de polinômios chamados de para-

ortogonais. Além disso, apresentamos uma conexão entre certos polinômios para-ortogonais

com polinômios ortogonais em [−1, 1] através da transformação x =
1

2
(z1/2 + z−1/2).
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Abstract. In this work, it was introduced the Szegő polynomials, which are orthogonal on
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1 Introdução

O estudo dos polinômios ortogonais está presente em vários ramos da Matemática. Por

possuírem uma vasta aplicação em diversos tipos de problemas da Matemática Pura e das

Ciências Aplicadas, os polinômios ortogonais na reta real foram objeto de estudo de muitos

matemáticos famosos, tais como Jacobi, Legendre, Hermite e Laguerre. Tais polinômios pos-

suem muitas propriedades interessantes que são fundamentais na resolução de certos problemas

relacionados com Equações Diferenciais, Frações Contínuas e Teoria da Aproximação, por

exemplo.

Nos últimos anos, uma classe especial de polinômios ortogonais tem despertado o

interesse de muitos pesquisadores. Dada uma medida positiva dψ(z) definida no círculo unitário

C = {z ∈ C : |z| = 1}, a sequência de polinômios ortogonais mônicos associados {Sn}∞n=0 é

definida por ∫
C
Sn(z)Sm(z) dψ(z) = 0, para todo n 6= m.

Estes polinômios são também conhecidos como polinômios de Szegő, nome dado em

homenagem ao primeiro matemático a estudá-los no início do século XX, Gábor Szegő. Assim

como os polinômios ortogonais na reta real, os polinômios ortogonais no círculo unitário podem

ser aplicados à resolução de problemas em diversas áreas.

Os polinômios de Szegő satisfazem a relação de recorrência

Sn(z) = zSn−1(z)− αn−1S∗n−1(z), (1)

onde S0(z) = 1 e S∗n(z) = znSn(1/z̄), n ≥ 1. Os coeficientes αn = −Sn+1(0), n ≥ 0,

são conhecidos como coeficientes de reflexão ou coeficientes de Verblunsky. Um fato bastante

interessante sobre estes coeficientes é que uma sequência de polinômios de Szegő e a medida

associada podem ser completamente determinadas pela sequência {αn}∞n=0 (ver [8]).

Em 1989, os matemáticos W. B. Jones, O. Njåstad e W. J. Thron apresentaram em [6] um

estudo dos polinômios

Sn(wn, z) = Sn(z) + wnS
∗
n(z) (2)

com |wn| = 1, chamando-os de polinômios para-ortogonais. Neste mesmo trabalho foi provado

que esses polinômios possuem a importante propriedade de que seus zeros são todos simples e

estão no círculo unitário C. Desde então, tais polinômios têm sido amplamente estudados. Em

[3], Bracciali et al. apresentaram uma aplicação dos polinômios para-ortogonais ao estudo do

problema de análise de frequência.

Neste artigo, consideramos os polinômios de Szegő mônicos associados a uma medida

simétrica dψ e estudamos algumas propriedades das sequências de polinômios para-ortogonais
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(2). Dois casos especiais considerados neste trabalho são wn = 1 e wn = −1.

Por fim, usamos a transformação

x =
1

2
(z1/2 + z−1/2),

que foi primeiramente estudada por Delsarte e Genin [5], para apresentar uma conexão existente

entre os polinômios para-ortogonais

R(1)
n (z) =

Sn(1, z)

1 + Sn(0)
e R(2)

n (z) =
Sn+1(−1, z)

(z − 1)(1− Sn+1(0))

e certos polinômios ortogonais simétricos no intervalo [−1, 1].

2 Preliminares

Para um entendimento satisfatório do presente trabalho é necessário tratarmos inicial-

mente sobre alguns pré-requisitos básicos necessários para o estudo dos polinômios ortogo-

nais no círculo unitário e para-ortogonais, tais como algumas definições e propriedades dos

polinômios ortogonais na reta real e sequências encadeadas positivas. Os resultados desta seção

serão apresentados sem demonstração, uma vez que esse não é o principal interesse desse artigo.

Contudo, as demonstrações podem ser encontradas em [1], [2] e [4].

Seja ψ uma função real definida no intervalo (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, limitada e

não-decrescente. É chamado ponto de aumento de ψ qualquer ponto ξ ∈ (a, b) tal que ψ não

seja constante no intervalo [ξ − ε, ξ + ε], ou seja, ψ(ξ + ε) − ψ(ξ − ε) > 0, qualquer que seja

ε > 0. Dessa forma, considerando que ψ possua infinitos pontos de aumento em (a, b), e se os

momentos definidos por

µr =

∫ b

a

xrdψ(x) (3)

existem e são finitos para r = 0, 1, 2, . . ., então dψ(x) é uma distribuição positiva (ou medida

positiva) no intervalo (a, b). Caso dψ(x) = w(x)dx, com w(x) > 0 em (a, b), porém não

identicamente nula, então w(x) é chamada função peso. Se, além disso, os momentos existirem

para todo r = 0,±1,±2, . . ., dψ(x) é dita uma distribuição forte. No caso onde (a, b) ⊆ (0,∞),

dψ(x) é chamada uma distribuição forte de Stieltjes, denotada por SS(a, b).

Se ψ é uma medida positiva em uma intervalo [−b, b], b > 0, tal que vale a propriedade

dψ(x) = −dψ(−x), x ∈ [−b, b],

então ψ é denominada medida simétrica.
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Definição 1. Dizemos que {Pn(x)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais com relação

à medida dψ(x) no intervalo (a, b) se Pn possui grau exatamente n e

〈Pn, Pm〉ψ =

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)dψ(x) =

{
0, se n 6= m,

ρn > 0, se n = m.
(4)

Se ρn = 1, a sequência é chamada de sequência de polinômios ortonormais. No caso

onde o coeficiente que acompanha o termo de maior grau do polinômio é igual a 1, o polinômio

é dito mônico.

Definição 2. Dada uma sequência de números reais {µn}∞n=1, onde cada µn é definido por (3),

os determinantes de Hankel de ordem n+ 1 associados são definidos por

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 · · · µn−1

µ1 µ2 · · · µn
...

... . . . ...

µn−1 µn · · · µ2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 0. (5)

É possível provar que os determinantes de Hankel de ordem n + 1, n ≥ 0, são diferentes

de zero se, e somente se, existe uma única sequência de polinômios ortogonais {Pn(x)}∞n=0 em

(a, b) relativamente à distribuição dψ(x).

Além disso, dada uma sequência de polinômios ortogonais {Pn(x)}∞n=0, podemos con-

cluir que {Pj(x)}nj=0 forma uma base para o espaço dos polinômios de grau no máximo n, Pn,

pois cada polinômio Pj possui grau exatamente j.

Dizer que {Pn(x)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais relativamente à medida

dψ no intervalo (a, b) é equivalente a dizer que para todo polinômio π ∈ Pn de grau exatamente

m,

〈π, Pn〉 =

∫ b

a

π(x)Pn(x) dψ(x) =

{
0, se 0 ≤ m < n,

ρ̂n 6= 0, se m = n,

ou ainda,

〈xm, Pn〉 =

∫ b

a

xmPn(x) dψ(x) =

{
0, se 0 ≤ m < n,

ρ̃n 6= 0, se m = n.

Ademais, dadas duas sequências de polinômios ortogonais relativamente à mesma me-

dida dψ no intervalo (a, b), {Pn(x)}∞n=0 e {Qn(x)}∞n=0, existe uma sequência de números reais

{kj}∞j=0 tal que

Pj(x) = kj Qj(x), j = 0, 1, 2, ...,
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onde kj é uma constante que depende apenas de j.

Uma das principais propriedades de uma sequência de polinômios ortogonais é que eles

satisfazem uma relação de recorrência de três termos da forma

Pn+1(x) = (γn+1x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x), n ≥ 0, (6)

onde P0(x) = 1, P−1(x) = 0, αn+1, βn, γn ∈ R, n ≥ 1 e

γn+1 =
an+1,n+1

an,n
6= 0, βn+1 = γn+1

〈xPn, Pn〉
〈Pn, Pn〉

, αn+1 =
γn+1

γn

〈Pn, Pn〉
〈Pn−1, Pn−1〉

6= 0.

Os polinômios ortogonais também possuem algumas propriedades interessantes em re-

lação aos seus zeros. Uma delas é que todas as suas raízes são reais, distintas, e estão contidas

no interior do intervalo de ortogonalidade em que a sequência foi definida. Além disso, os zeros

de dois polinômios de graus consecutivos são entrelaçados, ou seja entre dois zeros consecutivos

do polinômio de grau n− 1, Pn−1(x), existe somente um zero do polinômio Pn(x).

As demonstrações destes fatos podem ser encontradas em [1], [2] e [4].

Definição 3. Uma sequência de números reais {an}∞n=1 é chamada de sequência encadeada

positiva se existe uma sequência {gk}∞k=0, com 0 ≤ g0 < 1 e 0 < gn < 1, n ≥ 1, tal que

an = (1− gn−1)gn, n = 1, 2, 3, . . . .

{gk}∞k=0 é chamada de sequência de parâmetros para {an}∞n=1 e g0 é o parâmetro inicial.

Observamos que se {Pn} é uma sequência de polinômios satisfazendo uma relação de

recorrência de três termos do tipo (6) tal que os coeficientes βn são todos nulos e {αn} forma

uma sequência encadeada, então Pn, n ≥ 1, possui todos os seus zeros no intervalo (−1, 1) (ver

Chihara [4], pág. 108).

Definição 4. Seja dψ(t) uma distribuição forte de Stieltjes em (a, b). Dizemos que {Bn(t)}∞n=0 é

uma sequência de polinômios L-ortogonais com relação à medida dψ(x) em (a, b), onde Bn(t)

é mônico de grau exatamente n, se

∫ b

a

t−n+sBn(t)dψ(t) =

{
0, se s = 0, . . . , n− 1,

ρn > 0, se s = n.
(7)

Por possuírem propriedades bastante análogas às dos polinômios ortogonais na reta real,

os polinômios L-ortogonais são, por vezes, chamados de polinômios similares aos ortogonais.

Essa classe especial de polinômios também satisfaz a uma relação de recorrência de três ter-

mos e suas raízes também são reais, distintas e estão todas contidas no interior do intervalo de

ortogonalidade em que a sequência é definida.

Para mais informações sobre os polinômios similares aos ortogonais, ver [2].



6

3 Polinômios Ortogonais no Círculo Unitário

Tomemos uma medida positiva ψ no círculo unitário C = {z ∈ C : |z| = 1}, isto é, ψ(eiθ)

é uma função real, limitada e não-decrescente, definida em 0 ≤ θ ≤ 2π e com suporte infinito

em C, onde os momentos trigonométricos são dados por

µm =

∫
C
z−mdψ(z) =

∫ 2π

0

e−imθdψ(eiθ), m = 0,±1,±2, . . . . (8)

Observamos que µ−n = µn, o que decorre do fato de einθ = e−inθ. Além disso, note que

ψ(eiθ) induz uma outra medida ψ̃(θ) com suporte em [0, 2π] que, por simplicidade, denotaremos

por ψ(θ).

Consideremos o funcional linear

L[zm] =

∫
C
zmdψ(z). (9)

A partir da definição do funcional linear L, podemos definir o produto interno

〈f, g〉 = L
[
f(eiθ)g(eiθ)

]
=

∫ 2π

0

f(eiθ)g(eiθ)dψ(θ). (10)

Se tomarmos f(z) =

q∑
k=p

akz
k, com p, q ∈ Z, p ≤ q e ak ∈ C, sabendo queL[zm] = µ−m,

obtemos

L[f ] = L

[
q∑

k=p

akz
k

]
=

q∑
k=p

akµ−k. (11)

Definição 5. A matriz associada à sequência de momentos {µn}∞−∞ definidos em (8), dada por

Tn =


µ0 µ−1 · · · µ−n

µ1 µ0 · · · µ−n+1

...
... . . . ...

µn µn−1 · · · µ0

 , n = 0, 1, 2, . . . , (12)

é chamada matriz de Toeplitz de ordem n. Além disso, o determinante de Tn é conhecido como

determinante de Toeplitz e detonado por ∆n, n ≥ 0, com ∆−1 = 1.
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Dizemos que o funcional linear L é positivo-definido quando ∆n > 0, para todo n =

0, 1, 2, . . .. Se ∆n 6= 0, n = 0, 1, . . ., L é dito quase-definido.

Ademais, dada uma determinada sequência {µn}∞−∞ de números complexos, dizemos que

a sequência é hermitiana sempre que µn = µ−n, e será hermitiana positiva-definida se ∆n > 0,

n ≥ 0.

Definição 6. Dado um funcional linear L positivo-definido, uma sequência de polinômios

{Sn}∞n=0 é dita sequência de polinômios ortogonais com relação a L, se

〈Sn, Sm〉 = L
[
Sn(z)Sm(z)

]
=

{
0, se n 6= m,

κ2n > 0, se n = m.
(13)

Observamos que

〈Sn, πm〉 = L
[
Sn(z)πm(z)

]
=

{
0, se m < n,

κ̂n 6= 0, se n = m,
(14)

para todo polinômio πm de grau m ≤ n, e

〈Sn, zm〉 = L
[
Sn(z)

1

zm

]
=

{
0, se m < n,

κ̃n 6= 0, se n = m,
(15)

para n ≥ 0 e 0 ≤ m ≤ n. Observa-se, ainda, que as definições (14) e (15) são equivalentes e

também é possível demonstrar que, em (15), κ̃n =
∆n

∆n−1
(ver [2]).

Definição 7. Dado um polinômio qn de grau exatamente n, o recíproco de qn é o polinômio de

grau no máximo n

q∗n(z) = znqn(1/z). (16)

É importante observar que (q∗n)∗ = qn. Assim, é possível demonstrar também que

〈S∗n, zm〉 =

{
∆n/∆n−1, se m = 0,

0, se m = 1, 2, . . . , n,
(17)

e

〈Sn, Sm〉 =

{
0, se m = 0, 1, . . . , n− 1,

∆n/∆n−1, se m = n.
(18)

Os números αn = −Sn+1(0) são de suma importância no estudo dos polinômios orto-

gonais no círculo unitário e são conhecidos como coeficientes de Verblunsky ou, simplesmente,

coeficientes de reflexão.
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Os polinômios de Szegő mônicos satisfazem o par de relações de recorrência

S∗n(z) = S∗n−1(z)− αn−1zSn−1(z), (19)

Sn(z) = (1− |αn−1|2)zSn−1(z)− αn−1S∗n(z), (20)

para n ≥ 1, onde S0(z) = S∗0(z) = 1 e |αn| < 1, para todo n ≥ 0.

A demonstração desses fatos podem ser encontradas em [2] ou em [8].

Se substituírmos a equação (19) em (20), encontramos a seguinte expressão

Sn(z) = zSn−1(z)− αn−1S∗n−1(z). (21)

As relações de recorrência acima mostram que os polinômios de Szegő mônicos são com-

pletamente determinados pelos coeficientes de reflexão.

Teorema 1. As raízes dos polinômios de Szegő, Sn, n ≥ 1, estão todas contidas no disco

unitário aberto |z| < 1.

Demonstração: Seja

Sn(z) = (z − z1)(z − z2) . . . (z − zn),

onde z1, z2, . . . , zn, n ≥ 1, são os seus zeros. Mostraremos que o resultado é válido para z1. A

prova para as demais raízes segue de maneira análoga. Assim, dado um polinômio π de grau

n− 1 definido como

π(z) =
Sn(z)

z − z1
= (z − z2) . . . (z − zn),

temos que Sn(z) + z1π(z) = zπ(z). Como ‖Sn + z1π‖2 = ‖zπ‖2, segue que

〈Sn, Sn〉+ 2〈Sn, z1π〉+ 〈z1π, z1π〉 = 〈zπ, zπ〉.

Então,

‖Sn‖2 + 2〈Sn, z1π〉+ ‖z1π‖2 = ‖zπ‖2.

Como 〈Sn, z1π〉 = 0 e ‖zπ‖2 = L [zπzπ] = L [ππ] = ‖π‖2, segue que

‖Sn‖2 + ‖z1π‖2 = ‖π‖2.

Assim, concluímos que

‖Sn‖2 = (1− |z1|2)‖π‖2.

Dessa maneira, (1− |z1|2) > 0 e, portanto, |z1|2 < 1. �

Para mais informações sobre os polinômios de Szegő, ver [8] e [9].
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4 Polinômios Ortogonais e Polinômios Para-Ortogonais Reais

Nesta seção serão apresentados os chamados polinômios para-ortogonais e suas impor-

tantes propriedades, além do principal resultado do presente trabalho: uma conexão entre

polinômios para-ortogonais e os polinômios ortogonais na reta real. Os resultados apresentados

aqui podem ser encontrados em [2] e em [7].

4.1 Polinômios Para-Ortogonais

Os polinômios para-ortogonais estão relacionados com os polinômios de Szegő e possuem

propriedades bastante importantes dentro da Análise Numérica como, por exemplo, o fato de

seus zeros serem simples e estarem todos contidos no círculo unitário.

Consideremos, portanto, a sequência de polinômios de Szegő, {Sn}∞n=0, com relação a

uma medida dψ definida no círculo unitário C = {z ∈ C : |z| = 1}, ou seja,

〈Sn, Sm〉 =

∫
C
Sn(z)Sm(z)dψ(z) = 0, se n 6= m.

Definição 8. Dizemos que {Xn}∞n=0 é uma sequência de polinômios para-ortogonais com re-

lação à medida ψ, se Xn é de grau n ≥ 0 e

〈Xn, 1〉 6= 0,

〈Xn, z
m〉 = 0, m = 1, 2, . . . , n− 1,

〈Xn, z
n〉 6= 0.

Note que, diferentemente dos polinômios ortogonais, esses polinômios não satisfazem

〈Xn, 1〉 = 0 e, por essa razão, são chamados de para-ortogonais. Observemos, ainda, que pela

Definição 8, as sequências de polinômios de Szegő e de seus recíprocos, {Sn}∞n=0 e {S∗n}∞n=0,

não são sequências de polinômios para-ortogonais.

Definição 9. Dizemos que um polinômio X é κ-invariante se, para κ ∈ C, κ 6= 0,

X∗(z) = κX(z), ∀ z ∈ C. (22)

A sequência {Xn}∞n=0 é dita {κn}-invariante se, para cada n, Xn é κn-invariante.

Consideremos as seguintes funções

Sn(wn, z) = Sn(z) + wnS
∗
n(z), z, wn ∈ C, n = 0, 1, 2, . . . . (23)



10

Usando as relações de ortogonalidade satisfeitas pelas sequências {Sn}∞n=0 e {S∗n}∞n=0,

obtemos ∫
C
z−n+s[Sn(z) + wnS

∗
n(z)]dψ(z) = 0, s = 1, 2, . . . , n− 1. (24)

O teorema a seguir fornece uma importante caracterização dos polinômios para-ortogonais

κ-invariantes.

Teorema 2. Seja {Sn}∞n=0 uma sequência de polinômios de Szegő relativamente à medida dψ.

Se cn, wn ∈ C, cn 6= 0, n ≥ 0, com |wn| = 1, e se κn = cn
wn
cn

, então {cnSn(wn, z)}∞n=0 é

uma sequência {κn}∞n=0-invariante de polinômios para-ortogonais com relação a ψ e |κn| = 1,

n ≥ 0.

Demonstração: Sabemos que o termo independente dos polinômios recíprocos é igual ao

coeficiente que acompanha o termo de maior grau do respectivo polinômio de Szegő, isto é,

S∗n(0) = 1. Além disso, como αn = −Sn+1(0), segue que

Sn(wn, z) = Sn(z) + wnS
∗
n(z) = (zn + . . .+ Sn(0)) + wn(Sn(0)zn + . . .+ 1)

= (zn + . . .− αn−1) + wn(−αn−1zn + . . .+ 1)

= (1− wnαn−1)zn + . . .+ (wn − αn−1).

Entretanto, como |αn−1| < 1, chegamos à conclusão que o polinômio Sn(wn, z) possui

grau n e, também, Sn(wn, z) 6= 0. Agora, por (23), obtemos

(cnSn(wn, z))
∗ = cn(S∗n(z) + wnSn(z))

= cnwn(Sn(z) + wnS
∗
n(z))

= κncnSn(wn, z).

E, portanto, concluímos que {cnSn(wn, z)}∞n=0 é uma sequência {κn}∞n=0-invariante.

Por fim, para provarmos a para-ortogonalidade basta fazermos o produto interno de Sn(wn, z)

com zk, k = 0, 1, . . . , n, e usar as relações de ortogonalidade dos polinômios Sn e S∗n. �

Teorema 3. Seja {Sn}∞n=0 uma sequência de polinômios de Szegő relativamente à medida dψ.

Dada uma sequência de polinômios para-ortogonais com relação a dψ, {Xn}∞n=0, então

Xn(z) = cnSn(wn, z), z ∈ C, n ≥ 0, (25)

onde

cn =
〈Xn, Sn〉
〈Sn, Sn〉

− dn
〈S∗n, Sn〉
〈Sn, Sn〉

6= 0, e wn =
dn
cn
, (26)

com

dn =
〈Xn, 1〉
〈S∗n, 1〉

6= 0. (27)



11

Além disso, se Xn é também κn-invariante, n ≥ 0, então

|wn| = 1, κn =
cnwn
cn

e |κn| = 1. (28)

Demonstração: Tomemos o polinômio Tn(z) = Xn(z)− cnSn(z)− dnS∗n(z), n ≥ 0. Fazendo

o produto interno de Tn por Sn obtemos, por meio das definições de cn e dn,

〈Tn, Sn〉 = 〈Xn − cnSn − dnS∗n, Sn〉

= 〈Xn, Sn〉 − cn〈Sn, Sn〉 − dn〈S∗n, Sn〉

= 〈Xn, Sn〉 − 〈Xn, Sn〉+ dn〈S∗n, Sn〉 − dn〈S∗n, Sn〉.

Assim, 〈Tn, Sn〉 = 0. Através das relações de ortogonalidade dos polinômios de Szegő,

segue que

〈Tn, S0〉 = 〈Xn − cnSn − dnS∗n, S0〉

= 〈Xn, S0〉 − cn〈Sn, S0〉 − dn〈S∗n, S0〉

= 〈Xn, S0〉 −
〈Xn, 1〉
〈S∗n, 1〉

〈S∗n, S0〉.

Dessa forma, 〈Tn, S0〉 = 0. Logo, concluímos que

〈Tn, Sn〉 = 〈Tn, S0〉 = 0, n = 1, 2, . . . . (29)

Precisamos provar que Tn ≡ 0, n ≥ 0. Para n = 0 é imediato. Mostraremos, então, para

n ≥ 1. Para tanto, expressemos Tn da seguinte forma

Tn(z) =
n∑
k=0

akSk(z), ak ∈ C.

Substituindo a expressão acima no produto interno 〈Tn, S0〉, n ≥ 1, obtemos por (29),

a0 = an = 0. Em particular, T1(z) = 0.

Sabendo que Xn é um polinômio para-ortogonal, obtemos, para n ≥ 2,

〈Tn, z〉 = 0⇒

〈
n∑
k=0

akSk(z), z

〉
= 0⇒ a1〈S1, z〉 = 0⇒ a1 = 0.

Procedendo desta maneira, concluímos que a1 = a2 = . . . = an−1 = 0, e, por con-

seguinte, Tn(z) ≡ 0, n ≥ 0. Dessa maneira,

Xn(z) = cnSn(z) + dnS
∗
n(z), n = 0, 1, 2, . . . . (30)
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Caso cn seja nulo, da definição dos para-ortogonais e de (30), temos que dn〈S∗n, zn〉 =

〈Xn, z
n〉 6= 0. Entretanto, isso contradiz a ortogonalidade de S∗n e, assim, chegamos a um

absurdo. Portanto, cn 6= 0.

De maneira análoga, se dn for igual a zero, então cn〈Sn, 1〉 = 〈Xn, 1〉 6= 0. E, assim,

chegamos a mais um absurdo contradizendo a ortogonalidade de Sn. Assim, dn 6= 0.

Então, para n ≥ 0,

Xn(z) = cn

(
Sn(z) +

dn
cn
S∗n

)
, z ∈ C.

Dessa forma, denotando
dn
cn

= wn, temos que

Xn(z) = cnSn(wn, z).

Suponhamos queXn é um polinômio κn-invariante, n ≥ 0. Por (30) eX∗n(z) = cnS
∗
n(z)+

dnSn(z), temos que

(dn − κncn)Sn(z) + (cn − κndn)S∗n(z) = 0.

Logo, concluímos que κn =
dn
cn

=
cn
dn

, pelo fato dos polinômios Sn(z) e S∗n(z) serem

linearmente independentes. Em outras palavras, |cn| = |dn|. �

Os polinômios para-ortogonais Sn(wn, z) podem ainda serem representados de uma outra

forma. Para tanto, partiremos de

Sn(z) = zSn−1(z)− αn−1S∗n−1(z), (31)

obtendo, dessa forma,

S∗n(z) = S∗n−1(z)− αn−1zSn−1(z). (32)

Substituindo as expressões (31) e (32) na definição dos polinômios Sn(wn, z), isto é, em

(23), temos que

Sn(wn, z) = zSn−1(z)− αn−1S∗n−1(z) + wn
[
S∗n−1(z)− αn−1zSn−1(z)

]
= (1− wnαn−1)zSn−1(z) + (wn − αn−1)S∗n−1(z)

= (1− wnαn−1)
[
zSn−1(z) +

wn − αn−1
1− wnαn−1

]
S∗n−1(z).

Sabendo que |wn| = 1 e denotando τn =
wn − αn−1
1− wnαn−1

, temos que
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τn =
wn(1− wnαn−1)

1− wnαn−1
.

Assim, concluímos que |τn| = 1. Utilizando a nossa expressão de Sn(wn, z) na forma

mônica obtemos, por fim, a expressão

Sn(τn, z) = zSn−1(z) + τnS
∗
n−1(z), n = 0, 1, 2, . . . . (33)

Teorema 4. Seja {Xn}∞n=0 uma sequência de polinômios para-ortogonais {κn}∞n=0-invariantes

com relação à distribuição dψ. Então, os n zeros do polinômio Xn, n ≥ 1, são simples e estão

todos contidos no círculo unitário C = {z ∈ C : |z| = 1}.

Demonstração: Denotemos Xn, n ≥ 1, da seguinte forma

Xn(z) = c0 + c1z + . . .+ cnz
n, cn 6= 0, ck ∈ C, k = 0, 1, . . . , n.

Assim,

X∗n(z) = c0z
n + c1z

n−1 + . . .+ cn. (34)

De início, suponhamos que Xn é κn-invariante e, portanto,

X∗n(z) = κnXn(z), κn 6= 0. (35)

Pelas duas últimas expressões, (34) e (35), observamos que

c0 = Xn(0) = κ−1n X∗n(0) =
cn
κn
6= 0. (36)

Consideremos os zeros de mutiplicidade ímpar de Xn, contadas as suas multiplicidades,

no círculo unitário C, denotados por x1, x2, . . . , xp. Caso esses zeros não existam, então teremos

p = 0. Caso existam, 1 ≤ p ≤ n. Se provarmos que p = n então o teorema é demonstrado.

Supondo que y é um zero de Xn que não está contido no círculo unitário, então 1/y

também é um zero de Xn que não está em C, pois Xn é κn-invariante. Logo, esses zeros que

não estão no círculo unitário acontecem aos pares (y, 1/y).

Sabemos que dada uma raíz deXn no círculo unitário, y, então y = 1/y. Por conseguinte,

há um número par de zeros deXn em C que não pertencem ao conjunto {x1, x2, . . . , xp}. Assim,

os zeros de Xn que ocorrem aos pares, podendo estar ou não contidos em C, são denotados por

y1,
1

y1
, y2,

1

y2
, . . . , yq,

1

yq
.

Se esses zeros não existirem, então q = 0. Além disso, n = p+ 2q, e, por (36), temos que

yj 6= 0 para j = 1, 2, . . . , q.



14

Seja

P (z) =

{
(z − x1) . . . (z − xp), se p ≥ 1,

1, se p = 0,

Q(z) =

{
(z − y1) . . . (z − yq), se q ≥ 1,

1, se q = 0,

e R(z) = zqP (z).

De imediato, observamos que

Xn(z) = P (z)Q(z)

(
z − 1

y1

)
. . .

(
z − 1

yq

)
.

Agora, suponhamos que p < n e, dessa forma, q ≥ 1. Logo,

〈Xn, R〉 =

∫
C
Xn(z)R(z)dψ(z)

=

∫
C
P (z)Q(z)

(
z − 1

y1

)
. . .

(
z − 1

yq

)
P (z)

1

zq
dψ(z)

=
(−1)q

y1 . . . yq

∫
C
P (z)Q(z)P (z)Q(z)dψ(z)

=
(−1)q

y1 . . . yq
〈PQ,PQ〉.

Logo, 〈Xn, R〉 6= 0. Sabemos que grau deR é p+q mas as condições de para-ortogonalidade

implicam que seu grau seja igual a n. Assim, chegamos a um absurdo, pois tomamos q ≥ 1, e

portanto, p+ q é menor do que p+ 2q = n. Assim, devemos ter q = 0 e p = n. �

4.2 Polinômios Para-Ortogonais Reais

Daremos início ao estudo das sequências de polinômios para-ortogonais definidas na reta

real. Para tanto, trabalharemos com medidas simétricas dψ definidas em C, isto é, distribuições

que satisfazem dψ(1/z) = −dψ(z), ou ainda, de modo equivalente, medidas ψ(eiθ) satis-

fazendo dψ(ei(2π−θ)) = −dψ(eiθ), 0 ≤ θ ≤ 2π.

Para medidas simétricas, os momentos trigonométricos definidos em (8) são todos reais e,

ainda, µn = µ−n. Por conseguinte, os polinômios de Szegő associados a dψ também são reais.

Definiremos agora duas sequências especiais de polinômios para-ortogonais contruídas

no final do século XX pelos matemáticos Delsarte e Genin. Para isso, consideraremos duas

sequências iniciais de polinômios para-ortogonais que são obtidas a partir de (23) escolhendo

wn = 1 e wn = −1, isto é,
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{Sn(1, z)}∞n=0 e {Sn(−1, z)}∞n=0.

Consideremos os zeros de Sn como sendo z1, z2, . . . , zn, e observemos que

Sn(−1, z) = Sn(z)− S∗n(z)

Sn(−1, z) = (z − z1)(z − z2) . . . (z − zn)− (1− zz1)(1− zz2) . . . (1− zzn).

Por conta disso, z = 1 é raíz de Sn(−1, z) e, dessa forma, o polinômio é divisível por

(z − 1). Podemos, agora, definir as sequências de interesse, que são duas sequências de

polinômios para-ortogonais mônicos, {R(1)
n }∞n=0 e {R(2)

n }∞n=0, dadas por

R(1)
n (z) =

Sn(1, z)

1 + Sn(0)
=
Sn(z) + S∗n(z)

1 + Sn(0)
, n ≥ 0, (37)

e

R(2)
n (z) =

Sn+1(−1, z)

(z − 1)(1− Sn+1(0))
=

Sn+1(z) + S∗n+1(z)

(z − 1)(1− Sn+1(0))
, n ≥ 0. (38)

Teorema 5. A seguinte relação é válida

2zSn−1(z) = R(1)
n (z) + (z − 1)R

(2)
n−1(z), n ≥ 1. (39)

Demonstração: Observe que

R(1)
n (z) + (z − 1)R

(2)
n−1(z) =

Sn(z) + S∗n(z)

1 + Sn(0)
+

Sn(z) + S∗n(z)

(z − 1)(1− Sn(0))
.

Como os coeficientes de reflexão são reais e αn−1 = −Sn(0), seque que

R(1)
n (z) + (z − 1)R

(2)
n−1(z) =

Sn(z) + S∗n(z)

1− αn−1
+

Sn(z) + S∗n(z)

(z − 1)(1 + αn−1)

=
2

1− α2
n−1

(Sn(z) + αn−1S
∗
n(z)).

Assim, o teorema segue imediatamente da relação de recorrência (20). �

Teorema 6. Os polinômios mônicos R(1)
n e R(2)

n satisfazem às relações de recorrência de três

termos

R
(i)
n+1(z) = (z + 1)R(i)

n (z)− 4d
(i)
n+1zR

(i)
n−1(z), i = 1, 2, n ≥ 1, (40)

com as condições iniciais R(i)
0 (z) = 1 e R(i)

1 (z) = z + 1, e

d
(1)
n+1 =

1

4
(1− αn−2)(1 + αn−1) e d

(2)
n+1 =

1

4
(1 + αn−1)(1− αn).
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Demonstração: Sejam S
(1)
n (z) e S(2)

n (z) dados por

S(1)
n (z) =

Sn(z) + S∗n(z)

1 + Sn(0)
e S(2)

n (z) =
Sn(z) + S∗n(z)

1− Sn(0)
. (41)

Note que R(1)
n (z) = S

(1)
n (z) e R(2)

n (z) =
S
(2)
n+1(z)

z − 1
.

Para que o teorema seja demonstrado, basta provarmos que os polinômios S(1)
n (z) e

S
(2)
n (z), n ≥ 1, satisfazem às relações

S
(1)
n+1(z) = (z + 1)S(1)

n (z)− (1− αn−2)(1 + αn−1)zS
(1)
n−1(z),

S
(2)
n+1(z) = (z + 1)S(2)

n (z)− (1 + αn−2)(1− αn−1)zS(2)
n−1(z),

onde α−1 = −1, S(1)
0 (z) = S

(2)
0 (z) = 1, S(1)

1 (z) = z + 1 e S(2)
1 (z) = z − 1.

Por (19) e (21), obtemos

S
(1)
n+1(z) =

zSn(z)− αnS∗n(z) + S∗n(z)− αnzSn(z)

1− αn
, n ≥ 0,

que se reduz a

S
(1)
n+1(z) = zSn(z) + S∗n(z).

Mutiplicando e dividindo a expressão anterior por (1− αn−1) chegamos em

S
(1)
n+1(z) =

(z − αn−1z + 1− 1)Sn(z)

1− αn−1
+

(1− αn−1 + z − z)S∗n(z)

1− αn−1
.

Colocando, agora, (z+1) em evidência na equação acima e usando novamente as relações

(19) e (21), ficamos com

S
(1)
n+1(z) = (z + 1)

(
Sn(z) + S∗n(z)

1− αn−1

)
−

(1 + αn+1z)[zSn−1(z)− αn−1S∗n−1(z)]

1− αn−1

−
(αn−1 + z)[S∗n−1(z)− αn−1zSn−1(z)]

1− αn−1
.

Colocando Sn−1(z) + S∗n−1(z) em evidência, segue que

S
(1)
n+1(z) = (z + 1)

(
Sn(z) + S∗n(z)

1− αn−1

)
− (1− αn−2)(1 + αn−1)z

(
Sn−1(z) + S∗n−1(z)

1− αn−2

)
.

Por fim, por meio da definição de S(1)
n (z) a primeira relação é demonstrada. As condições

iniciais seguem imediatamente e, de modo análogo, a segunda relação é demonstrada. �

Uma característica importante desses polinômiosR(i)
n , i = 1, 2, reside no fato deles serem

auto-inversíveis, ou seja, satisfazerem

znR(i)
n (1/z) = R(i)

n (z). (42)
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Teorema 7. São válidas as seguintes relações de L-ortogonalidade∫
C
z−n+sR(1)

n (z)
z

z − 1
dψ(z) = 0, 0 ≤ s ≤ n− 1, (43)

e ∫
C
z−n+sR(2)

n (z)(z − 1)dψ(z) = 0, 0 ≤ s ≤ n− 1. (44)

Demonstração: A demonstração da relação (44) segue imediatamente de (24) e da definição

de R(2)
n (z).

Provemos, então, a relação (43). Para tanto, a partir de (24) obtemos∫
C
z−n+sR(1)

n (z)
z − 1

z − 1
dψ(z) = 0, 1 ≤ s ≤ n− 1. (45)

Tomando o polinômio Pn,s(z) = (z − 1)zs−1, s = 1, 2, . . . , n− 1, ficamos com∫
C
z−nPn,s(z)R(1)

n (z)
z

z − 1
dψ(z) = 0, 1 ≤ s ≤ n− 1. (46)

Se tomarmos o polinômio Pn,n(z) = z + zn+1, então a relação acima também será válida

para s = n. Da relação (45), obtemos∫
C
z−n+sR(1)

n (z)
z

z − 1
dψ(z) =

∫
C
z−n+sR(1)

n (z)
1

z − 1
dψ(z) = 0, 1 ≤ s ≤ n− 1. (47)

Agora, fazendo z = 1/z no lado direito da equação acima, pelo fato de dψ ser uma

medida simétrica e os polinômios R(ψ,1)
n serem auto-inversíveis, segue que∫

C
z−n[zs + zn−s]R(1)

n (z)
z

z − 1
dψ(z) = 0, 1 ≤ s ≤ n− 1. (48)

Basta fazermos s = 1 em zs+zn−s para obter o polinômio Pn,n. Assim, esses polinômios

formam um conjunto linearmente independente, onde para cada monômio zs,

s = 0, 1, . . . , n − 1, há uma única combinação linear em que zs = d
(s)
1 Pn,1(z) + d

(s)
2 Pn,2(z) +

. . .+ 1/2Pn,n(z). Logo, de (46) a relação (43) é demonstrada. �

4.3 Polinômios Ortogonais e Polinômios Para-Ortogonais Reais

Nesta seção, usaremos a transformação

x = x(z) =
1

2

(
z1/2 + z−1/2

)
, (49)

para relacionar os polinômios para-ortogonais R(i)
n , i = 1, 2, com os polinômios ortogonais
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dentro do intervalo de ortogonalidade [−1, 1].

É fácil observar que a relação (49) também pode ser escrita como x = cos(θ/2), 0 ≤ θ ≤
2π, pelo fato de z = eiθ.

Consideremos a partir de agora duas medidas simétricas no intervalo [−1, 1], dψ1 e dψ2

satisfazendo

dψ2(x) = (1− x2)dψ1(x). (50)

Denotaremos por {Pψk
n (x)}∞n=0, k = 1, 2, a sequência de polinômios ortogonais com

relação à medida dψk. De posse de uma dessas sequências, é possível obter informações sobre

a outra, como por meio da seguinte expressão provinda da fórmula de Christoffel (ver [9], pág.

29),

(1− x2)Pψ2
n (x) =

−1

Pψ1
n (1)

{
Pψ1
n (1)Pψ1

n+2(x)− Pψ1

n+2(1)Pψ1
n (x)

}
. (51)

Além disso, é possível provar que, para cada n ≥ 2,

Pψ1
n (x) = Pψ2

n (x) + dn−2P
ψ2

n−2(x), (52)

onde

dn−2 =

∫ 1

−1 P
ψ1
n (x)Pψ2

n−2(x)dψ2(x)∫ 1

−1(P
ψ2

n−2(x))2dψ2(x)
= −

∫ 1

−1(P
ψ1
n (x))2dψ1(x)∫ 1

−1(P
ψ2

n−2(x))2dψ2(x)
. (53)

Lema 1. Para cada n ≥ 2, são válidas as seguintes relações

dn−1
dn−2

=
αψ2

n+1

αψ1
n

, (54)

e

dn−1 − dn−2 = αψ2

n+1 − α
ψ1

n+1, (55)

onde d0 = −α
ψ1

3 α
ψ1

2 α
ψ1

1

αψ2

1

= αψ2

2 − α
ψ1

2 .

Demonstração: Sabemos que∫ 1

−1
(Pψk

n (x))2dψk(x) = αψk
n+1α

ψk
n . . . αψk

2 αψk
1 .

Assim, segue que

dn−2 = −
αψ1

n+1α
ψ1
n . . . αψ1

2 α
ψ1

1

αψ2

n+1α
ψ2
n . . . αψ2

2 α
ψ2

1

e
dn−1
dn−2

=
αψ1

n+2

αψ2
n

.

A primeira expressão para d0 segue imediatamente da expressão anterior para n = 2.
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Da relação de recorrência de Pψ2
n (x), temos que

Pψ2

n−2(x) =
xPψ2

n−1(x)− Pψ2
n (x)

αψ2
n

.

Agora, por (52), obtemos

Pψ2

n−2(x) =
Pψ1
n (x)− Pψ2

n (x)

dn−2
.

Igualando as duas últimas expressões, chegamos em

(xPψ2

n−1(x)− Pψ2
n (x))dn−2 = (Pψ1

n (x)− Pψ2
n (x))αψ2

n ⇒

Pψ1
n (x) = Pψ2

n (x)− dn−2

αψ2
n

Pψ2
n (x) +

dn−2

αψ2
n

xPψ2

n−1(x).

E, dessa forma,

Pψ1
n (x) =

(
1− dn−2

αψ2
n

)
Pψ2
n (x) +

dn−2

αψ2
n

xPψ2

n−1(x), n ≥ 2.

Prosseguindo, agora mais uma vez de (52) e da relação de recorrência de Pψ1
n (x), obtemos

Pψ1

n+1(x) = xPψ1
n (x)− αψ1

n+1P
ψ1

n−1(x)

= x(Pψ2
n (x) + dn−2P

ψ2

n−2(x))− αψ1

n+1

[(
1− dn−3

αψ2

n−1

)
Pψ2

n−1(x) +
dn−3

αψ2

n−1
xPψ2

n−2(x)

]

= xPψ2
n (x)−

(
αψ1

n+1 − dn−3
αψ1

n+1

αψ2

n−1

)
Pψ2

n−1(x) + x

(
dn−2 − dn−3

αψ1

n+1

αψ2

n−1

)
Pψ2

n−2(x),

ou, ainda,

Pψ2

n+1(x)+dn−1P
ψ2

n−1(x) = xPψ2
n (x)−

(
αψ1

n+1 − dn−3
αψ1

n+1

αψ2

n−1

)
Pψ2

n−1(x)+

(
dn−2 − dn−3

αψ1

n+1

αψ2

n−1

)
Pψ2

n−2(x)

que, isolando Pψ2

n+1(x),

Pψ2

n+1(x) = xPψ2
n (x)−

(
αψ1

n+1 − dn−3
αψ1

n+1

αψ2

n−1
+ dn−1

)
Pψ2

n−1(x)+

(
dn−2 − dn−3

αψ1

n+1

αψ2

n−1

)
Pψ2

n−2(x).

Assim, por (54), segue que

Pψ2

n+1(x) = xPψ2
n (x)−

(
αψ1

n+1 − dn−2 + dn−1

)
Pψ2

n−1(x).

Dessa forma,

αψ2

n+1 = αψ1

n+1 − dn−2 + dn−1 ⇒ αψ2

n+1 − α
ψ1

n+1 = dn−1 − dn−2,
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que, portanto, demonstra (55) para n ≥ 3.

Novamente de (52) para n = 2, obtemos

Pψ1

2 (x) = Pψ2

2 (x) + d0P
ψ2

0 (x)⇒ Pψ1

2 (x) = Pψ2

2 (x)− d0 ⇒ x2 − αψ1

2 = x2 − αψ2

2 + d0.

Logo,

d0 = αψ2

2 − α
ψ1

2 ,

que equivale à segunda expressão.

Por fim, verificaremos que (55) vale para n = 2. Seguindo da maneira como feito anteri-

ormente, temos que

Pψ2

3 (x) = xPψ2

2 (x)−
(
αψ1

3 − d0 + d1

)
Pψ2

0 (x).

Portanto, αψ2

3 − α
ψ1

3 = d1 − d0. �

Agora, consideremos uma sequência de números reais {ln} tal que

(ln+1 − 1) =
αψ1

n+2

αψ2
n

(ln−1 − 1), n ≥ 2, (56)

com l0 = 1, (l1 − 1) = −2αψ1

2 , e (l2 − 1) =
−αψ1

3 α
ψ1

1

αψ2

1

.

De posse da sequência {ln}, as seguintes relações são válidas

(ln+1 − 1)

(ln−1 − 1)
=
dn−1
dn−2

, n ≥ 2, (57)

e

(ln+1 − 1)(ln − 1) = −4dn−1, n ≥ 1. (58)

De fato,
(ln+1 − 1)

(ln−1 − 1)
=
αψ1

n+2

αψ2
n

=
dn−1
dn−2

, n ≥ 2.

que corresponde à relação (57).

A segunda expressão é facilmente demonstrada por meio de indução matemática. Para

tanto, consideremos incialmente n = 1 e chegamos em

(l2 − 1)(l1 − 1) =

(
−2αψ1

3 α
ψ1

1

αψ2

1

)(
−2αψ1

2

)
= 4

αψ1

3 α
ψ1

2 α
ψ1

1

αψ2

1

= −4d0.

Suponhamos, agora, que vale para n = k, isto é, (lk+1 − 1)(lk − 1) = −4dk−1.
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Então, para n = k + 1,

(lk+2−1)(lk+1−1) =
αψ1

k+3

αψ2

k+1

(lk−1)(lk+1−1) = −4
αψ1

k+3

αψ2

k+1

dk−1 = −4

(
αψ1

k+3α
ψ1

k+2 . . . α
ψ1

2 α
ψ1

1

αψ2

k+1α
ψ2

k . . . αψ2

2 α
ψ2

1

)
.

Portanto, (lk+2 − 1)(lk+1 − 1) = −4dk.

Lema 2. Os elementos da sequência {ln} satisfazem

(l2n+1 − 1)

2
= −

αψ1

2n+2α
ψ1

2n . . . α
ψ1

2

αψ2

2nα
ψ2

2n−1 . . . α
ψ2

2

,
(l2n − 1)

2
= −

αψ1

2n+1α
ψ1

2n−1 . . . α
ψ1

1

αψ2

2n−1α
ψ2

2n−3 . . . α
ψ2

1

(59)

e
(l2n−1 + 1)

2
=
αψ2

2n−1α
ψ2

2n−3 . . . α
ψ2

1

αψ1

2n+1α
ψ1

2n−1 . . . α
ψ1

1

,
(l2n + 1)

2
=
αψ2

2nα
ψ2

2n−1 . . . α
ψ2

2

αψ1

2n+2α
ψ1

2n . . . α
ψ1

2

. (60)

Demonstração: Inicialmente, usaremos (56) trocando n por 2n. Assim,

(l2n+1 − 1)

2
=

1

2

αψ1

2n+2

αψ2

2n

(l2n−1 − 1) =
1

2

αψ1

2n+2α
ψ1

2n

αψ2

2nα
ψ2

2n−2
(l2n−3 − 1) = . . .

=
1

2

αψ1

2n+2α
ψ1

2n . . . α
ψ1

6 α
ψ1

4

αψ2

2nα
ψ2

2n−2 . . . α
ψ2

4 α
ψ2

2

(l1 − 1) =
1

2

αψ1

2n+2α
ψ1

2n . . . α
ψ1

6 α
ψ1

4 α
ψ1

2

αψ2

2nα
ψ2

2n−2 . . . α
ψ2

4 α
ψ2

2

(−2).

(61)

Dessa forma,
(l2n+1 − 1)

2
= −

αψ1

2n+2α
ψ1

2n . . . α
ψ1

4 α
ψ1

2

αψ2

2nα
ψ2

2n−2 . . . α
ψ2

4 α
ψ2

2

.

Seguindo de maneira análoga, trocando n por 2n− 1, chegamos em

(l2n − 1)

2
= −

αψ1

2n+1α
ψ1

2n−1 . . . α
ψ1

3 α
ψ1

1

αψ2

2n−1α
ψ2

2n−3 . . . α
ψ2

3 α
ψ2

1

.

Por (58) e (55),

(l2n+1 − 1)

2

(l2n − 1)

2
= −d2n−1,

e, assim,

(l2n+1 − 1)

2
= − d2n−1

(l2n − 1)/2
= −

αψ2

2n+1 − α
ψ1

2n+1 + d2n−2
(l2n − 1)/2

, n ≥ 1.
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Da segunda relação em (59), obtemos

(l2n+1 − 1)

2
=
αψ2

2n−1α
ψ2

2n−3 . . . α
ψ2

1

αψ1

2n+1α
ψ1

2n−1 . . . α
ψ1

1

+
(d2n−2 − αψ1

2n+1)α
ψ2

2n−1 . . . α
ψ2

3 α
ψ2

1

αψ1

2n+1α
ψ1

2n−1 . . . α
ψ1

3 α
ψ1

1

, n ≥ 1.

Por fim,
l2n+1

2
− 1

2
+ 1 =

αψ2

2n−1α
ψ2

2n−3 . . . α
ψ2

1

αψ1

2n+1α
ψ1

2n−1 . . . α
ψ1

1

,

e chegamos na primeira expressão em (60).

A demonstração da segunda expressão é feita de modo análogo. �

Lema 3. Se dψ1 e dψ2 satisfazem (50), então existe uma sequência de números reais {ln} tal

que, para cada n ≥ 1,

αψ1

n+1 = −1

4
(ln − 1)(ln−1 + 1), αψ2

n+1 = −1

4
(ln − 1)(ln+1 + 1) (62)

e

dn−1 = −1

4
(ln − 1)(ln+1 − 1) (63)

onde l0 = 1 e l1 = 1− 2αψ2

2 .

Demonstração: Por (59) e (60),

(ln − 1) = −2
αψ2

n+1α
ψ2

n−1 . . . α
ψ2

1

αψ1

n−1α
ψ1

n−3 . . . α
ψ1

1

,

(ln−1 + 1) = 2
αψ2

n−1α
ψ2

n−3 . . . α
ψ2

1

αψ1

n−1α
ψ1

n−3 . . . α
ψ1

1

e (ln+1 + 1) = 2
αψ2

n+1α
ψ2

n−1 . . . α
ψ2

1

αψ1

n+1α
ψ1

n−1 . . . α
ψ1

1

.

Dessa maneira, para cada n ≥ 1,

(ln − 1)(ln−1 + 1) = −4αψ1

n+1,

e

(ln − 1)(ln+1 + 1) = −4αψ2

n+1.

Agora, de (58), segue que

dn−1 = −1

4
(ln+1 − 1)(ln − 1), n ≥ 1.



23

Da definição da sequência obtemos, por fim, l0 = 1 e l1 = 1− 2αψ2

2 . �

A seguir, apresentamos algumas relações existentes entre os polinômios de Szegő Sn

ortogonais com relação a uma determinada medida simétrica e os polinômios para-ortogonais

R
(i)
n , i = 1, 2, com polinômios ortogonais no intervalo [−1, 1] obtidos através da transformação

(49).

Teorema 8. (i) Seja φ uma medida positiva no círculo unitário tal que os polinômios de Szegő

Sn, n ≥ 0, são reais. Sejam

4αψ1

n+1 = (1− αn−2)(1 + αn−1) > 0 e 4αψ2

n+1 = (1 + αn−1)(1− αn), n ≥ 1,

e as medidas positivas dψ1 e dψ2 definidas por

dψ1(x(z)) = −dφ(z) e dψ2(x(z)) = −(1− x2)dφ(z),

com x(z) = (1/2)(z1/2+z−1/2), cujos suportes estão contidos em [−1, 1]. Então, para i = 1, 2,

as sequências de polinômios {Pψi
n }∞n=0, definidas por

Pψi
n (x) = (4z)−n/2R(i)

n (z), n ≥ 0, (64)

são sequências de polinômios ortogonais mônicos com relação à medida dψi e satisfazem às

relações de recorrência

Pψi
n+1(x) = xPψi

n (x)− αψi
n+1P

ψi
n−1(x), n ≥ 1, (65)

com as condições inciais Pψi
0 (x) = 1 e Pψi

1 (x) = x.

(ii) Reciprocamente, sejam dψ1 e dψ2 duas medidas positivas definidas em [−1, 1] sa-

tisfazendo (50) e suponhamos que os respectivos polinômios ortogonais mônicos Pψ1
n e Pψ2

n

satisfaçam a recorrência (65). Então, os coeficientes de reflexão αn dos polinômios de Szegő,

Sn, associados à medida positiva dφ(z) = −dψ1(x(z)), satisfazem

αn−1 = −1 +
4αψ1

n+1

1− αn−2
e αn = 1−

4αψ2

n+1

1 + αn−1
, n ≥ 1, (66)

com α−1 = 1. Explicitamente, podem ser dados por

α2n−2 = 1− 2
αψ2

2n−1α
ψ2

2n−3 . . . α
ψ2

3 α
ψ2

1

αψ1

2n−1α
ψ1

2n−3 . . . α
ψ1

3 α
ψ1

1

, e α2n−1 = 1− 2
αψ2

2nα
ψ2

2n−2 . . . α
ψ2

2

αψ1

2nα
ψ1

2n−2 . . . α
ψ1

2

, n ≥ 1, (67)

com

R(i)
n (z) = (4z)n/2Pψi

n (x(z)), i = 1, 2. (68)
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Demonstração: Manipulando a relação de recorrência dos polinômios mônicos R(i)
n (z), i =

1, 2, de forma a multiplicar ambos os lados da expressão (40) por (4z)−(n+1)/2, obtemos

(4z)−(n+1)/2R
(i)
n+1(z) = (z + 1)(4z)−(n+1)/2R(i)

n (z)− 4d
(i)
n+1z(4z)−(n+1)/2R

(i)
n−1(z),

com R
(i)
0 (z) = 1 e (4z)−1/2R

(i)
1 (z) = (4z)−1/2(z + 1).

Da transformação (49), segue que

(4z)−1/2(z + 1) = (1/2)(z1/2 + z−1/2) = x(z) = x.

Além disso, sabemos que (4z)−n/2R
(i)
n (z) = Pψi

n (x), e, portanto,

Pψi
n+1(x) = xPψi

n (x)− αψi
n+1P

ψi
n−1(x),

com Pψi
0 (x) = 1 e Pψi

1 (x) = x.

Por conseguinte, a relação de recorrência de três termos (65) é satisfeita pelos polinômios

Pψi
n (x) = (4z)−n/2R

(i)
n (z).

Consideremos, agora, as sequências

{gψ1
n = (1 + αn−1)/2} e {gψ2

n = (1− αn)/2},

e observemos que

(1− gψ1

n−1)g
ψ1
n =

1

4
(1− αn−2)(1 + αn−1) = αψ1

n+1,

e

(1− gψ2

n−1)g
ψ2
n =

1

4
(1 + αn−1)(1− αn) = αψ2

n+1.

Dessa forma, concluímos que {αψ1

n+1} e {αψ2

n+1} são sequências encadeadas associadas às

sequências de parâmetros {gψ1
n } e {gψ1

n }, respectivamente. Portanto, os zeros dos polinômios

Pψi
n (x), i = 1, 2, estão todos contidos no intervalo (−1, 1) e, pelo Teorema de Favard (ver [4],

pág. 21), Pψi
n (x), i = 1, 2, constituem uma sequência de polinômios ortogonais.

Tomando dψ1(x) = −dφ(z), e observando que∫
C
z−n+sR(2)

n (z)(z − 1)dφ(z) =

∫
C
z−n+sR(2)

n (z)
z

z − 1

z − 1

z
dφ(z)

=

∫
C
z−n+sR(2)

n (z)
z

z − 1
dψ2(z),

onde

dψ2(z) =
(z − 1)2

z
dφ(z) = −(1− x2)dφ(z),
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obtemos as medidas dψ1 e dψ2.

Agora, para obtermos a segunda parte do item (ii) do teorema, basta usarmos as equações

(60) fazendo l2n−1 = −α2n−2 e l2n = −α2n−1.

Por fim, a primeira parte do item (ii) é obtida por meio de (62) com ln = −αn−1.

�
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