Estudo das aplicacoes reais de classe C~

via funcoes analiticas reais

Vinicius Gonzaga! e Juliano G. Oler?

Resumo. Seja A(X,R) o conjunto das fungdes analiticas e considere C*(X,R) o conjunto das fungdes de classe C*. Neste

artigo estamos interessados em caracterizar e estimar o “tamanho” dos conjuntos A(X,R) e C*(X,R).

1 Introducao

Uma fungdo f: X — R, definida em um intervalo aberto X, é analitica quando € de classe

C* e, para todo xp € X, existe um & > 0 tal que x € (xo — 8,xp + 0) implica que x € X e que

f(k) (x0)

Kl (x—xo)f+- - (1)

f<x> :f(xo)+f/(x)(x—x0)+...+

Note que a série varia com o ponto Xy, visto que, seus coeficientes sdo expressos em funcao
das derivadas f (k) (x0). Além disso, mesmo que a fungfo seja analitica em toda a reta, sua
série de poténcias em torno de um ponto xp ndo necessariamente precisa convergir em toda reta.

Como nem toda série € convergente em toda a reta, surge naturalmente questio:
Questao 1.1. Toda fungdo de classe C* é uma func¢do analitica?

O Teorema que segue, nos diz que para construir uma fung@o que € de classe C*, que nao €

analitica, devemos construir uma fun¢ao nao nula, que admite uma série nula.
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Teorema 1.1 ([3]). Se uma funcdo analitica f : X — R se anula, juntamente com todas as suas

derivadas, num ponto de X, entdo f se anula em todos os pontos de X.

Nesse sentido, o proximo resultado nos fornece um exemplo de uma fun¢do que nao é nula,

mas que apresenta uma série nula.

Teorema A. Seja b : R — R um uma funcdo real definida por

1
e x para x>0

0 para x<0.

Entdo b é uma aplicag¢do de classe C*, mas b ndo é analitica.
Segue da defini¢ao de uma fungao analitica real e do Teorema A que A(X,R) é subconjunto
do espaco das fungdes de classe C™, tal que

A(X,R) S C(X,R).

Questao 1.2. Qudo grande sdo os conjuntos A(X,R) e C*(X,R)?

Para responder esta pergunta, vamos utilizar o conceito de dimensdo de um espaco vetorial.
Seja V um espaco vetorial sobre R. Se V admite uma base infinita dizemos que a dimensao de
V € infinita. Neste caso, denotamos a dimensao de V sobre R por dimpV = oo.

No curso de Algebra Linear, dizemos que um subespaco vetorial S, sobre o corpo R é

grande, sempre que dimg = co. Nesse contexto, enunciamos o Teorema:
Teorema B. O conjunto das funcoes analiticas é um subespaco vetorial de dimensdo infinita.
Como consequéncia imediata do Teorema B, temos o Corolario:

Corolario C. O conjunto as fungdes de classe C* é um subespago vetorial de dimensdo infinita.



A seguir, mostraremos que toda funcdo real de classe C”, pode ser aproximada por uma
funcao real de classe C™. Considere K C A C X, onde A é aberto e K é compacto. Mostrare-
mos que A(K,RR) é um subconjunto aberto de C*(K,R), mais precisamente, temos o seguinte

resultado:

Teorema D. [4] Sejam f: A C R — R uma aplicacdo de classe C", onde A é um subconjunto
aberto da reta. Seja K C A compacto. Dados € > 0, existe uma aplicagdo g : R — R de classe

C”, tal que || f — g ||l < €.

2 Resultados Preliminares Gerais

Nesta sec@o apresentamos alguns resultados cldssicos sobre a teoria de Algebra Linear e

Andlise, que serd importante para 0s nossos objetivos para o resto deste trabalho.

2.1 Resultados de Algebra Linear

Nesse texto, V serd sempre um espaco vetorial sobre o corpo R.

Definicao 2.1. Um conjunto ndo vazio V é um espaco vetorial se estiverem definidas as seguin-

tes operagoes:
(A) A cada par u, v de vetores de V corresponde um vetor u+v €'V, chamado de soma de u
e v, de modo que:
(Al) u+v=v—+u, para todo u,v €V.
(A2) (u+v)+w=u+ (v+w), para todo u,v,w € V.
(A3) exista em'V um vetor, 0 tal que O+v =v, para todov €V.
(A4) exista em 'V um vetor, —v tal que v+ (—v) =0, para todov € V.

(M) A cada par a. € R e v €V, corresponde um vetor o.-v € V, chamado de produto escalar

de o. e v, de modo que:



(M1) (o) -v=a(P-v), para todo ., € R e para todo v € R.

(M2) 1-v=v, paratodov €V, sendo 1 o elemento neutro de R.
(D) Vamos considerar que as operacoes (A) e (M) sejam distributivas, mais precisamente:

(DI) a-(u+v)=o-u+o-v, paratodoo € Reu,veV.

(D2) (a+P)-u=o-u+P-v, paratodoo,peReveV.

Definicao 2.2. Sejam V um espaco vetorial e considere um subconjunto W de V. O subconjunto

W é um subespaco vetorial de V, se:

(a) 0eW;

(b) vijvo eW = v+, eW;

(c) aeR,veW=oa-veW.
Definicao 2.3. Seja V um espaco vetorial.

(a) Umvetorv €V é uma combinagdo linear dos vetores vy,--- ,v, €V se existirem escalares
oy, - ,0, € R tais que

v=01vi+- -+ 0,Vv,.

(b) Seja B um subconjunto de V. Dizemos que B é um conjunto gerador de V se todo

elemento de V for uma combinagdo linear de um niimero finito de elementos de ‘B.
Definicao 2.4. Sejam V um espaco vetorial e ‘B um subconjunto de V.

(a) O conjunto B é linearmente independente, ou simplesmente L.I, se 0.jv{+---+0,v, =0,

paravi€ Bea, € R, i=1,---,n, implica que oy = --- =, = 0.
(b) O conjunto ‘B é chamado de linearmente dependente, ou simplismente L.D, se ndo for L.1.

Definicao 2.5. Seja V um espaco vetorial. Dizemos que um subconjunto B de V é uma base se:



(a) B for um conjunto gerador de V;
(b) B for L.l

Definicao 2.6. Seja V um espaco vetorial. Se V admite uma base infinita dizemos que a di-

mensdo de V € infinita. Neste caso, denotamos a dimensdo de V sobre R por dimpV = co.

2.2 Resultados de Analise

Aqui, apresentamos os resultados de um curso de andlise que serdo necessdrios par boa
compreencdo do texto. Tais resultados serdo utilizados sistematicamente na prova dos

Teoremas A, B e D.

Definicao 2.7. Seja x € X. Dizemos que a € R é um ponto de acumulacdo do conjunto X se:
Ve>0,dxeX : 0<|x—a|<e.

. ~ P ~ !
O conjunto dos pontos de acumulagdo serd representado pela notagdo X .

Definicao 2.8. Seja f : X — R uma fungdo real de uma varidvel real e considere p € R um
ponto de acumulagcdo de X. Um niimero real L é o limite de f(x) quando x tende para p, e

escrevemos, lim f(x) =L, se
xX—=p
Ve>0,0>0:0<x—p|<d=|f(x)—L|<e.

Definicao 2.9. Seja f : X — R uma funcdo real de uma varidvel real e considere p € X "NX.

. , ., / . .
Dizemos que f é derivdvel no ponto p, e escrevemos f (p), se o limite

existir.



Teorema 2.1 (Teorem do Valor Médio). Seja f : [a,b] — [a,b] uma fun¢do continua definida
em um intervalo fechado [a,b]. Suponha que f seja derivdvel no intervalo aberto (a,b). Entdo

existe r € (a,b) tal que

vy ()~ fla)
f (r) - b_a :
Demonstragdo. Para prova deste resultado veja ([2]), pagina 86. [l

Teorema 2.2 (Regra de L’Hospital). Sejam f,g: X — R fun¢ées derivdveis no intervalo (p,+oo).
Cosidere que g e gl sejam diferentes de zero em (p,-+0) e suponha que uma das possibilidades

ocorra:

(a) lim f(x)=0e lim g(x)=0;

X—r+oo X—>-o0

(b) lim f(x)=+ee lim g(x)=Hoo;

X—r+oo X—r+oo
Entdo, ,

dim == lim =
Demonstracdo. Para prova deste resultado, veja ([2]) pagina 167. [

Seja r € N. A r-ésima derivada ou derivada de ordem r de uma funcdo f no ponto p é

indicada com a notagdo f(") (p) e é definida indutivamente por:

/ . f) = f(p)
fp) = }%—x—p

fip) = 11



Afim de que (") (p) tenha sentido, é necessario que f (r=1) (p) esteja definida para todo x em

um intervalo no qual p pertenca.

Definicao 2.10. Seja X um intervalo contendo o ponto p. Dizemos que f : X — R é r-vezes

derivavel no intervalo X quando existir f") (x) para todo x € X.
Definicao 2.11. Seja X C R um intervalo.
(a) Dizemos que f: X — R é uma fungdo de classe C° se for um fungdo continua em X.

(b) Quando f : X — R possui derivada em todos os pontos do intervalo X, considera-se
. / . . /
a funcdo derivada f : X — R, que associa a cada x € I a derivada f (x). Quando
/ . . ~ . ., .
[ € continua, diz-se que [ é uma funcdo continuamente derivdvel no intervalo X ou,

simplismente, dizemos que f é de classe C'.

(c) Dizemos que f : X — R é de classe C', e escrevemos f € C', para significar que f é r
vezes derivadvel no intervalo X e a fungdo x — f (r) (x) é continua em X. O conjunto das

fungdes de classe C" serd denotado por C"(X,R).

(c) Dizemos que f : X — R ¢ de classe C”, quando f € C" para todo

r=20,1,2,3,.... O conjunto das fungdes de classe C* serd denotado por C*(X,R).

Definicao 2.12. Seja f : X — R uma funcgdo definida em um intervalo aberto X. Dizemos que

f é uma fungdo analitica se:
(a) f€C;

(b) para todo xo € X, existe r > 0 tal que se x € (xo — r,xo + r) implica que x € X e que

) = L 20 et
=0 J:

O conjunto das fungdes analiticas serd denotado por A(X,R).



Defini¢cao 2.13. Seja K € X compacto e considere f € C"(K,R). Entdo, definimos

1711 = sup {LA@IL 17 ) 1 L7 Cw) o LF P )]
xeK

3 Prova do Teorema A

A prova do Teorema A serd dividida em dois lemas e um corolério, a saber:

n

Lema 3.1. Se x > 0 e n é um inteiro, entdo lim — = Q.
X—yoo @X

Demonstragcdo. Primeiramente, mostraremos que

Para verificarmos XEIPM;C_Z = 0, basta repetir os mesmos argumentos (pois se fazermos x
tender para zero por valores negativos, isto apenas trocara o sinal da derivada).

Fixe x > 0 e considere o intervalo I = [0,x]. Como a func¢do exponencial E(x) = ¢* é
diferencidvel em (0,x), segue do Teorema 2.1 que existe um nimero real 0 < r < x, tal que

/

E(x)—E(0)=E (r)(x—0) = e —e’=¢"x = e =1+¢-x

Agora, como r > 0, temos que ¢” > 1. Assim sendo, obtemos que
e >1+x.
Como consequéncia, sempre que x > 0, podemos afirmar que

X
>

enxﬁ>1+ .
n+1 n+1




Assim, elevando a poténia n + 1, segue que

LA ntl X n+1 xn+1 Xtx X" (n+1>n+l
(em) > = 6> = > =
(n_|_1)n+1 (n_|_1)n+1 er X

Dessa forma, concluimos que

) P ) (I’l + 1>n+1
lim — < lim ———
X—>Foo ¥ X—yo0 x
Teoreéna 22 0.
[
- . N N (N
Corolario 3.1. Seja p(x) um polinémio. Entdo lim =0.
X—Foeo ¥
Demonstragcdo. Primeiramente, mostraremos que
) X
lim _p( ) =0.
X—r+oo ¥
. . X . .
Para verificarmos lim M = 0, basta repetir os mesmos argumentos. Agora, seja p(x)

X——oo g¥

um polindmio arbitrario. Considerando c,x" o termo de maior grau de p, temos que

lim p) =cy.
x——+oo  xN
Nesse sentido,
n
lim P8 lim (p () .x—)
X—oo e* x—+4oo \  xT e
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Lema 3.2. Se b(x) = e‘i, entdo para todo ponto x # 0 temos que

Wy —p (LY. -t
b (1) h,,(x) ot @

onde h,, é um polinomio.

Demonstracdo. A prova serd feita por inducao sobre n. Primeiramente, vamos verificar que o

resultado € valido paran = 1.

De fato, /
’ 1 ! 1 1
b(x) — (—;> I R
(x) e ( x) e
1 1 1\? _1
s ; e X = ; .e X
1
X
onde

Como /1y (x) = x* é claramente um polindmio a igualdade (2) é valida para n = 1. Suponha

que a igualdade (2) é verdadeira para n = k e vamos verificar a igualdade para n = k+ 1. De
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fato, /
B = 0= (1) e )
1 , 1 1 1y
() () )
/ 1 1 _1 1 1 1
= _hn(;) ;'e x‘i‘hn(;) ; e x
at 1 1 1 N
= () li) )
= hn-i—l <l)ei7
X
onde

3.1 Provado Teorema B

Como a fungao b(x) é uma fungdo ndo nula, para provarmos o Teorema B, temos que
mostrar que b (0) =0, para todo n. A prova sera feita por inducao sobre n. Primeiro vamos

checar se b (0) = 0. De fato:

b(x)—>b
fim 20026 0
x—0— x—0 x—0— X
Por outro lado,
_1 1
b(x)—b(0 X -
fim 200 =bO) e
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Fazendo a mudanca de coordenadas y = % e aplicando o Corolario 3.1, obtemos que

Assim, concluimos que b (0) = 0. Agora, vamos assumir que b (0) = 0. Para calcular
b(”“)(O) = 0, vamos novamente averiguar os limites laterais a direita e a esquerda de x = 0.

Assim sendo,

) (x) — p(n) () () —
lim b\ (x) — b\ (0) _ lim b (x)—0
x—0T x—0 x—0" X
1
lema3.2 lim hn (%) e x
x—0" X

Coroldrio 3.1

onde
- (1 1 1 1
X X X X

Portanto, concluimos que b é uma fungéo de classe C*, que ndo ¢ analitica, visto que b(x) é



nao nula, mas

4 Prova do Teorema B
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A prova do Teorema B serd dividida em alguns lemas. Primeiramente

Lema 4.1. O conjunto A(X,R) é um subespago vetorial de C*(X,R).

Demonstracdo. Como consequéncia da Defini¢do 2.2, temos que mostrar que:

(a) O (fungdo nula) € A(X,R);
(b) f.8€AX,R) = f+g€AX,R);
(c) aeRe fEAX,R) = af € A(X,R).

De fato. Provaremos os itens na sequéncia.

(a) A funcdo nula f =0 é uma funcdo de classe C* talque f(")

se f =0 entao

o que mostra que 0 € A(X,R).

(b) Sejam f,g € A(X,R). Entdo temos que

=15

= 0 para todo r. Dessa forma,

(x —x0), se |x—xo| < r

© o)
Zg(Xo (x —x0), se|x —xg| < s.
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Considere, t = min{r,s}. Assim sendo, se |x — xo| < ¢, obtemos que

(f+e)x) = flx)+glx) =

- § (Pl )y

=0 J! J!
o que conclui a prova do item (b).

(c) Se feA(X,R)eacR,entdo f€C”¢

£ (x0)
1%

x—x0)’, se |x—xo| <.
J

f) =Y
=0

Dessa forma, temos que (o.f) € C* e

@)@ = oft)=Y P
=0 J

(x—x0),
o que mostra que oLf € A(X,R) e finaliza a prova do item (c).

Portanto, por (a), (b) e (¢) concluimos a prova do lema.

]

Lema 4.2. Sejam k € N e p: R — R uma funcdo polinomial ndo nula de grau menor ou igual

a k. Entdo, para todo x € R,

X", 3)

Demonstracdo. A prova sera feita por induc@o sobre o grau do polindmio p(x). Se k = 0, entdo
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por defini¢do, a func¢do polinomial p(x) serd uma constante (visto que, somente os polindmios
constantes possuem grau zero), isto é, p(x) = ¢, para todo x € R. Assim sendo, a afirmacio é
verdadeira para k = 0, visto que fazendo k = 0 da igualdade (3), obtemos p(x) = p(0), ou seja,
p(x) é um polindmio constante.

Suponha que a igualdade (3) seja verdadeira para todo k. Na sequéncia, vamos verificar que
a igualdade mencionada também € valida para um polindmio de grau k+ 1. Como a derivada de
todo polinonio de grau k+ 1 é um polindmio de grau k, podemos aplicar a hipétese de indugao

para concluir que:

, , AN r\n 1\ m !/ (k)
S PO O )0 )00,
1! 2! 3! k!
Agora, como
(P)(0)=p"(0), (P)(0)=p"(0), (p)"(0)=p*0), ,(p)®(0) = p+(0),
segue que
/ / p” 0 pm 0 A (0 pt (0
p(x)=p(0)+ 1<‘ )x—l— 2(' )x2+ 3!( )x3+ + k'( )x
Considere agora a funcdo
_ P©0) 5 p0) 5 p¥O) 4 p*IO) 4y
fx)=p 0)x+ T + T + TR + kr 1)

Derivando a func¢do f com relagio a x obtemos:

/ 1y P (0) p"(0) r(0) p*9(0)
f(x) = p(0)+2—!-2x+T-3x2+4—!-4x3+---+m-(k+1)xk
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O que mostra que f/ (x) = p/ (x), para todo x € R. Assim sendo, existe um nimero M € R

talque p(x) = f(x) +M. Sendo f(0) = 0, segue que

p(0)=f(0)+M = p(0)=0+M =M = p(0).

Dessa forma, concluimos que p(x) = p(0) + f(x), o que implica que:

. ! P”(O) 2 PW(O) 3 P(4)(0) 4 P(Hl)(o) k+1
ple) = p(0) 4 p (Opr = P P P g
e, portanto, o lema estd demonstrado. O]

Lema 4.3. O conjunto P(R), de todos o polindmios de qualquer grau, é um espago vetorial de

dimensdo infinita. Mais precisamente, o conjunto

2 .3 .4 k
@z{l,x,x y X, Xy, X 7}

é uma base para o espago vetorial P(R).

Demonstragdo. Pela Defini¢do 2.5, temos que mostrar que:
(a) o conjunto B gera P(R);
(b) oconjunto B¢ L.L

De fato, segue do Lema 4.2 que B gera P(R). Resta apenas mostrarmos que B é L.I.

Consider escalares 0, 01, - - - , O tais que

o140 -x+-+0y-x¥=0

Como 0 € o elemento neutro do conjunto dos polindmios temos que

0-14+0-x4---+0-x*=0
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o que implica que

oco-1+0c1-x—l—---—i—ock-xk:O-1+O-x—|—---—|—0-xk.

Agora, dois polindOmios sdo iguais se todos os coeficientes envolvidos sdo iguais, mais pre-

cisamente,

mostrando assim, que B é L.I.
Dessa forma, segue de (a) e (b) que B é uma base para o conjunto P(R). Portanto, con-

cluimos que P(R) é um espago vetorial de dimensao finita. 0

4.1 Prova do Teorema B

Agora, como todo polindmio é uma funcdo analitica segue que P(R) C A(X,R). Como
P(R) tem dimensio finita segue que A(X,R) também tem dimensdo infinita. O que prova o

Teorema B.

5 Provado Teorema D

Considere a funcao auxiliar

¢ : R=>R
1, xeK;
x> @x) =
0, xeKCV CA,

onde V € uma vizinhanga aberta de K.

Tomando
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temos que:

) = f(x), x€K,
0, X € AC.

Como 4 € de classe C" e K é compacto, existe 6 > 0 tal que

S:sup{||hj(u+v)—hj(u)|| uek, || <d}<e

paratodo 1 < j<r.

Seja @; : R — R uma fungdo auxiliar tal que:

9;(v) =0, [v[| > &
Joj(v)dv=1
Definimos,
g : R—>R

u—g(u) = /(pj(v)h(u+v)dv.
Fazendo, a substituicao
Z=u-+v <— vV=z—U,

obtemos que

g(u) :/(Pj(z—u)h(z)dz,



Note que:

Assim,

o que implica que

19
lim g(u) —g(p)

u—p I,[—p

lim Joj(z—u)h(z)dz— [@j(z— p)h(z)dz

u—p xX—p

lim
u—p

(@j(z— u) —@j(z—p)

/(ig% (Pj(Z_L‘)_(Pj(Z_P)) h(2)dz

g = (1) [ @)= wh(2)dz

para todo 1 < j < r. Da expressdo anterior, concluimos que g € C*.

Por outro lado,

lembrando que,

Py =1 = [ gl way

/(pj(v)dv =1.



Dessa forma,

17 (u) = ()] =

IN

ondel <j<r.

Logo,

com 1 < j <r, oque implica que

| [ @i utv)dv= [ g/ wav]
1 @) -t v) = )

[ 110501 G +v) = ) v

J 10 -+v) W o)y

[ 17 v) =1 )

sup{[[h (u-+v) —h (u)|| : u € K, |]v]| < 8}

187 () = £/ (),

lg—sll-<e.

20
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