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Resumo: Dado um objeto de massa unitaria sera verificado, matema-
ticamente, que ao ser lancado partindo da mesma origem, no vacuo ou sob
algum tipo de resisténcia, as respectivas velocidades iniciais vy e v{ devem
satisfazer a desigualdade vy < v{' para que, em ambos os langamentos, o
ponto de alcance seja o mesmo. Fisicamente, isto é esperado, mas, mate-
maticamente, veremos que este fato nao é imediato. Serd provado também,
matematicamente, que dado o grafico de trés trajetdrias, sendo po(x) e p1(x)
trajetorias sem resisténcia e f(z) uma trajetoria com resisténcia, que se po(x)
tiver o mesmo angulo de langamento de f(x) e p1(x) o mesmo angulo de im-
pacto de f(z), o grafico que representa a trajetéria com resisténcia estara
entre os outros dois gréficos, no sentido que po(z) < f(x) e pi(z) > f(z),
para 0 < x < L, sendo x = L o alcance das curvas.

Palavras-Chave: Lancamentos no Vacuo; Lancamentos sob Resisténcia;
Equacoes Diferenciais; Teoremas do Valor Médio e de Rolle.

Abstract: In this work we have an opportunity to see some applications
of differential and integral calculus. Here we consider two types of launches
of the same projectile: from the origin in to a vacuum and from the origin
considering some kind of resistance. In both cases, we consider the same
impact point. We show in this article a physically obvious fact: the initial
velocity (vp) in the vacuum and the initial velocity of the trajectory with re-
sistance (vl') must satisfy: vy < vf!. We also compare the resisted trajectory,
f(z), with the other two trajectories having the same launch and impact
points, which take place in a vacuum and hence are parabolic. One parabo-
lic trajectory, which we call py(x), has the same launch angle as the resisted
shot; the other parabolic trajectory, p;(z), has the same impact angle as the
resisted trajectory. We have the following: the resisted trajectory lies above
the parabolic trajectory po(z) and below the parabolic trajectory p;(z). In
other words, po(x) < f(z) and pi(z) > f(x), for 0 < x < L, where z = L
occurs in the impact point.
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1 Introducao

Dado um objeto de massa unitaria sera verificado, matematicamente,
que ao ser lancado, partindo da mesma origem, no vacuo e sob algum tipo
de resisténcia (do ar, mais comumente) as respectivas velocidades iniciais
vo e vl devem satisfazer a desigualdade vy < vff para que, em ambos os
lancamentos, o ponto de alcance seja o mesmo. Condigoes estas que eram,
de certa forma, esperadas. Entretanto, ao se traduzir este problema para a
linguagem matematica, veremos que tal demonstracao nao é imediata. Tendo
isto em mente, se vera também, de forma matemaética, que dado o grafico de
trés trajetorias, sendo po(z) e pi(x) trajetérias sem resisténcia e f(x) uma
trajetéria com resisténcia, que se po(x) tiver o mesmo angulo de langamento
de f(z) e pi1(x) o mesmo angulo de impacto de f(z), o grafico que representa
a trajetoria com resisténcia estara envolvido pelos outros dois gréaficos, ou
ainda, po(x) < f(z) e pr1(z) > f(x), para 0 < = < L, em que x = L
¢ o alcance das curvas. Ressaltamos que tais angulos, de lancamento e de
impacto, sao os angulos de inclinagao da reta tangente nos respectivos pontos.
A motivagao, para o estudo de tais fatos, foi encontrada em Groetsch [3].

O texto se subdivide como segue. Na Secao 2 sao demonstrados teore-
mas lteis para se atingir o objetivo deste trabalho. Na Secao 3 temos a
apresentacao, discussao e demonstragao do objetivo principal do trabalho. E
terminamos com a Secao 4, fazendo alguns comentarios sobre os objetivos
atingidos no texto.

Sobre parte do conteudo aqui estudado, foi apresentado um trabalho re-
lacionado em forma de poster no 21° Simpdsio Internacional de Iniciacao
Cientifica da USP (21° SIICUSP) com o nome Fisicamente Obvio, mas Ma-
tematicamente Interessante e também um trabalho na XIII Semana da Ma-
tematica da Universidade Federal de Uberlandia, com o nome Mesmos Pon-
tos de Partida e de Impacto: Trajetorias que nao se Interceptam, sendo o
ultimo, premiado com mencao honrosa, por ter sido classificado como um
dos melhores trabalhos na area de Matematica Aplicada do evento.



2 Material e Métodos

Nesta se¢ao, temos como objetivo demonstrar alguns fatos conhecidos do
Calculo Diferencial e Integral. Em particular, veremos relagoes do Teorema
do Valor Médio com resultados sobre obtencao de extremos de funcoes e
comportamentos de crescimento e decrescimento das mesmas.

Aqui foram utilizados, fortemente, Guidorizzi [4], Stewart [6] e Thomas
[7], além de Lima [2].

2.1 Os Teoremas de Rolle e do Valor Médio

A primeira demonstracao conhecida do Teorema de Rolle foi escrita pelo
matematico francés Michel Rolle em 1691, usando métodos de calculo dife-
rencial. O nome “Teorema de Rolle” foi usado, pela primeira vez, por Moritz
Wilhelm Drobisch da Alemanha em 1834 e por Giusto Bellavitis da Italia em
1846. Tais fatos podem ser encontrados em Cajori [1, pag. 224].

Teorema 2.1. (Teorema de Rolle) Seja f uma fun¢ao continua em [a, b,
derivavel em (a,b) com f(a) = f(b). Entao, existe um ¢ € (a,b) tal que

f'(e)=0

Demonstragao. Como f é continua, pelo Teorema de Weiertrass (ou limita-
¢ao uniforme - cf. Guidorizzi [4, pag. 513]), f admite mdximo e minimo em
[a,b]. Se f for constante, com f(z) =k, V x € Dy(dominio de f), claro que
f'(x)=0,Yx € Df. Se ndo, o maximo ou minimo de f deve estar em (a, b).
Temos duas possibilidades:

Caso 1: Existe ¢ € (a,b) tal que f(c) < f(a) = f(b).

Figura 1: Figura que representa o Caso 1.



Neste caso, podemos observar que f atinge um valor minimo em um ponto
¢ € (a,b). Logo, como consequéncia do Teorema de Fermat (cf. Stewart [6,
pag. 255]), f'(c) = 0.

Caso 2: Existe ¢ € (a,b) tal que f(c) > f(a) = f(b).

3—
=Y

Figura 2: Figura que representa o Caso 2.

Anélogo ao Caso 1. Como f atinge um valor méximo em um ponto
¢ € (a,b), pelo Teorema de Fermat, f'(c) = 0.
O

Teorema 2.2. (Teorema do Valor Médio) Seja f uma fungao que satis-
faca as seguintes propriedades:

I. f é continua em [a, b]
II. f ¢é derivavel em (a,b).
Sendo satisfeitas tais condigoes, existira um ¢ € (a,b) tal que:

R (UL ()

Demonstragao. Seja g(x), uma fungao que tem por objetivo deslocar a fungao
f usando a reta que passa por (a, f(a)) e (b, f(b)), para que posteriormente
seja possivel utilizar o Teorema 2.1, dada por:

o(@) = F(@) — f(a) — [PO=ID )

Temos ¢g(b) = g(a) = 0. A fungao g é continua em [a, b] e derivavel em
(a,b), pois f tem tais propriedades. Logo, pelo Teorema de Rolle, existe um
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nimero ¢ € (a,b) tal que ¢’(c) = 0. Derivando g em ambos os lados, temos

e
g0 = 1o - |19 =19

De ¢'(¢) = 0 resulta,

g0 =0=f(o = {U I
Portanto,
PRI (UL (0

O

Na sequéncia veremos alguns corolarios do Teorema do Valor Médio que
sao de grande valia, apesar de nao serem utilizados diretamente no trabalho.

Corolario 2.3. Se uma fungao f(z) possui derivada nula em todo z € (a,b),
entdo f é uma funcdo constante em (a,b).

Demonstragao. Sejam « e B dois pontos pertencentes a (a,b), com a # .
Como a funcao é derivavel em (o, ) e continua em [«, 5], pelo Teorema do
Valor Médio, existe um ¢ € [«, ] tal que:

: fla) — f(B)
fl)=———5
Mas como f’(c) = 0, temos que:
flo)— J8) _,
a—f '
Ou seja, f(a) — f(B) = 0. Portanto, f(a) = f(B), V «, B € (a,b),
implicando que f é constante. O]

Corolario 2.4. Se f'(x) = ¢'(x) para todo = € (a,b), entao existe um ¢ € R
tal que f(z) = g(x) + ¢, ¥V z € (a,b). Ou seja, duas primitivas de uma
mesma funcao diferem apenas de uma constante.

Demonstracao. Seja h(z) = f(x) — g(x). Derivando ambos os lados temos:

W(z) = f'(z) — g'(z).
Mas, por hipétese, f'(z) = ¢'(z). Assim, h/(z) =0,V = € (a,b). Logo,
pelo Corolario 2.3, h(z) = ¢, para algum ¢ € R. Dai, temos que f(z) =
g(x) + ¢, para algum c € R. O



2.2 Teoremas Subsequentes
O proéximo teorema sera 1util na Secao 3.

Teorema 2.5. (Teorema do Valor Médio Generalizado - caso n = 2)
Sejam f e f’ continuas em [a, b] e suponhamos que f” exista em (a,b). Entao
existe um ¢y em (a,b) tal que:

£(8) = fa) + F'(a)(b— ) + 3 1"(e2) (b~ )

Demonstracdo. Seja k o numero definido a partir da equagao abaixo:

F(b) = f(a) + f'(a)(b—a) + k(b — a)”. (1)

E ainda, seja:

F(z) = f(z) = f(a) = f'(a)(x — a) — k(z — a)*. (2)

Temos das equagoes (1) e (2) que F(a) = F(b) = 0. Derivando ambos os
lados da segunda equacao, obtemos:

F'(z) = f'(z) = ['(a) — 2k(z — a). (3)

Como F(a) = F(b) = 0 e F ¢ continua e derivavel em [a, b], pelo Teorema
de Rolle existe um ¢; em (a,b) tal que F'(c;) = 0. Substituindo a em F’(x)
temos também que F'(a) = 0 e F’ também satisfaz o Teorema de Rolle, com
respeito ao intervalo [a, ¢1], pois F'(c;) = F’'(a) = 0. Portanto, existird um
co em (a,cp) tal que F"(cp) = 0.
Derivando ambos os lados da equagao (3) demonstrada, obtemos F”(x) =
f"(x) — 2k. Para @ = ¢y, temos F"(cy) = f"(ca) — 2k. Como F"(cy) = 0,
f"(c2)

entao k = .
2

U

A demonstragao do teorema seguinte é de certa forma trabalhosa, sendo,
porém, semelhante a do teorema anterior. O enunciamos a titulo de curiosi-
dade. Tal teorema também é conhecido como Férmula de Taylor Infinitesi-
mal.

Teorema 2.6. (Extensao do Teorema do Valor Médio Generalizado)
Sejam f e suas n — 1 primeiras derivadas f', ", ", ... , f*Y continuas
em [a,b] e f continua pelo menos em (a,b). Entdo existird um c,, em (a,b)
tal que

Fb) = fa) + f/(B)(b = a) + 5./"(a)(b = a)* + ... + 5./ ™ () (b — @)™



Demonstragao. Ver Lima [2, pag. 105].
O]

Vejamos um resultado que exemplifica a importancia do Teorema do Valor
Médio Generalizado.

Teorema 2.7. Seja f continua tal que [’ e f” existam e suponhamos que
f'(a) = 0. O ponto a serd maximo local de f se f”(x) < 0 na regiao de a, ou
seja, existe h > 0 tal que a —h < x < a + h, e o ponto a serda minimo local
se f"(z) >0ema—h <z <a-+h, para algum h > 0.

Demonstragao. Seja h um numero tal que f”(z) exista paraa—h < x < a+h
e seja b um numero qualquer entre a — h e a + h. Pela generalizagao do
Teorema do Valor Médio, existe um ¢ € (a, b), supondo b > a, tal que:

£(8) ~ fla) = F(@) (b a) + 5 7()(b — o)

Como por hipétese f'(a) = 0, a expressao supracitada pode ser escrita da
seguinte forma:

£(8) = fla) = 5£"()b ~ o)

Podemos observar que o membro direito da equagao acima terd o mesmo
sinal de f”(c). Dali, se f"(z) < 0em a —h < x < a+ h implica, de
a—h <c<a+h, que f(b) — f(a) < 0, portanto f(b) < f(a). Logo, f
tem o ponto a como méximo local, ou seja, maximo em (a — h,a + h). Se
f'(x) > 0ema—h <z < a+ h, implica, de a — h < ¢ < a+ h, que
f(b) — f(a) > 0, portanto f(b) > f(a). Ou seja, a é ponto de minimo local
de f, isto é, minimo em (a — h, a + h). O

Teorema 2.8. Scja f continua em [a,b] e derivavel em (a,b). Valem as
seguintes afirmacoes:

i) Se f'(z) é positiva em (a,b), o grafico de f é crescente no intervalo.
ii) Se f'(z) é negativa em (a,b), o grafico de f é decrescente no intervalo.

Demonstragao. Sejam « e 8 dois pontos quaisquer no intervalo [a,b] e a <
a < f <b. Como f é continua e derivavel em |« 8], pelo Teorema do Valor
Médio existe um ponto ¢ € («, 3) tal que:



Analisando o sinal da equacao acima, observamos que 5 — « > 0, pois
B > a. Portanto o sinal da equagao a direita serd o mesmo de f'(c).

Logo, se f'(c) for positivo, f(B) sera maior que f(«). Se f'(c) for nega-
tivo, f(f) serd menor que f(a). Como o < 5 e a e [ s@o quaisquer com
esta propriedade em |[a, b], quando f’(x) é positiva para todo x € (a,b), em
particular f'(c¢) > 0, de fato, f é crescente em (a,b) e se f'(x) for negativa
para todo = € (a,b), em particular f'(c) < 0, f é decrescente em (a,b), isto
é,a<f= fla)< f(B)ea<p= f(B) < f(a), respectivamente. O

Teorema 2.9. Seja [ um intervalo e f uma fungao com f”(z) existente para
todo x € I. Entao:

i) O grafico de f é concavo para cima se f’(x) >0,V z € I.
ii) O grafico de f é concavo para baixo se f"(z) <0,V x € I.

Demonstracao. Lembremos o que de fato significa um grafico ser concavo
para cima ou para baixo:

1) O grafico de f em um intervalo I é concavo para baixo quando o grafico
de f fica acima da corda AB como na figura abaixo:

Figura 3: Gréafico com concavidade para baixo.

2) O grafico de f é dito concavo para cima em um intervalo I, se o grafico
de f fica abaixo da corda AB como na figura abaixo:

V4 B

Figura 4: Gréfico com concavidade para cima.



Outra maneira de expressar o que foi dito no caso 1 acima, é dizer, como
pode ser visto na figura, que o grafico de f estda abaixo de qualquer reta
tangente ao grafico de f em qualquer ponto (x, f(x)), com x € I. Analoga-
mente, no caso 2 podemos dizer que o grafico de f esta acima de qualquer
reta tangente como ja descrita.

Agora que ja é conhecido o conceito de concavidade, seja a um nimero
qualquer em I. A equagdo da reta tangente no ponto (a, f(a)) é dada por
y— f(a) = f'(a)(z — a).

Consideremos x > a. Pelo Teorema do Valor Médio, existe um ¢ € (a, )
tal que f(x) — f(a) = f'(¢)(z — a). Provemos o item (i). O outro item tem
demonstragao andloga. Neste caso, como f”(z) > 0, Vx € I, sabemos que f
é crescente pelo Teorema 2.8.

Temos a diferenga entre os valores do gréfico e os correspondentes na reta:

f(@) =y = fla) + f'(o)(x — a) = [f(a) + [(a)(z — a)].
Dai,

f@)—y=1[f(c) = f(a)(z - a).
Podemos observar que [f'(¢) — f’(a)] > 0, pois ¢ > a. Também podemos
notar que x — a > 0, pois > a por hipdtese. Como essas duas expressoes
sao positivas, concluimos que f(z) > y, V & € I. Ou seja, o grafico esta

acima de qualquer reta tangente e, assim, provamos (i).
O



3 Resultados e Discussao

3.1 Trajetoria no Vacuo

Para se chegar ao objetivo deste artigo, se faz necessario estudar lancamen-
tos cujas trajetorias estao sujeitas a algum tipo de resisténcia. Para tanto,
¢ fundamental obtermos anteriormente um resultado importante a respeito
de trajetérias no véacuo, que é uma relacao entre os angulos de lancamento
e impacto. Suponhamos um langamento no viacuo de um projétil partindo
da origem com massa unitaria, uma velocidade inicial vg e um angulo de
lancamento 0, 0 < 6 < 7/2, em relacao ao eixo z e em relagdo ao eixo
y tenha-se apenas a influéncia da aceleracao gravitacional g. Pelas leis de
Newton, sendo t a varidvel tempo, para a componente horizontal = = x(t) e,
para a componente vertical y = y(t), temos:

z(0) =0 e y(0)=0
2 (0) = wvgcos(0) e y'(0) =wvgsen(0). (4)
2"(0) =0 e y'(0)=—g

Tendo em vista que a velocidade horizontal é constante e que 2/(0) =
vocos(f), via integracdo na varidvel tempo ¢ obtemos:

x(t) = (vocos(0))t.

E ainda, podemos afirmar, a partir da equacao acima que:

x(t)

t = —"—.
vocos ()

(5)

Por outro lado, do fato de y”(0) = —g, integrando, novamente, em relagao
a t teremos do fato que a aceleracao na componente vertical é constante, a
seguinte expressao:

y'(t) = —gt + C.

Aplicando a condigao inicial 3/(0) = vgsen(6), teremos que C' = vgsen(0).
Integrando mais uma vez dos dois lados obtemos:

y(t) = —gtz + vosen(0)t + Ci.

Agora aplicando a condigao inicial y(0) = 0, obteremos C; = 0. Por fim,
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y(t) = —gtz + vosen(0)t.
Substituindo a expressao de t encontrada na equagao (5) resulta que y
em fungao de z fica:
(@) = 525 1900
X)) = —5—F— x.
Y 202 cos%(6) g
Do fato que 0 < 6 < 7/2, temos:
_ —gx*  sen(d)
~ 202cos2(6) sen(f)

Utilizando da relacao sen(260) = 2sen(f)cos(6), obtemos:

+tg(0)x.

y(z)

y(x) = tg(0)z (1 - Lx) . (6)

visen(20)

Pela expressao acima, temos que, para x = L, y = 0. Além disso, obser-
v
vamos que para 0 < 0 < 5 tg(0) # 0. Sendo L # 0 o alcance do projétil,

isto é, o projétil atinge o solo quando z = L, da equagao (6):

L= gsen(%). (7)

Observamos que a equagao da trajetéria - equagao (6) - sem resisténcia,
apenas sob a acao da gravidade, é a equacao de uma parabola com raizes
r=0ex=L.

Também é facil ver que y/'(0) = —y'(L) = tg(d) = 3/'(0)+y'(L) = 0. Sendo
0, o angulo de impacto, temos tg(6;) = y'(L). Do fato de tg(d) = 3/ (0) e de

. T , .
valerem as desigualdades 0 < 6 < 5€5 < #, < 7, concluimos que 0 e 0, sao

suplementares.

Nota: Para o que segue, com o intuito de simplificar contas, sempre conside-
raremos o alcance como unitario, ou seja, L = 1. As conclusoes e resultados
obtidos nao sao afetados por esta condicao.

3.2 Algumas Proposicoes Importantes

As proposigoes que veremos no que segue serao uteis no desenvolvimento
do contetido posterior.
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Denotemos por C2[0, 1] a classe das fungoes definidas em [0, 1], com deri-
vadas continuas até segunda ordem. Escrevemos, ainda

Cl0,1] = {f € C*[0,1] : £(0) = f(1) = 0}

Consideremos f € C2[0,1] situada entre as pardbolas em C?[0,1] que sao
tangentes ao grafico de f em 0 e 1, respectivamente, ou seja, temos que
po(x) = moz(l — x) e p1(x) = mz(l — ) com mg = f'(0) e my = f/'(1).
Valem os resultados seguintes:

Proposigao 3.1. Suponha f € C2[0,1] e f” injetora. Entao py(z) # f(x) #
m(z), Vo € (0,1).

Demonstracao. Defina g(x) = f(z) — po(z). Se f(b) = po(b) para algum
b€ (0,1), entao g(0) =0, g(b) =0 e g(1) = 0. Pelo Teorema 2.1, aplicado
ao intervalo (0,b), vale f'(a) = po'(a) para algum a € (0,b) e ainda, pelo
Teorema 2.1 aplicado ao intervalo (b, 1), vale f'(c) = py’(c) para algum ¢ €
(b,1). Agora, definimos h(z) = f'(z) — py(x). Uma vez que f'(0) = po'(0),
f'(a) = pi(a) e f'(c) = py(c), outra aplicagao do Teorema 2.1 nos dé que
f'(x) = p"(z) = —2mp em © = a e x = b que pertencem a (0,1), o
que contraria o pressuposto de f”(x) ser injetora. Logo po(z) # f(x) #
p(z), Vo € (0,1).

[

Proposigao 3.2. Se f € C2[0,1], f” é injetora e —2f'(0) < f”(0), temos
que f(x) > po(x), Vo € (0,1).

Demonstracao. Pelo Teorema 2.5, sabe-se que, dado = € (0,1), existe um
ks € (0,2) tal que:

F(&) = £(0) = £1O0)( = 0) + 3" () — )

Como f” é uma funcao continua, escolhendo z suficientemente pequeno,
resulta que, pela hipdtese, f”(k,) > —2f'(0). Logo, de f(0) = 0, f(z) >
F(0)z — f(0)2? = mox — mpx? = po(x).

Pela Proposigao 3.1, como f e py sdo fungoes continuas, temos que f(z) >
po(z), Vo € (0,1).

O

Proposigao 3.3. Se f € CZ[0,1] e f” é injetora, negativa e estritamente
decrescente, temos que f(z) < pi(x), Vo € (0,1).
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Demonstracao. Conforme ja foi demonstrado anteriormente, sabemos que os
angulos de lancamento e impacto das trajetorias parabdlicas sao suplemen-
tares, ou seja, y'(0) +4/(1) = 0. Serd mostrado, primeiramente, que o angulo
de impacto de f é mais “Ingreme” que o angulo de langamento, ou seja,
J10)+ (1) <

E convenlente lidar com a fungao decrescente g(z) = f'(z), que tem uma
derivada decrescente e satisfaz fo t)dt = f(1) — f(0) = 0. Dai, queremos
mostrar que ¢g(0) < —g(1).

A ideia da prova, bem como alguns detalhes que serao utilizados posterior-
mente, podem ser observados na figura que segue:

T T -T T T T T L L

Figura 5: Grafico Auxiliar da Demonstragao.

Devemos ter g(0) > 0, pois f'(0) = ¢g(0) > 0 ¢é a tangente do angulo 6
de langamento, com 0 < 6§ < g Como fo t)dt = 0, entao g(1) < 0, pois

g é continua e decrescente. Devido a isto, g tem uma tunica raiz r € (0,1).
Pela hipétese de f” decrescente, segue da demonstracao do Teorema 2.9 que
a funcao g é concava para baixo. Assim, podemos comparar a sua integral
de drea com um triangulo de base [0,r] e altura g(0), obtendo, como pode
ser visto na figura acima, que:

Lo(0) < / g(t)dt.

Similarmente, considerando agora, o triangulo com base [r,1] e altura
—g(1), comparando com a sua integral correspondente, temos que:
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R UCREE —/rlg(t)dt

Portanto,

jo0r < [ st =— [ g < 2D )

Se considerarmos —g(1) < g(0), temos que:

1 1
S0(0)r < Sg(0)(1 ),
. 1
ou seja, r < —=.
Considere agora, uma reta secante, como na figura anterior, conectando
os pontos finais do grafico de g ((0,¢(0)) e (1,9(1))) e seja g a intersegao
com o eixo x desta reta secante. Se —g(1) < g(0), temos por semelhanca de

triangulos que:

9(0) _ 91 _ 9(0)

q l—q¢ - 1—q

Disto, resulta

1
7‘<2_q (8)

Agora, seja a funcao h(x) dada por:

h(z) = g(x) — (9(1) — g(0))z — g(0).

que ¢é a funcgao diferenca entre g e a reta secante descrita anteriormente.

Tal funcdo satisfaz h(0) = h(1) = 0 e ainda, se h(a) = 0 para algum
a € (0,1), temos que h'(z) = 0, isto ¢, f"(x) = ¢'(z) = g(1) — g(0) para
dois pontos distintos x € (0,1), pelo Teorema 2.2, o que é impossivel, pois
g = f" é injetora. Além disso,

h'(0) = ¢'(0) — (9(1) — 9(0)) = ¢'(0) — ¢'(),
para algum k € (0,1). Como ¢ decresce, temos que h'(0) > 0. Portanto,
h(z) > 0,Vz € (0,1) e em particular, 0 < h(q) = g(q). Assim, g < r, como
descrito na figura anterior, contradizendo a equagao (8).
Concluimos que a suposicao —g(1) < g(0) nos leva a uma contradigao.
Logo, —f'(1) = —g(1) > ¢(0) = f’(0). Finalmente, se k(z) = pi(z) — f(z),
entao k(0) = 0, e K'(0) = —f'(1) — f'(0) > 0 e, por este fato, pi(z) >
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f(z) para valores de x positivos e suficientemente pequenos. Portanto, pela
Proposicao 3.1 se garante que py(z) > f(z), Va € (0,1).
m

3.3 Trajetoria Sob Forga Resistiva

Tendo como premissa resultados basicos de lancamentos sem resisténcia,
levantaremos pontos importantes a respeito de lancamentos onde trajetérias
estao sob algum tipo de forca resistiva. Consideremos agora um lancamento
cuja resisténcia atuante é a do ar. A forga resistiva atuara sempre na dire¢ao
oposta ao movimento. Portanto, a equacao do movimento deve ser escrita
da seguinte forma:

L 0 T B o | vEtcos(6)

[ B U R B TOR I e Bt
em que 7(t) = [z(t) y(t)]T é o vetor posicio da particula, F é a funcao
resisténcia, que é uma fungao continua e crescente da velocidade com F'(0) =
0, v = ||7| é a velocidade escalar, v§ = ||7(0)|| é a velocidade escalar de

lancamento e 6 o angulo de lancamento medido a partir da horizontal.

Seja uma particula com massa unitaria em uma trajetoria y = y(x) sob a
influéncia vertical da aceleracao gravitacional g e tangencialmente por uma
forga resistiva F' e, ¢ o angulo entre a horizontal e a tangente a trajetdria,
conforme figura a seguir:

Analisando a figura acima, tem-se que:

dy
%(l’) = 1g¢.
Derivando a expressao acima, utilizando a Regra da Cadeia, obtemos:
d’y d¢
@(x) = 8602¢%. (10)
2
Mostremos que d—z(x) < 0. Pela figura, sendo 7 o vetor normal:
x
_ Al =
cosp = = ||7i|| = —gcose. (11)
-9
02
Por outro lado, sabemos que — é a componente normal da aceleracao,

também chamada de aceleracao centripeta, onde v ¢é a velocidade e p é o raio
de curvatura. Portanto:

s
e
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Figura 6: Grafico da Distribuicao de Forcas.

em que s é o comprimento de arco (cf. Guidorizzi [4, pag. 416] ou Stewart
[6, pag. 498]), isto é:

s(x) = /Ox V 1+ [y (t))%dt.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo (cf. Guidorizzi [4, pag. 404] ou

Stewart [6, pag. 363]):

ds
dz

2
;Z—S: 1+(Z—y> =/ 1+ tg?2p = \/sec?¢p = seco, pois 0<gz5<g.
x \/ x

Mas, pela Regra da Cadeia para fungoes de uma variavel, do fato de

— = seco, segue:
_ds  dsdrx B ¢d$ dr s
p—d¢—dxd¢:>p—secd :>d = pcosao.

Pela equagao (11), como 7 e a aceleracao centripeta tém mesma norma:

dr |72l B pv? B v?

P .
do -9 —gp —yg
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d
Diante disto, de o _
d¢ dx
componente horizontal da velocidade, da forma:

1
a5 & equagao (10) fica, sendo 7% = [z(¢) 0]T a

d?y

" g g
Yy (x):@

g 2
xr)=— sectp = ———m— e = ————. 12
D= @  teosgy ~ o
Da ultima equagao, temos um resultado fisicamente ébvio mas que é
importante neste estudo, pois mostra que y”(x) é uma funcao negativa, o
que implica que a trajetoria forma um grafico de concavidade para baixo.
Considerando, agora, apenas a componente horizontal da velocidade, a partir

das equagdes em (9):

oft = —Ffj’)vf. (13)

Com vl e vy as respectivas velocidades escalares de lancamento com

resisténcia e no vacuo, considerando que os lancamentos possuam alcance
unitdrio e mesmo angulo de lancamento 6, é intuitivo pensar que v{ > wvp.
Vejamos isto, matematicamente.

Voltando a equagao (13) do movimento para uma trajetéria com re-

F(v)

sisténcia e fazendo a substituicdo G(t) = ——=, teremos a seguinte expressao
v

para a componente horizontal:

2(t) = =GB/ (1),  2'(0) = |lvg, |,

em que vll = vficos(0).
Vendo esta equagao diferencial linear de primeira ordem em a'(t), obte-
mos:

t
2/(t) = Ke=® onde Gy(t)= / G(s)ds.
0
Aplicando a condigao inicial, onde z/(0) = ||v{t_||:
7'(0) = K = K = |lug’, I

Logo,

¢
2 (t) = [[oft e com  Gy(t) :/ G(s)ds. (14)
0

Para a componente vertical, das equagoes apresentadas em (9), como
y'(t) = —g — G(t)y'(t), de forma andloga obtemos, resolvendo a equacao
diferencial linear de primeira ordem em %/(t), considerando vé%y = vltsen(h),
que:
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t
(1) = loff @0 —g [ o0 (15)
0

Tendo em maos as equagdes (14) e (15), tem-se que:

dy _y(t) _ el @0 — g Jp e Gds | g fy s
de  a'(t) log’, [le=(® [ v, I
(16)
Por outro lado, sabe-se que uma trajetéria sem resisténcia, por ter o
comportamento de uma parabola, se tiver um angulo de lancamento 6 e
alcance 1 sua equagao deve ficar da forma p(x) = tg(0)x(1—z). Isto foi visto
ao final na Secao 3.1. Neste caso, temos por equagoes paramétricas:

x(t) = vocos(0)t

Y

y(t) = —th + (vosen(0))t

resultando que o alcance ”(UO)HZ%(%) =1.

R
v,
Prosseguindo, p'(z) = tg(0)(1 — 2z) = M(l — 2x), lembrando que
v
R 0z
dy _ It : R ~
e = T pela equacao (16), quando ¢ = 0. Integrando a expressao
0z
da equagao (14), obtemos que z(t) = |[vf|| fot e~¢1(9)ds. Substituindo esta

expressao de z na equagao de p'(x), obtemos:

o) = i [ 21 [ eooa] = e o [ GI%)

A partir das equagdes (16) e (17), utilizando de vf, = vifcos(0) e vff, =
vitsen(0):

t 2 2 t
V(@) 7o) = o {— | s+ e[ sen(26) / e‘Gl(s)ds].
0 0

(o g

||lvol|?sen(26)

Supondo que |[vf|] < |lvo|, do fato de = 1, teriamos

g
y'(x) — p'(x) < 0, para x > 0. Isto é um absurdo, pois tal fato implica
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y(x) < p(z), ¥ o > 0 devido a y(0) = p(0) = 0. Mas, como premissa consi-
deramos o mesmo alcance para as duas trajetérias, ou seja, y(1) = p(1) = 0.
Logo, podemos concluir que v > vg. Algo fisicamente 6bvio, mas matema-
ticamente interessante.

Portanto, ja estd provado matematicamente que a velocidade de lanca-
mento no vacuo deve ser menor que a velocidade de lancamento com re-
sisténcia para se atingir o mesmo ponto de alcance, se o lancamento partir
do mesmo ponto inicial. Ou seja, vt > vg. Agora resta provar que dado
o grafico de trés trajetdrias, sendo po(x) e pi(x) trajetérias sem resisténcia
e f(x) uma trajetéria com resisténcia, se po(z) tiver o mesmo angulo de
langamento de f(x) e p;(z) o mesmo angulo de impacto, o gréafico que repre-
senta a trajetoria com resisténcia estara envolvido pelos outros dois graficos,
conforme figura a seguir:

- —_ ] 1 ___J
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 7: Grafico das trajetérias.

Para tal prova, vamos utilizar as proposicoes que foram demonstradas na
Subsecao 3.2.

Desde que a segunda derivada da trajetéria sob forga resistiva é negativa
e estritamente decrescente, como mostrado na equacao (12), diretamente
da Proposicao 3.3, fica demonstrado que a trajetéria com resisténcia f esté
abaixo da trajetéria parabdlica p;.

Agora, para mostrar que a trajetoria com resisténcia f estda acima da
trajetoria parabdlica pg, de acordo com a Proposicao 3.2, temos que mostrar

19



que a trajetéria com resisténcia satisfaz a condicao y”(0) > —2y(0). Por-
tanto, seja vy a velocidade de lancamento para a trajetéria parabdlica pg e
seja v{t a velocidade de langamento na trajetéria com resisténcia. Desde que
as duas trajetérias tenham alcance unitario, a partir da equacao do alcance

(7), temos:

(vo)?

g
onde 6 é o angulo de lancamento, que é comum as duas trajetérias. Portanto,
pela equagao (12), temos que:

I —

sen(20) = g = 2(vo)?sen(#)cos(6),

" _ g _ _ g :_2<U0)286n(9)008(0)
VO = "0 = o eos(0) (T )05 0)

Logo,
2
v
/0 = 21900) (25 )
Yo
Tendo em vista que tg(f) = y'(0), temos que:

70 = -2/ (%) > -2/, (19

0
desde que vf > vg, como ja demonstrado. Por fim, a partir da equagao (18)
e da Proposicao 3.2, fica demonstrado, pelo fato de y” ser decrescente, que
o grafico da trajetéria sob influéncia de resisténcia esta acima da trajetoria
parabdlica pg, concluindo assim os objetivos deste estudo.

4 Conclusao

Portanto, demonstramos, matematicamente, algo que fisicamente, tal-
vez, seja intuitivo: dado um objeto de massa unitaria foi verificado que ao
ser lancado, partindo da mesma origem, no vacuo ou sob algum tipo de re-
sisténcia (do ar, mais comumente) que as respectivas velocidades iniciais vy e
vl satisfazem a desigualdade vy < v{t para que, em ambos os lancamentos, o
ponto de alcance seja o mesmo. E, por outro lado, demonstramos algo interes-
sante e talvez nao tao intuitivo, onde dado o grafico de trés trajetérias, sendo
po(z) e p1(z) trajetdrias sem resisténcia e f(z) uma trajetéria com resisténcia,
partindo todas da origem, se po(z) tiver o mesmo angulo de langamento de
f(x) e pi(z) o mesmo angulo de impacto de f(z), o grafico que representa
a trajetoria com resisténcia estara envolvido pelos outros dois gréaficos, ou
ainda, po(z) < f(z) e pi(z) > f(x), ou seja, po(x) < f(x) < pi(z), para
0<x<L,em que x = L é o alcance das curvas.
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