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Resumo

Esse trabalho visa integrar matematica e alguns conhecimentos quimicos para datacdo de
obras de arte. Para tanto, faz-se uso da modelagem matematica através das Equagdes
Diferenciais Ordinéarias (EDOs). O caso em analise tem como objeto de estudo o quadro
pintado por Meegeren em meados da década de 30, “Cristo e os discipulos em Emaus”, que
fora atribuido originalmente como uma auténtica obra de Vermeer - um consagrado pintor
Holandé€s do século XVII. Por algum tempo, Meegeren conseguiu manter a farsa,
convencendo até a critica de maior prestigio; o que evidencia o seu talento artistico. Com
essa habilidade Meegeren enriqueceu. Durante a ocupacdo holandesa acabou fazendo
negocios com os nazistas; apos o fim da guerra foi acusado de traidor da patria por
enriquecimento ilicito e negdcios com os invasores. Para escapar dessas acusacoes,
Megeeren, cuja pena para crime de traicdo era a morte, assumiu que era um falsario e dessa
forma fizera sua fortuna por meio da venda de quadros falsificados "legitimos" no intuito de
escapar da acusagdo maior de traidor. Porém, nem todos se convenceram de sua alegacio
principalmente aqueles que validaram suas falsificagdes e as compraram como auténticas, por
vultosas quantias de dinheiro. Essa farsa perdurou até 1967 quando cientistas da Carnegie
Mellon University provaram, com artificios de data¢ao de obras antigas, através de analise de
decaimento radioativo, que a obra em questdo ndo podia ser do século XVII. Por fim, o
trabalho analisa relagdes provenientes de dados laboratoriais e anélises de amostras de Pb*"° ¢
Ra”?® para o julgamento sobre a veracidade ou nio da obra com base na mineralogia da série
de decaimento do U™, Por tudo isso, esse trabalho cientifico ¢ providencial para elucidar
como que a matematica abracada com outras areas do conhecimento natural serve de
ferramenta para entender e manipular o mundo ao redor de maneira eficiente e racional.
Nesse sentido, foram observados os aspectos qualitativos e quantitativos de determinado
fendmeno natural, em uma linguagem matematica que estima alcangar o publico de

estudantes tanto da graduacao quanto do ensino médio.

Palavras Chaves: Modelagem matematica, equagdes diferenciais ordinarias, datagdo

quimica, decaimento radioativo.
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Abstract

This essay intends integrate mathematics with some chemistries issues for dating of art’s
paintings. For that, the mathematics modeling through Ordinary Differential Equations
(ODEs) was used. The case under consideration has tableau painted by Meegeren, in the mid-
30th, “Christ and the Disciples at Emaus”, that firstly was attributed to Vemeer, an eminent
Dutch painter for eighteenth century. During some period of time, Meegeren could keep the
farce, convincing even the most prestigious art critics; thereby demonstrating
their artistic talents. With this skill Meegeren made himself a wealthy person, ended up
selling some to Nazis. After the end of Second World War he was accused of national traitor
for being involved with illegal moneymaking and business with invaders. In case of trying to
escape from this accusation whose sentence was death, he admitted that he was an art forger
and so that made up his wealth. However, not everyone was convinced at his claims mainly
those that bought some paints as true ones. This farce lasted until 196, when Carnegie Mellon
University’s scientists have proven, with artifacts dating from ancient works, through
analysis of radioactive decay, which uses applications of differential equations; thereby the
painting in question could not be of the eighteenth century. This work was conducted under
the methodology of analysis of common separable and linear equations (for radioactive
decay); thereafter modeling of Pb*'® concentration through some chemical testing laboratory
sources, and finally the trial on the truth or otherwise of the art painting based on
mineralogy of the decay chain of U*®. For all that, this scientific work was essential to
elucidate how the mathematics, together with other areas of knowledge, serves as a natural
tool to understand and manipulate the world around efficiently, and technique, observing
the qualitative and quantitative aspects of a particular natural phenomena in language that

desire to reach the public of both undergraduate students and the high school ones.

Keywords: mathematics modeling, ordinary differential equations, chemistry dating,

radioactivity decay



Introducéo

Muitas areas da matematica sdo conhecidas como arduas e sem aplicagdes. Em geral, as
aplicagdes se encontram apos um profundo estudo, tornando dificil a compreensao de quem

estd no comeco de uma longa caminhada.

Para aplicar a matematica ao cotidiano utiliza-se da modelagem matematica. O ramo da
matematica que a estuda essa area ¢ denominada: matematica aplicada. Em contrapartida
tem-se a matematica pura e estatistica; a pura nao ¢ foco nesse trabalho e estatistica aparecera

de maneira indireta.

Previsdes matematicas envolvem sentencas numéricas, calculo e fungdes. Um modelo ¢ uma
descricdo matematica (frequentemente, por meio de uma fungdo ou de uma equagao) de um
fenomeno do mundo real. Por exemplo, o tamanho de uma popula¢do, a demanda de um
produto, a velocidade de um objeto caindo, a concentracio de um produto em uma reagao
quimica, o decaimento radioativo, a expectativa de vida de uma pessoa ao nascer ou o custo
para recuperagao de poluentes. O proposito do modelo ¢ entender o fendmeno e talvez fazer

predile¢des sobre um comportamento futuro. (Stewart, 2008)

A Figura 1 ilustra o processo de modelagem matematica. A partir de um problema do mundo
real, o primeiro passo ¢ formular um modelo matematico por meio das especificacdes das
varidveis dependentes e independentes e da realizagdo de hipdteses que simplifiquem o

fendmeno o suficiente para tornd-lo matematicamente tratavel.

. o N L A wvel, u
A respeito do tema “simplificagdes necessarias” para tornar o fendmeno real palatdvel, um
solucao realista e bem-sucedida em um problema matematico, por vezes de engenharia,
geralmente comeca com um modelo preciso do problema e o entendimento das hipodteses
usadas.
Em resumo, se tentarmos incluir todos os efeitos em nossa analise, 0
problema se torna extremamente complexo. Entdo, o que fazemos?
Simplificamos o problema de forma que nos possibilite obter uma

aproximagao suficientemente precisa para solugdo do problema real. (Boresi
& Schmit, 2003)

Na lida com objeto, o pesquisador, sujeito, faz uso do conhecimento da situacdo fisica ¢ da
destreza matematica de sua época. Desse raciocinio, em termos gerais, nota-se a importancia
e as mais variadas conseqiliéncias do advento do célculo a partir de Newton e Leibniz que na

falta de uma matematica suficientemente adequada para sua época ajudou desenvolvé-la.



Esse aprimoramento propiciou grandes desenvolvimentos nas mais diversas areas do
conhecimento humano, desde pesquisas sociais até engenharia aeroespacial pesada, passando

por areas desde bioldgicas, médicas a economia e engenharia e outras mais.

Uma das consequéncias do tratamento do problema em foco e do levantamento de hipdteses ¢
a ocorréncia de situagdes em que nao hd uma lei fisica clara e totalmente satisfatoria para a
solugdo do problema em questdo. Nesse momento, ¢ necessaria a coleta de dados,
primeiramente por meio de uma revisdo bibliografica da literatura impressa ou digital e
posteriormente através da conducdo de ensaios experimentais. Em um segundo momento
ocorre a andlise dos dados obtidos empiricamente em forma de graficos e tabelas a fim de

perceber padrdes. A partir dessa representagdo grafica, portanto, pode até sugerir uma

formula algébrica, por exemplo.
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Figura 1 - Processo de modelagem. Fonte: Stewart, 2008

Em um terceiro momento utiliza-se da aplicacdo das habilidades matematicas, ou seja,
habilidade de abstracdo em relagdo a quantidade e a tamanhos, para possiveis interpretagdes e
conclusdes a cerca do problema formulado. E a partir desse ponto que se faz previsdes sobre
o comportamento do objeto real, j4 com alguma nova informagdo adicionada ao processo de
investigacdo cientifica. Nesse sentido, a etapa final do processo cientifico € testar se o
modelo se adéqua ao mundo real. Assim, julga-se a necessidade de refinar o modelo,
formular um novo modelo ou comecar novamente o ciclo.
Um modelo matematico nunca ¢ uma representacdo completamente precisa
de uma situagdo fisica — ¢ uma idealizagdo. Um bom modelo simplifica a
realidade o bastante para permitir calculos matematicos, mantendo, porém,
uma precisdo suficiente para conclusdes apreciaveis. E importante entender

as limitagdes do modelo. A palavra final estd com a Mae Natureza. (Boresi
& Schmit, 2003)



De maneira especifica esse trabalho visa a investigagdo, em carater matematico diferencial,
do decaimento radioativo de nucleos de 4tomos para esclarecimento de um intrigante caso de

falsificacdo de artes datado do pos-guerra, final da década de 40.

Com o advento do célculo, originaram vertiginosos avangos a partir do século XVIII, tem-se
a possibilidade de cientistas sociais, fisicos, entre outros analisarem, de modo geral, uma
equagdo diferencial surgida no processo de modelagem de algum fendmeno que eles estdo
estudando. Nesse sentido, talvez a aplicacdo mais importante do calculo seja as equagdes
diferenciais. Nesse trabalho usa-se uma solucao explicita de uma equagao diferencial. Porém,
em inumeras outras equacgdes diferenciais ha a forte dependéncia de aproximacdes graficas e

numéricas da para coleta de informagdes necessarias, que seria o &mbito calculo numérico.

Quando se fala em equagdes matematicas, na geometria ou na algebra, um bom tempo ¢

gasto na resolucao de equagdes do tipo:
X 4+4x+5=0 (1)

para a incognita x, essencialmente representa um numero. Em se tratando de equacdes

diferenciais a tarefa é resolver:
it ry=0 (2

para funcdo incognita @(x), que representa uma lei matematica relacional (fungdo) de pelo

menos uma varidvel dependente a uma ou mais variavel independente:
¥ = 0(x) (3)

Nessa andlise a equacdo diferencial ¢ uma equag¢do que contém uma fun¢do desconhecida e
podem-se conhecer apenas algumas de suas derivadas (taxas de variacdo de uma funcao).
Assim, as predilegcdes sobre o comportamento futuro de determinado fenomeno investigado
sdo baseadas na maneira de como os valores em tempo presentes variam. O que ¢

intuitivamente razodvel e muito comum em investigagdes cientificas.

De forma a contextualizar o a modelagem em questdo lembra-se o pintor holandés Henricus
Antonius (Han) Van Meegeren que nasceu em Deventer, 1899. Sua historia ¢ intrigante.
Meegeren fez fortuna ao especializar-se em imitar um mestre cldssico do século XVI
Holandés: Jan Vermeer (1632 — 1635). Esse pintor cldssico é notorio por pintar a “Monalisa

holandesa” e “A Dama com brinco de Pérolas”, Figura 2a, dentre outras. E importante



ressaltar que Veermer produziu pouco em sua vida, eram conhecidas apenas cerca de 30 de
suas telas. Isso, porém, até surgir Meegeren na década de 30 (Goodley, 1990), que aumentou

seu repertorio de obras por meio de introdugdo de falsificagdes.

A especialidade de Meegeren ndo era copiar os quadros de Vermeer, pois sua obra era
conhecida. Nesse sentido, ele pintava seus proprios quadros copiando com propriedade o
estilo do pintor cléssico. Em seguida assinava suas falsificagdes como Vermeer. Assim, ele
dizia ter “encontrado” um autentico Vermeer ¢ o vendia por precos exorbitantes, o fato
sempre era comemorado pelos criticos. Obviamente que Meegeren no inicio de carreira fora
um pintor original até de alguma expressao com proprios trabalhos; porém, sua personalidade
conturbada e as tendéncias vanguardistas da época impediram maiores sucessos de seus

trabalhos que eram de cunho mais conservador (Goodley, 1990).

Em 1937, Meegeren terminou seu mais célebre “Veermer”, “Cristo e os discipulos em
Emaus”, Figura 2b. Meegeren teve o cuidado em produzir uma obra que ndo era muito o
estilo de Veemer, s6 se conhecia até entdo uma tela religiosa de Veermer, “Cristo na casa de
Marta ¢ Maria”. Essa tela havia sido descoberta em 1901, por um critico holandés
prestigiado, Abraham Bredius, em uma galeria em Londres. Bredius concluiu que a tela
deveria ter sido pintada por Veermer no inicio de sua carreira e vaticinou que outros quadros

dessa época deveriam existir e poderiam aparecer a qualquer momento.

“E um momento maravilhoso na vida de um amante da arte quando se
encontra confrontado com uma pintura desconhecida de um grande mestre,
intocada, na lona original, ¢ sem nenhuma restauragdo, exatamente como
deixou o estudio do pintor! Temos aqui — sou inclinado a dizer — a obra-

prima de Jan Vermeer.” A. Bredius (Goodley, 1990)

Com a chegada da Segunda Guerra Mundial, Meegeren envolveu-se em negocios com
Goering (chefe nazista), enquanto a Alemanha dominava a regido. O pintor vendia para ele
quadros tradicionais da cultura holandesa, inclusive alguns Veermer falsificados. Com o fim
da guerra, as autoridades holandesas novamente no comando trataram de investigar os
antigos colaboradores com os nazistas. Percebeu-se, portanto, Meegeren com uma fortuna
inexplicavel, acusaram-no de trai¢cdo a patria, crime de pena de morte a época. Para escapar
das acusacdes, Meegeren assumiu que falsificara alguns quadros que eram considerados
auténticos Veermers. Ele justificara tal atitude como uma espécie de vinganga contra a critica

artistica que ndo aclamara seu trabalho no inicio de sua carreira. Durante seu julgamento



chegou a comecar reproduzir outro Veermer a sua moda para convencer o juri, Figura 2c,
com o irdnico titulo “Cristo entre os doutores”. Entretanto, ndo terminara completamente a

pintura, pois, com a saude debilitada, logo veio a ébito por um ataque cardiaco.

Passada essa etapa, algumas pessoas ndo acreditaram na historia de Meegeren,
principalmente aquelas que gastaram um bom dinheiro comprando os “auténticos” Veermers.
Alegavam que pelo menos “Cristo e os discipulos em Emats” ndo poderia ser uma

falsificacdo de Meegeren, sob argumentacao de que era de qualidade muito superior ao que

ele tentara fazer na prisdo para provar sua inocéncia (Goodley, 1990).

(a) (b) (c)
Figura 2 - (a) Auténtico Vermeer, “A Dama do Brinco de Pérola”. (b) Falsificagdo célebre de
Meegeren, “Cristo e os discipulos em Emus”. () Pintura ir6nica em carcere por Meegeren, “Cristo
entre os doutores”
Fonte: Goodley, 1990

Toda essa polémica perdurou até 1967 quando cientistas da Carnigie Mellon University por
meio de uma comissdo internacional de quimicos, fisicos, matematicos e historiadores
provaram, com artificios de datacdo de obras antigas, através de analise de decaimento
radioativo, o qual usa aplicagdes de equagdes diferenciais, que a obra em questdo nao podia
ser do século XVIII. Abaixo estd uma sintese dos procedimentos usados pela Universidade
americana que provam a falsificagdo. O escopo desse trabalho de inicia¢do cientifica reside

na andlise dessas equagoes.
Materiais e Métodos

Para entender como a duvida a respeito da idade dos quadros pintado a semelhanga do estilo
de Vermeer foi solucionada devem-se compreender alguns conceitos quimicos e
matematicos. Esse ¢ também uma bela exemplificacdo de modelagem matematica diferencial.
Na parte quimica, vale ressaltar que a chave para datagdo de pinturas e outros materiais como

rochas e fosseis apoia-se no fendmeno da radioatividade descoberta na virada do século XIX.



Apos a descoberta que existem a4tomos com o0 mesmo numero atdmico, mas com massas
atomicas diferentes (elementos isotopos), os cientistas comecaram a observar que algumas
dessas espécies atomicas tinham a caracteristica de emitir radiagdes. Os trabalhos desses
fenomenos, realizados pela equipe de Rutherford e também pelo casal Marie e Pierre Curie

com is6topos de Uranio, Polonio e Radio, deram origem ao estudo da radioatividade.

O célebre fisico Ernest Rutherford (1871-1937) e seus colegas mostraram que o atomo de
certo elementos “radioativos” sdo instaveis e em determinados periodos de tempo
transmutam-se, de maneira espontanea, a formarem &4tomos de um novo elemento.
Cientificamente, radioatividade passava a ser uma propriedade do atomo. O trabalho dessa
equipe de fisicos mostrou que a radioatividade de uma substancia ¢ diretamente proporcional
ao numero de atomos da substancia no tempo presente, nesse ponto observa-se um caso de
aplicacdo diferencial, no qual ndo se conhece a sentenca matematica da funcdo, mas sabe

como ela varia ao longo do tempo. (Braun, 1993).

Nesse sentido, para o manuseio desse modelo tedrico quimico faz-se necessario a aplicagao
da modelagem matemadtica. Para melhor compreensdo e extragdo de novos dados a cerca
radioatividade quimica, especificamente datagdo quimica, utiliza-se uma aplicagao de

equacdes diferenciais ordinarias.

A defini¢ao de equagdo diferencial ¢ baseada em uma equagdo que contem derivadas (ou
diferenciais) de uma ou mais variaveis dependentes em relagdo a uma ou mais variaveis
independentes. Outra classificagdo pertinente ¢ quanto ao tipo, que pode ser ordinaria ou
parcial. Se uma equagdo contiver somente derivadas ordindrias de uma ou mais variaveis
dependentes em relacdo a uma unica variavel independente, ela sera chamada de equacgao

diferencial ordinaria (EDO), por exemplo:
Lisy=er . @)

Em contraposi¢do, uma equacdo que envolve as derivadas parciais (calculo envolvendo
funcdes de duas varidveis), com uma ou mais variaveis dependentes relacionadas com duas
ou mais varidveis independentes ¢ chamada de equagdo diferencial parcial (EDP) (ZILL,

2001), por exemplo:

ﬂ‘zﬂ' E-"':.* (5)



A modelagem em estudo, em conformidade com as pesquisas de Rutherford, tratou
primeiramente de equagdes separaveis, € em um segundo momento de sua solugdo por meio

da técnica do fator integrante.

Na resolucdo de equagdes diferenciais, frequentemente tem-se a necessidade de resolver
integrais (que em linhas gerais seria o limite de um soma infinita, “inverso das derivadas”).
No caso do decaimento radioativo, vé-se um exemplo de varidveis separaveis, a solugdo ¢ por

integragao.

Assim, N(t) denota o nimero de 4&tomos presentes na amostra no tempo ¢, dN/dt denota a taxa

de desintegracdo de 4tomos da amostra por unidade de tempo.

SN = (6)

ér
1
Mdﬂf = dde
L
Jﬁ Er:ﬂ"f = —J‘ Adt
InN=—-At+C (7).

cujo problema de valor inicial € N(#y))= N, tem-se:
C=lnNy+4iy; (8)

In22 = -A(t- to)

-4
N(E) = Nya M a®  (9)
nessa analise se, N/Ny=1/2, entdo:
(- t) =22 = 06831/4 (10)

Com isso nota-se que a meia vida de uma substancia ¢ calculada por In(2) dividido pela
constante de decaimento da mesma. Em todos os casos a constante A ¢ medida no reciproco

da medida de tempo (Silva, 2011).

A partir dessa fungao (9), proveniente de uma solugdo analitica da equagdo diferencial, a

datacdo radioativa seria possivel, se fosse mensurdvel ou conhecido o valor &;. N também

seria avaliavel, na maioria das vezes, fazendo uma analise da substincia atual; A é conhecido

para maioria das substancias ou pode ser computado. No entanto, h4 impossibilidade se da ao



achar Ny que geralmente ndo se pode precisar, pois quase sempre ndo se conhece as

substancias no inicio da fabricacdo das pigmentacdes, no caso das pinturas, teve-se acesso
somente ao quadro ja pintado. Indiretamente, entretanto, haveria a possibilidade de uma faixa

com possiveis valores para My que deram pistas sobre a idade da pintura, proveniente de

investigacoes geologicas.

Devido as limitagdes fisicas de coletas de amostras nas pinturas investigadas, um pouco dos
conceitos de quimica elementar foi usado para conseguir adaptar essa modelagem as

condicdes reais existentes.

Para o caso das pinturas de Meegeren, e todos os outros pintores observou-se que desde mais
de dois mil anos sempre se usa tintas com pequenas quantidades da substidncia quimica

chumbo 210 (Pb*'%), e ainda menores de radio 226 (Ra*%).

. . . . 21
Para chegar-se no raciocinio do decaimento radioativo do Pb*'’ deve-se atentar para o fato de
que a maioria das rochas da crosta Terrestre contém Uranio. Esse elemento decai para outros

elementos através de trés séries radioativas principais de decaimento; a analisada em questao

206
b

termina em um elemento ndo radioativo, no caso Pb”", Figura 3. Isso explicar a razdo dos

pigmentos de tintas (por exemplo, o alvaiade, branco de chumbo, ou chumbo branco)

conterem uma pequena concentragio de Pb*'*(radioativo) e uma parte menor ainda de Ra*,

j& que sdo feitos a partir de minérios que originalmente continham essa série de decaimento

radioativo. (Keish, 1987)

O branco de chumbo, portanto, contém quantidades de substancia radioativas e ¢ usado para

producdo de coloragdes. A meia vida do Pb*'°

226

¢ de 22 anos. Manufaturada de rochas que

210 .
b-"". Na rocha matriz o

contém também o Ra"" cuja meia vida ¢ 1600 anos e decai para P
Pb?"’ ¢ o Ra®™® estio em “equilibrio radioativo™, isso significa que o total de radio que

decaindo para chumbo ¢ igual ao total de chumbo desintegrando por unidade de tempo.

Uma propriedade para equilibrio radioativo ¢ que esse ocorre quando as taxas das atividades
nucleares se igualam em todas as etapas de uma série de desintegragdes. Em (6) AN = cte

(Rezende, 2010).



cha

Na manufatura desse pigmento, a maioria do radio ¢ removido como escoria de minério. Nesse

momento a concentragdo Pb*'’ no pigmento recém fabricado decai expressivamente até que um novo

equilibrio com a pequena quantidade de Ra

226

fabricagdo, seja restabelecido.
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Figura 3 - Decaimento
Fonte: http://www.cienciaviva.pt/oficinaweb/

radioativo do Uranio-238.

, que ndo fora completamente removida no processo de

mil milthoaes
de ano=

245000 anos=s

As outras séries (familias) radioativas que existem sao devido a nuclideos que se desintegram

a outros nuclideos.

Observe as familias:

a)familia do Uranio: terminam no P

206
b

€ ocorrem se€mpre que o numero

de massa do elemento for da forma 4n+2;

s . - 207 ,
b)familia do Actinio: terminam no Pb”" ‘e ocorrem sempre que o niumero

de massa do elemento for da forma 4n+3;



c)familia do Tério: terminam no Pb**®

€ ocorrem sempre que o nimero de
massa do elemento for da forma 4n;
d)familia do Nettnio (artificial): terminam no Bi*”’e ocorrem sempre que

o numero de massa do elemento é da forma 4n+1.

Outro entendimento que pode ser feito sobre datagdo radioativa concerne na consideragdo de
um radionuclidio I que decai em um produto final F com uma meia-vida conhecida t;,. Em
um instante de tempo particular =0, comeca-se com Ny nucleos iniciais e nenhum dos
nucleos do produto final. Em um instante posterior #, observa-se que permanecem Ny nucleos
iniciais, enquanto aparecem Np( = Ny — Nj) nucleos do produto. Os nucleos iniciais decaem
de acordo com a equacgdo (9).

N(f) = Nge™¥

2

e, assim,

1 My gz My
t=-ln—=—""In—
T ome N

que pode ser substituido N;+ Ng = N,

_ fam NF
=220 (1 +N_;) (1)

Essa equagdo denota uma medi¢do da razdo entre os nucleos do produto e os nucleos
originais que determinara a idade de uma amostra. Esse calculo € baseado na hipdtese de que
nenhum dos nucleos do produto existia em t=0. Essa consideragdo pode nem sempre ser
valida, mas existem técnicas para data¢do radioativa que podem ser utilizadas para efetuar

correcdes, de modo a considerar-se a presenca desses nucleos originais no produto.

Esse método também pode ser utilizado para determinar o tempo decorrido desde a formacao
do sistema solar; um exemplo inclui as razdes entre 0 U*® ¢ o Pb*'’. Rochas da Terra, rochas
da Lua e meteoritos analisados através desses métodos indicam idades comuns de
aproximadamente 4,5 x 10° anos (Vanpaemel, 2010), que se toma como sendo a idade do

sistema solar.



Para melhor compreensao do que foi dito acima, mostra-se o calculo de uma amostra de
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rocha, determina-se laboratorialmente a razdo entre Pb*° e o U** igual a 0,65. A partir

desses dados iniciais € visto que, a partir da equagdo (11):

dado:

o t=0/28% = 43,107 anos (tempo de meia vida do U*®);

81z 10%
=

t= In{1+ 0.65) = 3,0x 107 anos.

. , . . y e 9
Assim, essa rocha ¢ um pouco mais nova do que a idade maxima de 4,5 x 10" anos que se
determina para rochas do sistema solar, o que pode ser um indicativo que a rocha ndo tinha se
solidificado até 3,0 x 10° anos atras. O Pb*'® que de decaiu do U™® antes desse periodo
provavelmente “evaporou-se” da rocha ainda em estado liquido de formagao. Somente apds a
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solidificagdo da rocha ¢ que o Pb”~ comecgou a acumular.

Todas essas consideragdes sdo particularmente convenientes para se determinar a idade de
uma pintura baseada no decaimento do chumbo radioativo como sera pormenorizado nesse

trabalho.

Agora, a analise sera feita a partir das informagoes descritas nos paragrafos precedentes e da
série de decaimento radioativo do Pb*'’. O calculo do total de Pb*'® presente em uma amostra
de pintura do quadro ¢ feito em termos do total originalmente presente no tempo da
manufatura. Assim, ¥(t} ¢ a quantidade Pb*'"°, (em gramas), presente no chumbo branco no

tempo t, e ¥, a quantidade de Pb*'° (gramas) no pigmento no tempo quando fabricado t,-, e
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r(t) o nimero de desintegracdo do Ra™” por minuto por grama do pigmento no tempo 7 A

denota a constante de decaimento do Pb*!°. Assim tem-se:

= Ay + (). (12)

de
com problema de valor de inicial:
¥lte) = ¥, -(13)

Nessa analise em questdo considera-se a meia vida do radio constante em relacdo ao

Chumbo, ja que o primeiro ¢ de 1600 anos e a outro de 22 anos. Para solu¢ao dessa equacdo



diferencial de primeira ordem (12), de maneira analitica ¢ preciso algumas defini¢des

matematicas.

Equagdo Diferencial Linear de Primeira Ordem. Uma equagdo diferencial ¢ linear quando ¢
de primeiro grau na variavel dependente e em todas as suas derivadas se apresentando na

forma:
ﬂliﬂ—'i-ﬂci‘*}v =g(x) (14)

quando g(x)=0, a equagdo linear é chamada de homogénea; do contrario, ¢ nao homogénea.

O primeiro passo da solucdo analitica de uma equagdo como essa ¢ coloca-la na forma
padrdo. Divide-se, portanto, ambos os lados de (14) pelo coeficiente dominante a;(x) a fim de

se obter uma solugdo mais conveniente, a forma padrao, uma equagao linear:
.
Ly Py=Fa) (19

O procedimento necessario para essa solucao particular de (15) ¢ conhecido com método de
variagdo de pardmetros, comumente conhecidos e que serd omitida sua demonstragdo nesse

trabalho.

Voltando agora em na equagao original (12) e (13), vé-se agora:

E = —dy + rit).

Flta) =¥

Para resolucao dessa equacao diferencial temos método de fatores integrantes:
1. observar a forma: y’ + p(X)y = q(x) (forma padrao);
ii. u= e/PW (fyior integrante);
i, wy = [ug(x)dy, u= of 2t (multiplicacdo da forma padrao pelo fator integrante);
iv.  (integracdo de ambos os lados);

u = gt

-2 [ ual)as

gt pit

FE o

logo:
y(§) == (1— o780} 4y amdlml (16)



A partir da solucdo (16) da equagdo diferencial (12), y(t) pode ser facilmente medido a partir
apenas a informagio de yo. Pois, conhecendo-se a quantidade de Pb*'® inicialmente na mistura
a equacgdo (16) seria usada para o calculo do At (t-ty), e consequentemente determina-se a
idade da pintura. Mas o fato ¢ que ndo se pode medir diretamente a quantidade de y, na
mistura, como ja observado. Nesse caso uma saida alternativa seria estimar possiveis valores
para yo a partir de informacdes de quantidade de minerais dessa série de decaimento
radioativo nas rochas terrestres. Esse raciocinio € corroborado pelo fato de que originalmente
a quantidade de Pb*'" nas rochas da crosta terrestre estd em equilibrio radioativo com sua
série de decaimento — a quantidade de radio que decai para Pb*'’ ¢ a mesma quantidade de

Pb*'? que decai por unidade de tempo.

Por conseguinte, foram avaliadas algumas amostras de rochas da crosta terrestre e analisadas
sua taxa de decaimento de radio (Braun, 1993), os dados estdo resumidos na Tabela 1.
Percebeu-se que essa variacao ocorre de 0.18 a 140 (nimero de 4&tomos em desintegragao por
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gramas por minutos). Por conseguinte, o nimero atomos em desintegracdes de Pb

por
minuto por grama, no tempo da manufatura, variara de 0.18 a 140 também. Essa informacao

impossibilitou que se calculasse nem mesmo uma aproximacdo razoavel para ¥;,. A

implicagdo desse fato ¢, portanto, um demasiado intervalo de valores para yy e y(t), j4 que o
numero de desintegragdes de Pb*'° no momento da manufatura é proporcional a quantidade
no tempo presente. Nesse sentido, a equagdo (16) ndo consegue fornecer nem mesmo uma
aproximacao grosseira para idade da pintura, baseando-se em andlise e estimativas coletadas

de rochas Terrestres.

Tabela 1: Rochas e concentragdo de amostras. (Numero de desintegragdes de atomos por
grama por minuto)
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Descrigéo e Localizagéo Desintegracao por minuto de Ra
Concentragao na rocha (Oklahoma-Kansas) 4.5
Minério bruto (S.E. Missouri) 2.4
Concentragao na rocha (S.E. Missouri) 0.7
Concentracao na rocha (Idaho) 2.2
Concentracdo na rocha (Idaho) 0.18
Concentracdo na rocha (Washington) 140.0
Concentragio na rocha (Canad4) 1.9




Concentragio na rocha (Canad4) 0.4
Concentragdo na rocha (Bolivia) 1.6

Concentragdo na rocha (Australia) 1.1

Fonte: Braun, 1993

Outro método de datagio radioativa é referente ao isétopo radioativo do C'* presente na
atmosfera; cerca de 1 4tomo de carbono em 10'* ¢ o radioativo C'*. Segundo analises cada
grama de carbono radioativo tem uma atividade de cerca de 12 decaimentos por minuto
devido ao C'*. Nesse sentido, organismos vivos podem absorver esta atividade pela aspiragdo
de CO; ou ingerindo plantas que tenham feito isso. Quando os organismos morrem, eles
param de absorver o C'*, e a concentragdo desse elemento presente no instante de sua morte
comega decair. Esse método de datacdo por radio carbono (desenvolvida em 1947 por
Willard Libby, que foi laureado com o Nobel de quimica em 1960 por esse trabalho) ¢ util
para amostras organicas (Adam, 2005). Por exemplo, se uma amostra examinada apresenta 6
decaimentos por minuto por grama de carbono, sabe-se que a atividade original foi reduzida
pela metade, e a amostra deve ter a idade correspondente a uma meia-vida do C'* (conhecida

de aproximadamente 5730 anos).

Em se tratando de pinturas, um dado curioso ¢ que desde meados do século XIX teste
envolvendo armas nucleares aumentou significativamente a concentracdo radioativa de
carbono na atmosfera terrestre. Desse modo, ironicamente esses indesejaveis testes
proporcionaram mais um método para verificagdo de falsificacdes de obras de arte. Ora,
muitos materiais, como 6leos de linhaga usados por pintores na tinta, contém esse tipo de
carbono 14, portanto pinturas feitas apds esses testes nucleares conterdo muito mais C'* do
que pinturas anteriores a esse periodo (Magill, 2005). Entretanto, essa técnica nao foi
utilizada para esse quadro em questdo, no qual se investigava falsificacdo proveniente da
década de 30 do século XIX. De qualquer modo, essa técnica configura-se também como

uma importante ferramenta de datacdo de pinturas.

Resultados e Discussdes

Outra solugdo para o problema ¢ proveniente do raciocinio, ndo de amostra e estimativas de
intervalo baseado na andlise direta de rochas terrestres, mas sim de uma constatacdo de que
se podem distinguir intervalos de 300 anos (auténtico Vermeer do século XVI) de pinturas de

30 anos (intervalo de uma falsificagdo moderna para a data de investigacdo da Carnigie



Mellon University). A base para essa acepgao ¢ a observacao de que se a tinta ¢ muito antiga
(300 anos), comparada aos 22 anos de meia-vida do chumbo, a quantidade de chumbo
radioativo serd aproximadamente a de radio cuja meia vida ¢ 1600 anos. Em um periodo de
300 anos a quantidade de radio permanece praticamente constante ¢ a quantidade de chumbo
ja teria decaido bastante; pois, 300 anos possibilitam mais de 10 intervalos de meia-vida do
chumbo. Caso a tinta fosse recente, cerca de 20, 30 anos, a quantidade de chumbo radioativo
presente serda bem superior a do radio. Tudo isso, refere-se ao fendmeno de equilibrio de
decaimento radioativo entre as substancias de uma mesma série e as exorbitantes diferencas

naturais da meia vida do radio e chumbo radioativo, fundamenta o raciocinio descrito acima.

A precisdo desse argumento ¢ matematicamente transcrito da seguinte maneira. Considera-se
inicialmente que tinta tenha 300 anos. Nesse caminho faz-se o sentido inverso para resolucdo
do problema; ao invés de se entrar com hipoteses iniciais de concentragdes, devido as
discrepancias nas amostragens, ja se entrou com o dado que se procura determinar, At na
formula (16), e verificou-se, a partir dessa hipdtese da idade, se as concentragdes iniciais sao
razoaveis para a situacdo em analise:
}r[:!:I =§ El - —Ale— r.-gﬁ}- +},ﬁﬁ—dir—cﬁ.} (17)
Axyy = p(t)e®® — (e — 1) (18)
Nesse ponto da andlise fez-se necessario compreender que existem valores absurdamente
grandes para Ay,. Para determinar o que ¢ uma seria uma taxa de decaimento incoerentemente
grande fazem-se necessdrias algumas consideragdes prévias sobre a série de decaimento
radioativo em questdo. Para compreensdo desse raciocinio ¢ preciso o céalculo avaliativo da
taxa de desintegracdo do Uranio (topo da série de decaimento) a partir das concentragdes

iniciais (yo) de Pb*'

no momento da manufatura da tinta (ty). Depois desse momento € que se
fez a avaliacdo de coeréncia desse valor encontrado (Ayo, que serd descrito a seguir) com o0s

valores encontrados na equacao (18).

Experimentalmente, por meio da anélise de amostras de rochas, sabe-se que a quantidade de
Pb*'? esta balanceada com a quantidade de radio na rocha origem que sera matéria-prima para

confec¢do do pigmento. Assim, A3 = R, no qual R representa o nimero de desintegracdo de

Pb*'® por minuto por grama.

Outro fato a se considerar ¢ a cerca das concentracoes médias de Uranio nas rochas terrestres

que ndo passam de 2.7 ppm (0,00027%). Em contrapartida, apenas haveria algumas raras



rochas que conteriam de 2 a 3%. Para se chegar nesses dados pode-se calcular a concentragao

de Uranio a partir da taxa de decaimento do Pb*'’ no momento da manufatura (y).

Se for considerar que no momento da manufatura das tintas a taxa de decaimento do Pb*'® ¢

de 100 desintegragdes por minuto por grama. A seguir serdo detalhados esses célculos.
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Nesse momento sera ilustrado como se obter a concentracdo de Uranio™" na rocha do

minério a partir da taxa do decaimento do chumbo-210(dpm|g).

Dados:

o talf*® =41 .10 anos (tempo de meia vida do U*®)
=

210 , w1y . . . 238 « .
e 0Pb"" estd em equilibrio radioativo com o U”"" no minério:

dN
E = —AN = —100 G&_.’-‘I’ng‘

e lano = 525.600 min.
e amassa de uranio permanece praticamente constante em um periodo de 300 anos.

a. calculo da constante de decaimento do Uranio, tendo sua meia-vida:

ln 2

= 451525100 - VA 107

b. calculo do niimero de atomos de U**® no minério no instante t,

_ 100
T
100 e
T oozoagm il

assim tem-se 3,42.10*" dtomos de uranio no instante ¢, para uma taxa de -100dpm|g de Pb*'°.

, ~ 2 « gy
c. calculo da concentracdo de U® no minério.

1mol de urénio 238g 6,02.12** gtomos de uranio por mol
X 242107
x = 0,0135%

Finalmente, obteve-se a concentracdo de uranio a partir da taxa de decaimento inicial de
chumbo de 100 desintegragdes por minuto por grama. Desses calculos depreendeu-se que a
rocha continha cerca 0,014% de Uranio aproximadamente. Se for considerada uma hipotese

rarissima de rochedo cuja quantidade de Uranio ¢ de 3% a taxa de desintegragao Ay, ¢ 30.000



desintegracdao por minuto por grama. Sendo assim, ¢ intoleravel algo maior que isso (Braun,

1993).

Continuando a andlise da equacao (16), faz-se uso da Tabela 2; pois, precisa-se da quantidade
em tempo presente na pintura de desintegracdes de Pb*'’. Para consegui-la é mais apropriado

219 "em substitui¢do ao Pb*'’, ja que as taxas de decaimento do

usar os dados de poldénio (Po
polonio sdo equivalentes e a meia vida do chumbo depois de alguns anos. Nesse sentido ¢
mais facil medir a taxa do polonio j& que ¢ da ordem de fragcdes de segundos enquanto a do
chumbo ¢ de 22 anos, o que dificulta os trabalhos quimicos, conforme a Figura 3,

anteriormente citada.

Nesses calculos observa-se, da equacao de meia vida (10) para o Pb, que:
28004 — o (B06/22Hn2 — (180711}
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A taxa de desintegracio de Po*'® ¢ Ra*® foram medidas para “Discipulos de Emats” e

algumas outras obras avaliadas.

Tabela 2: Pinturas de autorias questionadas. (Todas as taxas desintegra¢des por minuto por
grama de minério)

Descricdo Po*!? desintegracées Ra“*® desintegracfes
“Discipulos de Ematis” 8.5 0.8
“Lavagem dos pés” 12.6 0.26
“Mulher ouvindo musica” 10.3 0.3
“Mulher tocando bandolin” 8.2 0.17
“A rendeira” 1.5 1.4
“Garotas rindo” 5.2 6.0

Fonte: Differential equations and their applications: an introduction to applied
mathematics. Martin Braun, 1993

Voltando a equagao (15), para o caso de “Discipulo de Emats™:

t:l 8 BOE BO® _ 1}

Ayg =¥( —r(e

.l}rﬁ = EarE_jzlEﬁfll _ ﬂﬁ{zlﬁﬁfﬂ _ 1}
-z =
Lembrando que uma taxa de desintegragao de 98.050 ¢ absurdamente alta, pois remeteria a

quantidades inimaginaveis de Uranios nas rochas.



O mesmo pode ser feito para outros quadros da Tabela 2:

e “Lavagem de pés™:

Ayy = (12,6)218041 — 0,26(2180/1 — 1} = 157134.1;

e “Mulher lendo musica”:

Ayy = (10,3)2180411 _ g,3(2180411 _ 1} = 127337.2,

e “Mulher tocando bandolim”:

Ayy = (B,Z)Z1EU — g,17(2101 — 11=102251.7;

e “A rendeira”:
Ayg = (152980410 1 42180711 _ 9} = 1274.T;

e “Mulher sorridente”

Ayy = (5,2) 2180 — g(228041 _ 1} = —19181;

Finalmente, observou-se que as obras, “Discipulos de Emats”, “Lavagem de pés”, “Mulher
lendo musica” e “Mulher tocando bandolim” s3o falsificacdes modernas de Veermer;
entretanto, as obras, “A rendeira” ¢ “Mulher sorridente” nao sdo falsificacdes de Vemeer,
como afirmaram alguns especialistas, pela constatacdo de que as concentragdes de radio e

polonio serem tao discrepantes.
Concluséo

Com o uso de técnicas para resolucdo de equagdes diferenciais, sejam ela separaveis ou
através do fator integrante, consegue-se a modelagem do fenomeno de decaimento radioativo
e interpretacdo da idade de uma pintura, ou mesmo, o tempo decorrido da formagao desde a
formacgao do sistema solar que usam métodos semelhantes. Sendo assim, por meio da analise
do Pb*"° pode-se afirmar que o belo quadro “Cristo e os discipulos em Emaus”, que foi
comprado pela sociedade Rembrant da Bélgica por US$170.000, era uma falsificacdo
moderna, ele certamente ndo tem 300 anos. Por anélises semelhantes mostrou-se também que
os quadros “Lavagem dos pés”, “Mulher ouvindo musica” e¢” Mulher tocando bandolim” sdo
indiscutivelmente falsos Vermeers. Por outro lado, os quadros “A rendeira” e “Garotas
Rindos”, ndo podem ser falsificagdes recentes de Veermers, como dizia alguns peritos, uma
vez que para esses dois quadros o Po?'’ estd aproximadamente em equilibrio radioativo com

o Ra™ ¢ tal equilibrio nio foi observado em quaisquer amostras do século XIX ou XX.



Esse caso como que inclui conceitos de diversas areas serviu também para acalorar a
discussdo de o significa uma obra de arte auténtica ou ndo. Se o valor dessas obras reside em
sua qualidade técnica ou nos nomes que os assinam; no grau de inovagdo que essas obras
trouxeram ao seu contexto historico. Essas sdo discussdes secundarias também geradas pelo

trabalho.
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