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Comprension que muestran futuros profesores de

Matematica y estadistica de los intervalos de

confianza sobre la media

Nicolds Sanchez Acevedo?

RESUMEN

Los intervalos de confianza son un aspecto importante en la inferencia
estadistica. Actualmente este tema se ha incluido en el curriculum de la
formacién de profesores de Matematica y los programas de estudio de
secundaria en Chile. De acuerdo con esto, se explora en la comprension
que manifiestan futuros profesores de Matematica y Estadistica sobre los
intervalos de confianza sobre la media. Se ha adoptado una metodologia
cualitativa y de tipo exploratoria-descriptiva. Para ello se analizan las
respuestas de 11 futuros profesores de Matematica y Estadistica, que
llevaban el curso de inferencia estadistica, a partir de un cuestionario de
respuesta abierta con dos actividades sobre intervalos de confianza para
la media y diferencia de medias. Los resultados evidencian confusién en
el calculo de intervalos de confianza para la media, interpretaciones
deterministas y errores en la determinacién de cuantiles Z o T. A pesar
de ello, la gran mayoria de los futuros profesores es consciente de los
supuestos que subyacen a la construccién de estos intervalos de
confianza. Estos resultados son relevantes, tanto para los futuros
profesores, como formadores de profesores de Matematicas, dado los
pocos estudios sobre este tema en el contexto del profesorado.
PALABRAS CLAVE: Intervalos de confianza; Futuros profesores de

matematica; Estadisticas; Cualitativo.
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Compreensdo de futuros professores de Matematica e Estatistica

em relac¢do aos intervalos de confianca para a média

RESUMO

Os intervalos de confianca, assim como os testes de hipdteses,
desempenham um papel importante na inferéncia estatistica.
Atualmente, este tema foi incorporado no curriculo da formagao de
professores de Matematica e nos programas de estudo do ensino
secunddrio no Chile. Nesse sentido, investigamos a compreensio
demonstrada pelos futuros professores de Matemadtica e Estatistica em
relacdo aos intervalos de confianca para a média. Adotamos uma
metodologia qualitativa de natureza exploratéria-descritiva. Para isso,
analisamos as respostas de 11 futuros professores de Matematica e
Estatistica, que estavam cursando um curso de inferéncia estatistica, por
meio de um questionario de resposta aberta com duas atividades
relacionadas aos intervalos de confianca para a média e diferencas de
médias. Os resultados revelam confusdo no calculo dos intervalos de
confianga para a média, interpretagoes deterministicas e erros na
determinacdo dos quantis Z ou T. No entanto, a grande maioria dos
futuros professores esta ciente das premissas subjacentes a construcio
desses intervalos de confianca. Esses resultados sio relevantes tanto
para os futuros professores quanto para os formadores de professores de
Matematica, dado o escasso numero de estudos sobre esse tema no
contexto do ensino.

PALAVRAS-CHAVE: Intervalos de confianca; Futuros professores de

matematica; Estatisticas; Qualitativo.

Future Mathematics and Statistics teachers' understanding of

confidence intervals about the arithmetic average

ABSTRACT

Confidence intervals, like hypothesis tests, play a crucial role in
statistical inference. Currently, this topic has been incorporated into the
curriculum for mathematics teacher training and secondary school
programs in Chile. In line with this, we investigate the understanding

expressed by future Mathematics and Statistics teachers regarding
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confidence intervals for the mean. We have adopted a qualitative,
exploratory-descriptive methodology for this purpose. To achieve this, we
analyze the responses of 11 future Mathematics and Statistics teachers
who were taking a course in statistical inference, using an open-response
questionnaire with two activities related to confidence intervals for the
mean and differences in means. The results reveal confusion in the
calculation of confidence intervals for the mean, deterministic
interpretations, and errors in determining Z or T quantiles.
Nevertheless, most future teachers are aware of the assumptions
underlying the construction of these confidence intervals. These findings
are relevant both for future teachers and for mathematics teacher
educators, given the limited research on this topic in the context of
teacher education.

KEYWORDS: Confidence intervals; Future Mathematics teachers;

Statistics; Qualitative.

* % %

Introduccion

El aprendizaje y la ensefianza de la estadistica ha tomado un papel
relevante por su rol en la construccién de ciudadanos criticos (MINEDUC,
2015; NCTM, 2000). La importancia que ha adquirido la estadistica en la
sociedad, debido a la masiva cantidad de informacién disponible, se ha
traducido en que diversos investigadores se han interesado por desarrollar
investigacion en diversos campos de aplicaciéon profesional, como las ciencias
basicas, ingenieria, bachillerato, profesores en formacién y en ejercicio, con
el fin de profundizar en las dificultades y la comprensiéon sobre diferentes
conceptos y procedimientos estadisticos. La intencién de estos trabajos es
obtener evidencia de estas dificultades, y con ello, proponer vias alternativas
en la construccién de situaciones de ensefnanza y aprendizaje para promover
una mayor comprension conceptual en esta area del conocimiento

(SHAUGHNESSY, 2007), y desarrollar el pensamiento estadistico.
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papel relevante en el comportamiento de caracteristicas poblacionales. En
este sentido, los intervalos de confianza son un mecanismo elemental para
realizar estimaciones de las caracteristicas de la poblacién bajo estudio y,
son un complemento a los contrastes de hipétesis (Roldan, Batanero;
Alvarez-Arroyo, 2020). Asi mismo, tanto los intervalos de confianza, como
los contrastes de hipdtesis, son una parte intrinseca en la forma de pensar la
estadistica como una disciplina metodolégica.

Hoy en dia, el tratamiento de los intervalos de confianza se promueve
a nivel profesional para informar y comprender diversos fenémenos
(Coulson, Healey, Fidel; Cumming, 2010; Yaremko, Harari, Harrison; Lynn,
2013), mucho mas que el de los contrastes de hipotesis.

Dada la importancia que han cobrado los intervalos de confianza [y
los contrastes de hipdtesis], como parte del desarrollo de la alfabetizaciéon
estadistica (GAL, 2002), es que en la actualidad diversos curriculum han
incluido estos contenidos en las directrices de ensenanza, tanto a nivel
escolar como universitario (e.g. Franklin et al., 2007; MEC, 2015:
MINEDUC, 2021a; MINEDUC, 2021b NCTM, 2000).

En Chile, la incorporacion de la unidad de Estadistica y Probabilidad
(desde el ano 2009), como parte del curriculum de matematica (MINEDUC,
2012; MINEDUC, 2021a; MINEDUC, 2021b), incluye contenidos de
estadistica descriptiva (primeros anos escolares), hasta cubrir los temas
relacionados con el concepto de distribucibn muestral, estimacién
(estimacion puntual e intervalar) y contraste de hipétesis, para los casos de
la media poblacional, asumiendo varianza conocida (MINEDUC, 2021b). La
inclusion de estos temas en el curriculum, para el aprendizaje de los
estudiantes, generé la necesidad de reformar los curriculos en la formacién
de los futuros profesores de Matematica (en Chile), para que la formacion
recibida se adecue a las necesidades de la sociedad. Es por esto, que la
mayoria de las carreras universitarias formadoras de profesores, cuentan

con al menos dos cursos de estadistica y, algunas otras, que profundizan en
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esta area, incluyen hasta cuatro cursos disciplinares?, dentro de los que
cuentan los de didactica de la estadistica y probabilidad, para fortalecer los
aspectos de la estadistica y su ensefianza.

La importancia de promover aprendizajes sobre la estadistica, en
general, y de los intervalos de confianza, en particular, ha sido reconocida en
el curriculum chileno de educaciéon secundaria (MINEDUC, 2021a) en el
programa de estudio de 3° (16 a 17 anos) y 4° medio (17 a 18 anos). En el
que se declara: (1) “que los estudiantes comprendan el uso de la estadistica
inferencial y como estimar parametros de una poblacién a partir de
estadisticos de muestras de esa poblaciéon” (MINEDUC, 2021a, p. 159) y, (i1)
“que los estudiantes puedan obtener intervalos de confianza para realizar
inferencias sobre la media de una poblacién en diferentes contextos [...]
segun el nivel de confianza requerido” (MINEDUC, 2021a, p. 165).

Para promover el aprendizaje de los estudiantes de acuerdo con los
propésitos de aprendizaje declarados, se proponen los Estdndares
Pedagogicos y Disciplinarios para Carreras de Pedagogia en Matemdticas?
(MINEDUC, 2021b), declarando que el futuro profesor de Matematica debe
ser capaz de “Implementar discusiones en clase para monitorear los diversos
niveles de razonamiento y las dificultades que presentan sus estudiantes al
interpretar los intervalos de confianza en problemas de inferencia
estadistica” (MINEDUC, 2021b, p. 89)

Tanto el programa de estudio de 3° y 4° medio (MINEDUC, 2021a),
como los Estandares Pedagoégicos y Disciplinarios para Carreras de
Pedagogia en Matematica (MINEDUC, 2021b) muestran una coherencia
entre lo que debe saber el profesor de Matematica y lo que debe promover en

los estudiantes para la comprension de estos contenidos. Se destaca de los

2 En Chile, dentro de las carreras de formacion de profesores de Matematica actualmente vigentes en las Instituciones
de educacion superior, sélo una de ellas que cuenta con una profundizacion disciplinar en la linea de estadistica. Esta
carrera de formacién del profesorado, ademas de incluir los cursos de Estadistica descriptiva, probabilidades e
inferencia estadistica, incluye un curso llamado modelos estadisticos, donde se abordan modelos lineales clasicos
(RLS y RLM) y algunos modelos no lineales para contexto de ensefianza y aprendizaje.

3 En Chile, la formacion de profesores, en las diferentes disciplinas, esta ordenada por los estandares de formacion
inicial docente (https://estandaresdocentes.mineduc.cl/), los cuales “tiene por como propdsito el fortalecer la
formacion de docentes y asegurar profesores y profesoras mejor preparados/as para enfrentar los grandes desafios que
representa esta sociedad del conocimiento, dindmica y globalizada” (MINEDUC, 2021, p. 3).
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Estandares Pedagogicos y Disciplinarios para Carreras de Pedagogia en
Matematicas? (MINEDUC, 2021b), la ausencia en la explicitacion de los
supuestos que se deben cumplir en la construcciéon de los intervalos de
confianza para los parametros poblacionales u y p.

Dado que los intervalos de confianza son un tema relativamente
nuevo en el curriculum chileno, esto demanda poder explorar en la
comprensiéon de futuros profesores de Matematica para contextos de
ensenanza. La investigacién existente en este ambito es escasa, tanto en la
formaciéon del profesorado, como en profesores en ejercicio, pues gran parte
de los estudios que se han realizado sobre intervalos de confianza se han
centrado en estudiantes de ingenieria o profesionales de otras areas (como
se describe en el apartado de la fundamentacién tedrica).

En este sentido, el objetivo de esta investigacion de tipo exploratoria
es evaluar la comprension que manifiestan futuros profesores de

Matematica y Estadistica sobre los intervalos de confianza.

Fundamentos tedoricos

En la actualidad, las investigaciones en educaciéon estadistica han
aumentado significativamente, pero en particular, los estudios relacionados
con la comprension sobre los intervalos de confianza son escasas. Aquellas
realizadas, se han centrado en investigadores profesionales que usan IC, y
otras, en estudiantes universitarios y profesionales.

Uno de los trabajos que incluye profesionales vinculados con la
ensenanza es el de Behar (2001), quien exploré la comprension de los
intervalos en 47 profesionales estadisticos-profesores y 297 estudiantes de
ingenieria. Se les aplicé un cuestionario sobre IC y test de hipétesis. De las

respuestas, un 29% de los profesionales estadisticos y un 59% de los

4 En Chile, la formacién de profesores, en las diferentes disciplinas, esta ordenada por los estandares de formacion
inicial docente (https://estandaresdocentes.mineduc.cl/), los cuales “tiene por como propdsito el fortalecer la
formacion de docentes y asegurar profesores y profesoras mejor preparados/as para enfrentar los grandes desafios que
representa esta sociedad del conocimiento, dindmica y globalizada” (MINEDUC, 2021, p. 3).
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caen los datos poblacionales y no el parametro. Algunos errores estuvieron
en dar interpretaciones bayesianas, establecer relaciones de
proporcionalidad directa entre el ancho del intervalo y tamano de la
muestra, como también, no ven la utilidad de los intervalos de confianza
para la toma de decisiones sobre las hipodtesis, al no visualizar un IC como
un conjunto de valores posibles del verdadero parametro poblacional.

En el contexto de los trabajos con investigadores profesionales, esta el
trabajo de Cumming, William y Fidler (2004). Esta investigacién se llevd a
cabo con 134 investigadores que desarrollaban trabajos con el uso de
intervalos de confianza. En este contexto se les entregd un intervalo con un
95% de confianza para estimar la media poblacional, y se les pidi6 que
dieran valores factibles para la media en nueve experimentos. De los 134
investigadores, el 78% manifestd que el intervalo de confianza contendria al
verdadero parametro en el 95% de las veces (probabilidad de replicacion,
ROLDAN et al., 2020), lo que evidencia algunas concepciones erréneas al
creer que los limites de un IC son constantes.

Debido al abuso y mala interpretacion que se hace, en ocasiones, sobre las
pruebas de hipétesis, Hoekstra, Morey, Rouder y Wagenmakers (2014) pidieron
a 120 investigadores y 442 estudiantes del area de psicologia que evaluaran la
veracidad de seis afirmaciones que involucraban la interpretacion de IC, las que
en su totalidad eran falsas. No obstante lo anterior, tanto los investigadores,
como los estudiantes, afirmaron (en media), tres o mas de las aseveraciones
planteadas, lo que evidencia una comprensién inadecuada sobre los 1.C. Dentro
de los aspectos delicados de este trabajo, es que pocos investigadores
manifestaron una comprension por sobre la de los estudiantes, considerando que
estos ultimos no habian tenidos cursos sobre inferencia estadistica. Estos
resultados muestran que muchos investigadores no conocen la interpretacién
correcta de un IC, lo que constituye un problema grave a la hora de tomar

decisiones con base en los datos.
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Rashidah, Razak, Baharun y Arul (2018) realizaron una investigacion
sobre intervalos de confianza, pero en la estimacion de los parametros de un
modelo de regresiéon lineal simple. El estudio se llevé a cabo con 197
estudiantes de segundo afio de una diplomatura en estadistica y en ciencias
actuariales, a los que se les aplic6 un cuestionario y se analizaron las
respuestas de los estudiantes sobre el calculo de los IC para la pendiente y

su posterior interpretaciéon. De los 197 estudiantes, el 48% logrd calcular
correctamente el IC para el pardmetro de la pendiente Bo y el 68,5% de los

estudiantes entregd interpretaciones erréoneas sobre la pendiente Bi del
modelo estimado. El 68,5% de los estudiantes proporciond interpretaciones
incorrectas que demostraron su incapacidad para comprender el concepto de
pendiente de regresion. Dentro de los errores detectados se encontré que los
estudiantes no identificaron adecuadamente lo grados de libertad y no
evaluaron correctamente el error estandar de la pendiente.

En al ambito de las investigaciones sobre IC en estudiantes de
diversos niveles, esta la de Yanez y Behar (2000), quienes realizaron un
estudio en el que muestran posibles explicaciones a las interpretaciones
erréneas que realizan estudiantes y profesores con respecto de los intervalos
y niveles de confianza por medio de un estudio epistemolégico y entrevistas
clinicas. Los resultados encontrados mostraron que las interpretaciones
erroneas se deben, por una parte, a los procesos en el tratamiento
estadistico-algebraico de la construccién de los intervalos de confianza, y por
otra, a la extrapolacién de la probabilidad del nivel de confianza de que el
verdadero parametro este en el IC dado.

Batanero y Olivo (2007) evaluaron la comprension que tienen
estudiantes de ingenieria sobre los intervalos de confianza en una muestra
de 48 estudiantes. La informacion fue recogida a partir de la construccion y
validacion de un cuestionario de opciéon multiple. Los resultados mostraron
una alta comprensién de los intervalos de confianza a nivel conceptual, pero

se presentaron errores procedimentales y conceptuales emergentes como la
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confusiéon de la distribucion muestral, no determinar el valor critico, o
confundir el estadistico con el parametro.

Olivo, Batanero y Diaz (2008) llevaron a cabo una investigacién para
evaluar la comprension de estudiantes universitarios de carrera de ingenieria
sobre intervalos de confianza. Se aplic6 un cuestionario que incluia 12 items y
dos situaciones aplicadas abiertas a una muestra de 252 estudiantes con
estudios sobre los IC. Los resultados mostraron una falta de comprensiéon en la
aleatoriedad de los extremos de los intervalos, no comprenden que la anchura
del intervalo se puede deber a diversos factores, no seleccionan la distribucion
muestral adecuada de acuerdo con la informacién proporcionada y, se presentan
errores en la determinacién de los valores criticos.

El trabajo de Henriques (2016) estudi6 las dificultades en la comprension
de los intervalos de confianza en una muestra de 33 estudiantes de segundo ano
de formacién (en una escuela naval), a través de una prueba escrita como parte
de un curso de introduccién a la estadistica. La prueba estuvo conformada por 4
preguntas de seleccion multiple y cinco de respuesta abierta sobre cuestiones
sobre I.C. Si bien los resultados mostraron que los estudiantes comprenden el
concepto de intervalo de confianza, se evidenciaron algunas dificultades, tanto
procedimentales, como conceptuales, por ejemplo, la comprension de la definicién
de un IC, la interpretacion descriptiva del intervalo de confianza, la seleccion de
la distribucién muestral (en particular par la varianza), como también, la
determinacion de los valores criticos.

Crooks, Bartel y Alibali (2019) llevaron a cabo un estudio con
estudiantes de pre y posgrado en el area de sociologia que evalud la
comprension conceptual que tienen sobre los intervalos de confianza. Dentro
de los resultados encontrados, se evidenciaron errores conceptuales en su
tratamiento, una falta en la conexién entre los conceptos de IC y la
estimacién de la media muestral y, una falta de relacion entre los IC hacia
las pruebas de una hipdtesis nula. A partir de estos resultados, se sugieren

profundizar en el tratamiento de elementos basicos de IC.
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Roldan et al. (2020) realizaron una investigacién que tuvo por objetivo
evaluar la comprension sobre los intervalos de confianza por estudiantes de
bachillerato a través de un cuestionario que incluyé dos tipos de items, de
seleccion multiple y de respuesta abierta (adaptado de otras investigaciones).
Dentro de los resultados obtenidos, se evidenci6 que hay una limitada
comprension de los intervalos de confianza para la estimacion de un parametro.
Asi mismo, no mas de un 40% de los estudiantes evaluados (58) lograron
desarrollar satisfactoriamente las actividades de manera completa.

De acuerdo con las investigaciones reportadas y algunas otras (e.g.
Andrade; Fernandez, 2016; Reaburn, 2014), es posible evidenciar que la
investigacion sobre la comprension de los intervalos de confianza en el
contexto de futuros profesores de matematica es escasa, por no decir nula, lo
que abre un espacio para explorar en dicho contexto, que es lo que se

propone esta investigacion.

Un acercamiento al concepto de Intervalo de Confianza

Uno de los aspectos relevantes en estadistica es convertir datos en
informacién a partir de una muestra y hacer inferencias acerca de una o
varias caracteristicas de la poblacion para tomar decisiones. Considerando
que las poblaciones se caracterizan por medidas descriptivas llamadas
parametros, la investigacién en estadistica busca estimar el valor de estos
parametros (Wackerly; Mendenhall; Scheaffer, 2010).

En este sentido, los intervalos de confianza no son un concepto de facil
comprension. En el caso de la interpretacion frecuentista, se establece que el IC
del (100 — &)% permite caracterizar un proceso de generacion de intervalos, en
la cual, la repeticién del proceso, el (100 — )% de los intervalos generados
contienen el verdadero parametro desconocido. [...], el tratamiento habitual de
los intervalos de confianza, a menudo, comienza con una distribucién muestral

de un estadistico, como, por ejemplo, la media muestral (Engel, 2010).
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En general, en el caso de la inferencia clasica [paramétrica], se
asumen estimadores insesgados, por ejemplo, para p, p, g, — p,, Py — P, €N
los que se asume que, para muestras grandes, los estimadores puntuales
tienen distribuciones muestrales aproximadamente normales con errores

estandar particulares® y, ademas, se supone independencia de las muestras.

. . 6-8 . .
Es decir, para muestras grandes se tiene Z = — tiene aproximadamente
o

una distribuciéon normal estandar, que funciona como una cantidad pivotal
para el intervalo de confianza del parametro objetivo &.

Para el caso de esta investigacion mostramos de manera amplia,
considerado los supuestos anteriores, los intervalos de confianza para la
media (con ¢ desconocida), y para la diferencia de medias en el caso de
varianzas desconocidas y desiguales. En Wackerly et al. (2010, pp. 425-428)
se describen ambas estimaciones intervalares de la siguiente manera:

- Para un intervalo de confianza de u cuando se desconoce o se supone
una muestra aleatoria XX, ..,X, de una poblacién normal con
media ¥ y varianza 5° muestrales estimadas. El intervalo de
confianza para la media g de la poblacién, cuando V(¥.)=c? es

desconocida y el tamano de la muestra es pequeno llevan a usar la

cantidad pivote T=_f:“, que tiene una distribucién t con (n —1)

[ —

i

¥

grados de libertad. Con valores adecuados para te; y —ta; se puede
plantear P (_tﬁ‘f."ﬂ =T < tay, )= 1—a y haciendo algunos arreglos

algebraicos se obtiene el IC para g con X + taj, n-1' (%) Cabe
destacar que, una via alternativa para la estimacion intervalar de pu,
se puede usar el teorema del limite central (TLC), el que plantea que
sl tenemos una sucesiéon X,,X,, .., X, de variables aleatorias que
provienen de una muestra de una distribucion con media u y varianza
o?, para n suficientemente grande (n = 30), se tiene que la

distribucién muestral de X es aproximadamente normal con media

5 Ver Wackerly et al. (2010, p. 397)
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2
pg =py 0f = % (Devore, 2012, p. 226). En este trabajo, la respuesta

por TLC no es considera que no es parte de los objetivos del curso de
inferencia para futuros profesores de Matematicas.

-  En Walpole et al. (2012, pp. 289-290) se describe el intervalo de
confianza para la diferencia de medias p, — p, en el caso de tener
varianzas desconocidas y desiguales de la siguiente manera: Si X,
y siy, X,y 5% son las medias y varianzas de muestras aleatorias
independientes de tamanos n, y n, respectivamente, tomadas de
poblaciones aproximadamente normales con varianzas
desconocidas y diferentes, un intervalo de confianza aproximado

del 100(1 — )% para p, — u,, estd dado por ¥, — %, +t, om T e

Los grados de libertad v se aproximan®.

Metodologia

De acuerdo con el objetivo planteado en esta investigacién, este
trabajo se apoya en una metodologia cualitativa (Stake, 2007) de tipo
exploratoria-descriptiva (Pérez-Serrano, 1994; Hernandez; Fernandez;
Baptista, 2010), puesto que nos interesa adentrarnos en la comprensién
detallada que muestran un grupo de futuros profesores de Matematica y
Estadistica de una Universidad de Chile sobre intervalos de confianza sobre
la media y diferencia de medias. Para analizar las respuestas de los futuros
profesores nos apoyamos en el andalisis de contenido (Noguero, 2002),
siguiendo los siguientes pasos: (I) se seleccionan las actividades y las
consignas respectivas a analizar. Esto debido a que cada respuesta se
desglosa en partes relacionadas con los elementos de comprension sobre 1C;

(II) a partir de los elementos sobre comprension de IC discutidos en los

(=3 fny+82 fma )™

6y =

que son los grados de libertad estimados.
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(logrado, parcialmente logrado, no logrado o no responde) y, (III) se realizan
el analisis descriptivo de los datos realizando tablas para resumir y

sistematizar la informacién obtenida.

Los futuros profesores y el contexto de formaciéon

La poblaciéon (N=11) de profesores fue intencional, y se accedi6 a ella
por la facilidad de acceso a los estudiantes que realizaban el curso de
Inferencia Estadistica y la voluntad de colaborar en la investigacién. Los
futuros profesores, 3 mujeres (27,3%) y 8 hombres (72,7%), cursaban el 8°
semestre de la carrera de Pedagogia en Matematica y Estadistica en una
instituciéon de educacion superior privada formadora de profesores de Chile.
Los estudiantes, al momento de responder el cuestionario de respuesta
abierta (como parte de una evaluaciéon de proceso), habian cursado las
asignaturas de KEstadistica Descriptiva y Probabilidades. El curso de
Inferencia Estadistica es prerrequisito del dltimo curso de la linea de
estadistica llamado Modelos Estadisticos. Esta carrera (como ya se
menciond) es la Unica carrera de formacion de profesorado de Matematica en
Chile que profundiza en la linea de estadistica y su didactica.

El curso de Inferencia Estadistica (donde recogimos los datos) se compone
de tres grandes unidades de aprendizaje: (I) concepto de estimacién y métodos de
estimacién puntual, donde se discuten los métodos de estimacién de parametros
(maxima verosimilitud y momentos) y las propiedades de insesgamiento,
eficiencia y consistencia, como también, el sesgo y error cuadratico medio; (II)
estimacién por intervalos de confianza, donde se muestra la construcciéon de
intervalos de confianza para el caso clasico, donde se trabajan aspectos
procedimentales y conceptuales de los intervalos de confianza para la media, la
diferencia de medias, la proporcion, diferencia de proporciones y, varianza;
finalmente, (III) test de hipdtesis, los aspectos conceptuales, tipos de errores (I'y

IT) y los test de hipoétesis clasicos.
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Las actividades sobre intervalos de confianza

Como parte de una evaluacion de proceso, se aplico a los 11
estudiantes (poblacién bajo estudio) un cuestionario con dos actividades de
respuesta abierta sobre estimacién por medio de intervalos de confianza
para el caso de la media (u) y la diferencia de medias (¢, — p,), en ambos
casos para varianzas desconocidas.

Los items del cuestionario de respuesta abierta contenian consignas
con el objeto de evaluar las estrategias de resolucion, la argumentacion de
los estudiantes y su conocimiento sobre los supuestos que permiten la
construcciéon de los intervalos. Todo ello, considerando los resultados de
aprendizaje del curso y los estandares de formacion inicial docente de
Matematicas MINEDUC, 2021b).

Siguiendo el método de seleccién de actividades de Olivo et al. (2008), las
dos actividades seleccionadas responden a los objetivos del curso de inferencia
estadistica. La actividad 1, tomada de Wackerly et al. (2010, p. 412) evalia el
conocimiento procedimental en la construccion y estimacion del intervalo de
conflanza para la media de una poblacién normal con varianza desconocida y, la
comprension conceptual de acuerdo con la interpretacion y los supuestos a
considerar. La actividad 2, tomada de Wackerly et al. (2010, p. 440) evalaa la
comprension sobre los supuestos que son necesarios para calcular intervalos de
confilanza para diferencias de medias y, evaluar el conocimiento procedimental y
conceptual para el intervalo de confianza construido.

Actividad 1. Se registraron los tiempos de compra de n = 64 clientes
seleccionados al azar en un supermercado local. El promedio y varianza de
los 64 tiempos de compra fueron 33 minutos y 256 minutos,
respectivamente. (a) Estime pu, el verdadero promedio de tiempo de compra
por cliente, con un coeficiente de confianza de 1 —a = 0,90. (b) Interprete el
intervalo de confianza en el contexto de la situacién y, (c) {Qué debe suponer

para la construccion del IC?
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Respuestas esperadas
(a) Asumiendo un coeficiente de confianza de 90% se debe considerar que la
varianza es desconocida, por lo tanto, lo que se tiene es una estimacién de la

varianza poblacional. Considerando un n = 64, se entrega un ¥ = 33 min. y

una s° = 256 min. Usando X + ta; (i_) bajo una distribucién t-Student con
2 \wn

n—1gl=63gl, la estimaciéon intervalar para u queda 33 + 1,67 - (?), es

decir, 29,66 < u < 36,34. (b) Una interpretacion adecuada seria: se espera
que con un 95% el verdadero parametro poblacional de la media se
encuentre entre 29,66 min. y 36,34 min., lo que implica que, en el muestreo,
por ejemplo, el 10% de las muestras de tamano n = 64 no contendran al
verdadero tiempo promedio p de la poblacion. (¢) Se espera que los futuros
profesores (aspectos discutidos en clases de acuerdo con los supuestos a
considerar) reflexionen que el uso de este intervalo de confianza hace
necesaria una estimaciéon de la varianza, por las caracteristicas de la
situacion planteada. Ademas, deben considerar que las muestras de
variables aleatorias X; provienen de distribuciones normales, o en su defecto
el tamano es suficientemente grande y, que cada una de ellas es
independiente e idénticamente distribuida, este ultimo caso, podria asumir
la construccion del intervalo aplicando el TLC.

Actividad 2. Dos métodos para ensenar a leer se aplicaron a dos
grupos de nifios de primaria seleccionados aleatoriamente y se compararon
con base en un examen de comprension de lectura al final del periodo de
ensenanza. Las medias muestrales y varianzas calculadas a partir de las

calificaciones de examen se muestran en la siguiente tabla.

Estadistico Método 1 Método 2
Numero de nifios por grupo 11 14
I 64 69
s° 52 71

Se pide (a) /Qué suposiciones son necesarias? (b) Encuentre un
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intervalo de confianza de 95% para (u; —u,) e interprete el intervalo en el
contexto de la situacion presentada.

Respuestas esperadas
(a) En el caso de esta consigna, se espera que los estudiantes den cuenta de
que la estimaciéon del intervalo de confianza hace necesario saber que las
muestras de las dos poblaciones son aleatorias e independiente. Ademas,
que provienen de distribuciones con ley aproximadamente normal, donde no

se puede asumir igualdad de varianzas. (b) Con base en las suposiciones de

-

’ 7 — — 3'-:. Sn .
(a) se evalia en la expresion ¥, —x,*t, a/ 2+ para estimar la

M :'!-_ ?!:
verdadera diferencia de medias. Se calcula la estimacién de los grados de

libertad para el caso de varianzas desiguales v & 22,79 = 23 y con ello

[52

tenemos (64 —69) + 2,069 - Ju + %, y  resolviendo, se  obtiene

—11,476 < pu, —p, < 1,477. Con este intervalo, una posible interpretaciéon
seria: se espera que con una confianza del 95%, la verdadera diferencia de
medias se encuentre entre -11,476 y 1,477, o también, que la verdadera
diferencia de las calificaciones del examen de comprensién lectora se
encuentra entre dichos valores. Posiblemente, algunos estudiantes podrian
notar la relacion con las pruebas de hipdtesis al mencionar que los

rendimientos de un grupo parecerian ser mejor que las del otro grupo.
Resultados

Mostramos en la Tabla 1 el porcentaje de logro a partir de las
respuestas de los futuros profesores en relaciéon con las consignas 1a, 1b, 1c
de la actividad 1. El nivel de logro de los estudiantes se clasificé en: logrado,
parcialmente logrado, no logrado y no responde de acuerdo con: la
estimacién del parametro g, la interpretacion del intervalo de confianza y,

las suposiciones para la construccion.
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TABLA 1: Porcentajes de logro de la actividad 1.

Consigna Logrado Parcialmente No logrado No
por logrado responde
actividad

la 0% 81,82% 18,18% 0%

1b 0% 81,82% 18,18% 0%

1c 72,73% 18,18% 9,09% 0%

Fuente: elaboracién propia.

Se puede apreciar de la Tabla 1 que todos los profesores responden las
consignas planteadas (1a, 1b y 1c). Ademas, se puede ver que el 72,73% de
los futuros profesores conoce los supuestos que son necesarios para la
construcciéon de IC para la media p, que es un aspecto relevante en el
contexto de futuros de profesores de Matematicas. Asi mismo, un 18,18% no
logra construir el IC y no realiza la interpretacion adecuada del IC.

En la Tabla 2, se muestra el porcentaje de logro de las consignas 2a y
2b de la actividad 2, de acuerdo con los niveles de respuesta antes
especificados (logrado, parcialmente logrado, no logrado y no responde) para
las suposiciones necesarias para la construcciéon del IC de la diferencia

(1, — p,) v el procedimiento (proc.) e interpretacion (int.) del IC.

TABLA 2: Porcentajes de logro de la actividad 2.

Consigna Logrado Parcialmente No logrado No
por logrado responde
actividad

2a 72,73% 0% 27,27% 0%
2b(proc.) 45,45% 27,27% 18,18% 9,1%
2b(int.) 18,18% 45,45% 18,18% 18,18%

Fuente: elaboracién propia.

En el caso de este segundo item, se destaca que el 45,45% logra
determinar el I.C para la diferencia de medias, pero s6lo el 18,18% lo

interpreta adecuadamente y, parcialmente 45,45%.
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Algunos de los procedimientos correctos y errores de los futuros profesores

de Matematicas y Estadistica estuvieron en aspectos procedimentales, por
ejemplo, asumir varianzas conocidas cuando esto no era explicito, calculo de la
estimacion de los grados de libertad para el caso del intervalo de diferencias de
medias, errores de procedimiento en la construcciéon de los IC, busqueda de
cuantiles en la tabla normal estandar o T-Student. Para el caso de los aspectos
conceptuales, confunden la varianza muestral con la poblacional, usan el IC para
a* conocida, interpretan deterministamente el IC, asumen, sin justificacién, que
las varianzas son conocidas para el IC de la diferencia de medias y, confunden el
nivel de confianza con probabilidad.

Mostramos algunos ejemplos de respuestas de los futuros profesores
sobre el calculo e interpretacion de los intervalos de confianza, para el caso
de la media poblacional y la diferencia de medias.

Uno de los errores frecuentes que cometieron los futuros profesores
fue la estimacién de los grados de libertad en el IC para la diferencia de

medias, particularmente en el mal uso de la formula

(s fmy+5d )

V= ) )
SE.I'I-H Sz.l'fﬂ
|:[: t 1.] .l'll|;:ﬂ1_—.|_'|:|+|:( z z] .l'll|;:ﬂz—.|_'|

], como se ve en la Figura 1

FIGURA 1: Error en el calculo de la estimacion de los grados de libertad

Fuente: respuesta estudiante 6.

En este caso, vemos que el error procedimental deriva de no
considerar los cuadrados en los cocientes (s7/n,)* y (s2/n,)* que se ubican
en el denominador de la formula, tal vez, al pensar que ya se trataba de la

varianza, de acuerdo con los datos entregados en la actividad. Este error,
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lleva a los futuros profesores a obtener 111 grados de libertad vy,

consecuentemente, no determinar el cuantil correcto en la tabla de la
distribucion T-Student con un 95% de confianza.

Otro de los errores cometidos por los futuros profesores es la
determinacién del valor critico en la construcciéon del IC para la media

cuando se desconoce la varianza poblacional (Figura 2).

FIGURA 2: Error en la identificacion del cuantil

Fuente: respuesta estudiante 1.

En este caso, el estudiante 1 asume que la varianza es conocida. Con
base en esto, el cuantil lo busca en la tabla de la distribucién normal
estandar, pero confunde que el IC pedido es bilateral, lo que hace necesario
que el cuantil Z, sea dividida por cada una de las dos colas, cubriendo el

area a, para los cuantiles Z« 7, = 164 inferior y superior.

En la interpretacion de los IC, como se muestra en la Tabla 1 y Tabla 2,
no hubo futuros profesores que interpretaran correctamente los IC construidos.
Para el caso de la interpretacion del IC para la media, se presenta una respuesta
parcialmente lograda (Figura 3), que, en este caso, el profesor asumié varianza

conocida, que fue lo que se repiti6 en el resto de los futuros profesores.

FIGURA 3: Interpretacién parcialmente lograda del IC para la media

Fuente: respuesta estudiante 2.
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En este caso, podemos observar que la estudiante realiza una

interpretacion medianamente correcta, dado que identifica la posibilidad que el
intervalo de confianza, con base en una muestra, contenga a la verdadera media
poblacional. No obstante esto, no es claro lo que quiere decir al mencionar “con
un intervalo de confianza del 90%”, pues podria estar confundiendo el nivel de
conflanza con el area que se corresponde a las colas. Lo anterior, considerando
que la profesora en formacién asuma que la distribucién es normal.

En este mismo sentido, encontramos casos donde los futuros
profesores entregan una interpretaciéon determinista de los IC de confianza,

tanto para la estimacion de la media g, como para la diferencia de medias

1y — gy (Figura 4).

FIGURA 4: Interpretacién determinista del intervalo de confianza en

ambos casos

Fuente: respuestas estudiantes 5 y 8.

Se puede observar que la futura profesora (estudiante 5) interpreta el IC
en términos de la media muestral y no la poblacional. Por otro lado, realiza una
interpretacion considerando como porcentajes, tanto el limite inferior y superior
del IC. Considera las regiones que no incluyen a la verdadera media poblacional,

es decir los valores de la media muestral menores que —Z= 7, Y aquellos mayores
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que Zay, de la media muestral, no visualizando que la estimacién del verdadero

valor de la media poblacional esta en la regién delimitada por el 1 — a. En el
caso del estudiante 8 se puede observar que si bien pone en su respuesta “se
espera’, cree erréneamente que el 90% representa el nivel de significancia.
Ademas de ello, no plantea que el tiempo se debe referir al verdadero tiempo
promedio de la poblacién, y no considera la aleatoriedad de los intervalos en el
muestreo, pues asegura que este tiempo promedio se va a encontrar
(deterministamente) entre 28,42 y 37,58.
Otra confusién detectada (estudiante 8) es que, en la construccién del

IC para la media con varianza desconocida, el reemplazar en la féormula

X+ ta /) (;—_), en vez de anotar n = 64, evaliia para n = 33 (Figura 5).
n

FIGURA 5: Error de procedimiento al confundir valor del tamaifio de la
muestra con el valor de la media

Fuente: respuesta estudiante 8.

Este error al reemplazar n = 33 en la formula del IC de confianza se
puede deber a un despiste, dado que el estudiante anota correctamente los
datos que se desprenden del enunciado de la actividad. Por ejemplo, ubica
correctamente el valor del cuantil Z (aun cuando considera varianza
conocida), cuando esto podria representar mayor complejidad y el uso de la
distribucién normal podria justificarse a partir del TLC.

Un aspecto interesante en los procedimientos de los futuros profesores

es que 10 de ellos consideran que la varianza es conocida o* = 256 min., aun
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cuando la media ¥ = 33 min. y la varianza s* = 256 min. vienen dadas de

manera explicita para una muestra de tamano n = &4, (Figura 6).

FIGURA 6: Procedimiento donde se asume que la varianza es conocida

Fuente: respuesta estudiante 6.

Aun cuando esta consideracion se puede ver como un error conceptual
por parte de los estudiantes al no considerar la estimacién de la varianza y,
consecuentemente el uso de la distribucién T-Student, los procedimientos
identificados, considerando la distribucién normal, son correctos, lo que
representa un 82,82% de respuestas que se logran parcialmente al
responder el item 1a.

Un caso contario, se da con futuro profesor que no asume la
normalidad, es decir, identifica que s* =256 es una estimacién de la

varianza poblacional (Figura 7).

FIGURA 7: Procedimiento correcto con varianza desconocida, pero no

determina el percentil asociado

Fuente: respuesta estudiante 6.
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Este futuro profesor, si bien interpreta adecuadamente el contexto del

problema, identificando que s* =256 es una estimacién de la varianza
poblacional (Figura 7) y usando la distribucién T-Student, no considera que
el IC es bilateral y ubica el valor del percentil t,,_, =t;, . = 1,29 y no el
percentil tas,n-1 = toos; 63 = 1,669.

Finalmente, nos encontramos con el caso del IC para la diferencia de
medias con varianzas desconocidas y desiguales. Un estudiante considera, sin
mayor suposicién, varianzas desconocidas pero iguales, lo que supone utilizar una
estimacién de la varianza S bajo la distribucién T-Student, en la que los grados
se libertad se determinan a partir de la expresion n, +n, — 2 (donde n, y n, son

los tamos de cada muestra) de las dos muestras independientes (Figura 8).

FIGURA 8: Construccién del intervalo de confianza asumiendo varianzas conocidas

Fuente: respuesta estudiante 11.

Se puede observar que este futuro profesor, en primer lugar, calcula

erroneamente la diferencia de las medias u; —p, = 5 cuando la diferencia
/ . . e 1 1

correcta es u; — i, = —5, en segundo lugar, s6lo utiliza la expresion ’— +—
Ty g

del denominador del pivote y no realiza el calculo de la varianza estimada
ponderada para S;, lo que evidencia una dificultad en la comprensién de
fenéomenos donde se puede o no asumir ciertas condiciones iniciales para
que la estimaciéon, en este caso, por intervalos, sea mas robusta al

verdadero parametro poblacional.
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Discusion y conclusiones

Dado el objetivo de esta investigacién “evaluar la comprension que
tienen futuros profesores de Matematica y Estadistica sobre los intervalos de
confianza” este trabajo aporta informaciéon exploratoria sobre la forma en que
futuros profesores de Matematica y Estadistica comprenden los intervalos de
conflanza en relacién con la construccién, el uso de las definiciones, los
supuestos y las propiedades que subyacen. Si bien hay diversos trabajos que
han aportado informacion sobre este topico (e.g. Andrade; Fernandez, 2016;
Henriques, 2016; Reaburn, 2014; Roldan et al. 2020) en diferentes contextos
profesionales, este trabajo aporta en la formacion de profesores de Matematica
que ensenaran estadistica y que, al menos, en el contexto chileno, es un campo
fértil de investigacion. En este sentido, los resultados reportados en esta
investigacion se muestran coherentes con los nuevos estandares de formacién
inicial docente (MINEDUC, 2021b), los que demandan que los futuros
profesores de Matematica sean capaces de conducir la ensefianza de la
estadistica y la probabilidad, siendo los intervalos de confianza un tema a
tratar en 3° y 4° medio (16 a 18 anos), y que justifica la evaluaciéon en la
comprension de futuros profesores.

Como parte de los resultados encontrados se evidencia que los futuros
profesores de Matematica y Estadistica muestran diversas dificultades en la
comprension, tanto conceptual, como procedimental, sobre los intervalos de
confianza. En general, muestran errores en la estimacién de los grados de
libertad, se obvian los supuestos en la construcciéon de los intervalos de
confianza, que son resultados similares a los reportados en otros trabajos
(Behar, 2001; Coulson et al., 2010; Henriques, 2016), pero en areas
disciplinares diferentes a la formacién del profesorado.

La mayor dificultad evidenciada en los futuros profesores es
considerar que la férmula de la varianza poblaciones es indistinta a la

varianza de la muestra, aun cuando las actividades explicitan el tamafno de
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la muestra. Esto los lleva a usar la distribuciéon normal y no la T- Student

(caso que podria justificarse bajo el TLC).

Como parte de los errores conceptuales, asi mismo, en algunos futuros
profesores de Matematica y Estadistica, emergieron interpretaciones
deterministas, aspecto reportado en Roldan et al. (2020), interpretaciones que

pueden estar relacionadas con la forma de pensamiento determinista y no

estadistico. En este sentido, los futuros profesores no consideran que el (1 — @)%
determina la probabilidad en que el I.C contendra al verdadero parametro
poblacional (Cumming, William, Fidler; 2004). Ademaés, se encuentran
interpretaciones de los intervalos de confianza como porcentajes, de decir, no se
considera el tipo de variable de estudio (actividad 1) y se asume que los limites
superior e inferior son porcentajes donde debe caer el verdadero parametro.

Los errores procedimentales, estan en la linea de lo reportado por
Olivo, Batanero y Diaz (2008), Rashidah et al. (2018) y Roldan et al. (2020),
es decir, calculan erréneamente el cuantil derivado de la tabla normal
estandar o T-Student, la estimaciéon de los grados de libertad en el calculo
del IC para la diferencia de medias con varianzas desconocidas, pero

desiguales, no consideran que los IC son bilaterales y no dividen la
probabilidad @ para ambas colas de la distribucién, errores de calculo en la
evaluacion de la formula de los intervalos de confianza para la media H o la

diferencia de medias #1 —#> y, confundir el tamafo de la muestra con el
valor de la media muestral al reemplazar en la féormula, como también, se
pasan por alto relaciones relevantes entre los elementos que son parte de los
intervalos de confianza, lo que ha sido reportado en investigaciones como la
de Andrade; Fernandez (2016); Crooks et al. (2019); Roldan et al. (2020) etc.
Tanto los errores procedimentales como los conceptuales en la
construccion de los intervalos y las interpretaciones que de estos se derivan
plantea la necesidad de revisar, tanto los programas de estudio (MINEDUC,
2021a) como los Estandares de formaciéon inicial docente (MINEDUC,

2021b), pues estos futuros profesores de Matematicas cometen errores y
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aqui, la dificultad radica en que estos conocimientos “sesgados” seran
posteriormente ensefiados en aula de secundaria, transmitiéndose
[probablemente], los mismos errores y formas de interpretar I1C.

Esta primera aproximacion exploratoria, a partir de los hallazgos
encontrados, abre un espacio relevante en el contexto de la formaciéon de futuros
profesores de Matematica [y estadistica], dado que, si bien las investigaciones
han mostrado las dificultades asociadas a la comprensién de los IC en diversos
contextos, en el profesorado en formacion los resultados son limitados, y como se
menciond, estos resultados si bien incluyen un grupo reducido de futuros
profesores de una Universidad formadora de profesores, deja en evidencia
algunos de los aspectos que podrian ser considerados por formadores de
profesores. Aun cuando varios de los resultados encontrados en esta
investigacion, son similares a los de otros trabajos en area diferentes a la del
profesorado, el hecho que sea en futuros profesores de Matematica lo hace
especialmente delicado, considerando que hoy en dia el objetivo esta en el
desarrollo de ciudadanos estadisticamente alfabetizados (Gal, 2002).

En este dltimo caso, trabajos en la linea de la formacién de profesores
de Matematicas, son especialmente relevantes para profundizar en la
comprensiéon que tienen y van desarrollando los futuros profesores de
Matematica, pues como se ha reportado en diversas investigaciones en
contexto curricular de formacion de profesores (e.g. Bakker; Derry, 2011; Del
Pino; Estrella, 2012; Sanchez; Ruiz, 2022), la ensefianza de la Estadistica se
ha mostrado atomizada y con un foco en el trabajo mecanicista, dejando de
lado la promocién de los aspectos conceptuales que subyacen a la disciplina.

Algunas de las recomendaciones que se pueden derivar de este tipo de
trabajo van en dos direcciones: (1) transitar hacia una ensenanza de la
estadistica considerando investigaciones novedosas a la luz de las propuestas
curriculares de ensenanza y aprendizaje, por ejemplo, el proyecto GAISE
(Franklin et al, 2007), promover un ambiente de razonamiento estadistico

(Garfield; Ben-zvi, 2009) y, (2) centrar la atencién en el formador de formadores,
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pues no esta demas cuestionarse que uno de los factores que puede generar una

ensenanza mecanicista y atomizada (como se ha reportado), pueda deberse a la
forma en como fueron ensenados estos profesores, es decir, por los docentes que
ensenan estadistica en cursos universitarios de formacién de profesores

Esto ultimo, mas que ser una critica a la luz de los resultados
derivados de esta investigacion, pretende sentar y abrir la reflexién en el
formador de formadores, pero especialmente, en aquel que esta a cargo de la
formacién de los futuros profesores de Matematica, que, en particularmente,
ensefnaran estadistica y deben ser capaces de estar en la linea de las

actuales demandas que requiere el sistema educativo y la sociedad.
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