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RESUMO

Técnicas de continuacdo acopladas ao esquema iterativo de Newton-Raphson so bastante utilizadas na anélise por Elementos
Finitos de problemas de estruturas com comportamento ndo linear, cujas solu¢bes para uma dada precisdo sdo obtidas por
meio da resolucdo de sistemas de equagBes nao lineares. Neste artigo, sdo desenvolvidos algoritmos baseados nos métodos
de Potra-Pték, Ponto Médio e Chun, associados a técnica de Comprimento de Arco Linear, para a solucéo de problemas de
trelicas planas e espaciais com néo linearidade geométrica, cujos caminhos de equilibrio apresentam pontos limites de forca
e deslocamento. As andlises ndo lineares séo efetuadas por meio do método dos Elementos Finitos Posicional. Os resultados
numericos alcangados evidenciam o melhor desempenho dos cddigos computacionais implementados, em comparagédo com
as analises feitas com os métodos tradicionais de Newton-Raphson Padrdo e Modificado e de Broyden, quanto ao tempo de
processamento, nimeros totais de passos de forga e iteragdes acumuladas até a convergéncia para a solu¢do, nimero médio
de iteragdes por passo de forca e estimador médio da taxa de convergéncia.

Palavras-chave: treliga, Elementos Finitos Posicional, Comprimento de Arco Linear, ndo linearidade geométrica, trajetdria
de equilibrio.

ABSTRACT

Path-following techniques coupled with the Newton-Raphson iterative scheme are widely used in the Finite Element analysis
of structures problems with nonlinear behavior, whose solutions for a given precision are obtained by solving a nonlinear
equations systems. In this paper we develop algorithms based on the Potra-Ptak, Midpoint and Chun methods, associated with
a Linear Arc-Length technique, for the solution of problems of plane and space trusses with geometric nonlinear, whose
equilibrium paths present force and displacement limits points. Nonlinear analyses are performed using the Positional Finite
Element method. The numerical results achieved show the best performance of the implemented computer codes, in
comparison with the analyses made with the Modified and Standard Newton-Raphson and Broyden traditional methods, as
to the processing time, total numbers of load steps, accumulated iterations until convergence to the solution, average number
of iterations by load step and average convergence rate estimator.

Keywords: truss, Positional Finite Element, Linear Arc Length, geometric nonlinear, equilibrium path.

1 - INTRODUCAO

Trelica é um sistema estrutural eficiente que pode sustentar
carregamentos consideraveis com uma quantidade menor de
materiais. Desde o inicio do seu uso comercial, esse sistema
tem sido cada vez mais popular, especialmente em grandes
areas abertas com poucos ou nenhum suporte intermediério,
como ilustrado na Figura 1. Aplicacfes bem-sucedidas de
sistemas estruturais em forma de trelica abrangem estadios,
edificios publicos, centros de exposicOes, hangares de avido
e pontes suspensas (SECER, 2009).

As trelicas quando submetidas a grandes esforgos
exibem comportamento ndo linear e problemas de
instabilidade podem surgir, tais como snap-through e snap-

back. A trajetdria de equilibrio é amplamente utilizada na
andlise estrutural para identificar os pontos limites de
equilibrio relacionados a instabilidade. Em geral, essa
trajetoria é representada por uma curva deslocamento versus
forca, em que cada ponto na curva representa uma
configuracdo de equilibrio da estrutura (LACERDA,;
MACIEL; SCUDELARI, 2014).

39



Luiz Antonio Farani de Souza, Emerson Vitor Castelani, Wesley Vagner Inés Shirabayashi, Roberto Dalledone Machado

Figura 1 — Sistema estrutural em forma de trelica. Fonte: Seger
(2009)
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Para se realizar a analise ndo linear de estruturas com
maior precisdo, € de fundamental importancia que sejam
empregados métodos que possam considerar, de maneira
apropriada, os efeitos de grandes rotacGes e grandes
deslocamentos. Uma metodologia eficiente de solucéo deve
ser capaz de superar os problemas numéricos associados ao
comportamento ndo linear, e de tracar a trajetéria de
equilibrio completa do sistema estrutural em analise
(RODRIGUES; VARELA,; SOUZA, 2008; MAXIMIANO;
SILVA; SILVEIRA, 2014). Na Figura 2 pode ser vista a
resposta ndo linear de um sistema estrutural, em que um
determinado  componente de deslocamento  pode
incrementar ou sofrer decréscimos ao longo da trajetéria. Na
figura 2 estdo identificados Pontos Limites de Forca (A, D),
Pontos Limites de Deslocamento (B, C) e Ponto de Falha
(E) (MATIAS, 2002).

Figura 2 — Trajetoria de equilibrio de um sistema estrutural.
Fonte: adaptado de Matias (2002)
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Uma dificuldade inerente ao método convencional de
Newton-Raphson, que tem como estratégia a manutencao
do pardmetro de Forca Constante durante o ciclo de
iterac@es, é a solucdo préxima a pontos limites na trajetoria
de equilibrio divergir devido ao mau condicionamento da
matriz de rigidez tangente, ou simplesmente porque, para o
nivel de forca estabelecido, ndo ha solucdo (SILVEIRA,;
ROCHA; GONCALVES, 1999). Com o propoésito de
resolver esses problemas de convergéncia, técnicas de
continuacdo associadas a esse método tém sido
desenvolvidas, dentre elas: Controle de Deslocamento
(BATOZ; DHAT, 1979), Controle de Deslocamento
Generalizado (YANG; SHIEH, 1990; YANG; KUO, 1994)
e Controle de Comprimento de Arco (RIKS, 1972; RIKS,

1979; RAMM, 1981; CRISFIELD, 1991). Na técnica de
controle de Forca Constante, o parametro de forca € mantido
invaridvel durante o ciclo iterativo. A ideia dos métodos de
continuacéo é tratar esse pardmetro como uma variavel, a
partir da adigdo de uma condig&o de restri¢do ao sistema de
equacbes que descreve o equilibrio estrutural para a
determinacdo do mesmo.

O método de Newton-Raphson é um dos métodos mais
utilizados para resolver problemas ndo lineares na
Engenharia Estrutural. ModificacBes nesse método podem
ser feitas: resolver o sistema de equacdes ndo lineares de
forma inexata, ou seja, resolvé-lo por algum método
iterativo com uma dada precisdo, como no método de
Newton Inexato; aproximar a matriz Jacobiana por
Diferencas Finitas; e substituir a Jacobiana por outra matriz
com alguma propriedade, como nos métodos quase-
Newton. No método de Newton-Raphson é resolvido um
sistema linear a cada iteragdo, cuja matriz de rigidez é a
Jacobiana avaliada no iterado corrente. Uma das vantagens
desse método é a taxa de convergéncia quadratica, sob
condigdes adequadas. Além disso, é conhecido na literatura
0 raio 6timo de convergéncia desse método —isso significa
gue, dada uma sequéncia gerada pelo método de Newton-
Raphson cujo ponto inicial esteja fora da bola de centro em
uma solucdo e raio 6timo, ndo se tem garantia que esta
sequéncia ir4 convergir para a respectiva solucdo.
Entretanto, tomado qualquer ponto inicial dentro desta bola,
ndo s6 é garantida a convergéncia, mas também a taxa de
convergéncia quadratica (EUSTAQUIO, 2013).

Até a década de 1980, os métodos iterativos que
possuiam ordem de convergéncia maior que a do método de
Newton-Raphson exigiam o calculo de derivadas de ordens
superiores. Dessa maneira, quanto maior era a ordem de
convergéncia, maior era também o custo computacional, de
modo a tornar o uso pratico desses métodos restrito a alguns
casos. Ha métodos que possuem taxa de convergéncia
clbica, como os métodos de Potra-Ptak (POTRA; PTAK,
1984) e do Ponto Médio (FRONTINI; SORMANI, 2004), e
métodos com convergéncia de quarta ordem, como o
método de Chun (CHUN, 2006).

A equacdo que governa o equilibrio estatico de um

sistema estrutural com comportamento ndo linear
geométrico € descrita pela Equagdo 1:
g = M, — Fi(d) =0, 1)

Em que: g é o vetor de forcas desequilibradas, Fit é 0 vetor
de forcas internas (avaliado em funcdo do vetor de
coordenadas nos pontos nodais da estrutura d), e A € 0
pardmetro de forca responsavel pelo escalonamento do vetor
de referéncia Fr. A solucdo do sistema dado em (1) é obtida
por meio de um esquema iterativo e incremental. Para uma
sequéncia do pardmetro de forca A, uma sequéncia do
respectivo incremento de coordenadas nodais d é calculada.

Com a consideracao de que A passa a ser uma incognita
e varia ao longo das iteracGes, tem-se o problema estrutural
n&o linear conforme a Equagéo 2:

K& Dgd® = gk = AWF, — Fint(d(k_l))' 2
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Em que: K é a matriz de rigidez representativa do sistema
estrutural. Os parametros totais de forca (1) e do vetor de
coordenadas nodais (d) no passo de for¢a t+At e iteracdo k
sdo atualizados pelas Equac0es 3 e 4, respectivamente:

A0 = 1) Sl(k), (3)
d® = @& 4 §q®, 4)

Com a combinacdo das EquacBes 2 e 3 chega-se a
expressdo para 86d® segundo a Equacdo 5 (CRISFIELD,
1991):

8d® = 8d” + 5208d ", (5)

Em que: 51.® é o subincremento do parametro de forga que
deve ser avaliado ao longo do ciclo iterativo, € 6dg® e 8dr®
sdo obtidos, respectivamente, pelas Equacbes 6 e 7:

509 = KD gD, ©)
8d = K&V T'F, ™

Os pardmetros incrementais do pardmetro de forca
(A)L) e do vetor de coordenadas nodais (Ad) no passo de
forca t+At e iteracdo k sdo avaliados pelas Equagdes 8 e 9,
respectivamente:

MY = a4 510, (8)
Ad® = Ad&D 4 §4®. 9)

Para a concepcéo de trelicas mais leves e eficientes
dentro dos padrdes de seguranca e qualidade, é fundamental
0 estudo dessas estruturas préximas ao colapso devido a
grandes modificacBes que ocorrem na geometria e a perda
de linearidade na relacdo deformacédo-tensdo. Neste artigo
sdo implementados algoritmos com os métodos iterativos de
Potra-Ptak, Ponto Médio, Chun, Newton-Raphson Padrédo
(NR), Newton-Raphson Modificado (NRM) e de Broyden,
associados a técnica de continuagdo Comprimento de Arco
Linear, para a solugdo de trelicas planas e espaciais com
comportamento  ndo linear geométrico  (grandes
deslocamentos e rotagBes) por meio do Método dos
Elementos Finitos Posicional.

Desenvolvida originalmente por Coda (2003), a
formulacdo de Elementos Finitos Posicional é uma
abordagem alternativa para problemas ndo lineares, que
considera as posi¢oes nodais como variaveis do sistema ndo
linear em vez dos deslocamentos.

Os algoritmos desenvolvidos para a solu¢do do
problema ndo linear descrito na Equa¢do 2 foram
implementados usando o software Matlab, versdo 8.6
R2015b (MATLAB, 2015). Os testes computacionais foram
realizados em um computador Core i7-3537U com 8 GB de
memoria.

Os resultados numéricos alcangados nas simulagdes de
problemas de referéncia encontrados na literatura
evidenciam o melhor desempenho dos métodos de Potra-
Ptak, do Ponto Médio e de Chun adaptados ao problema néo
linear estrutural, em comparacao com as analises feitas com

0s métodos tradicionais de Newton-Raphson Padrdo, de
Newton-Raphson Modificado e de Broyden. Avaliou-se nas
simulagdes o0s seguintes pardmetros: o tempo de
processamento em segundos (t); 0s nimeros totais de passos
de forca (NP) e iteracbes acumuladas (Kiow) até a
convergéncia para a solucdo; o nimero médio de iteragdes
por passo de forga (Kmedio); € 0 estimador médio da taxa de
convergéncia (pmedio) € 0 desvio padrdo (dp). Além disso,
foram obtidas as trajetérias de equilibrio das estruturas com
pontos limites de forca e de deslocamento.

2 - ELEMENTO FINITO DE TRELICA ESPACIAL

O elemento de trelica é descrito pela formulacdo de
Elementos Finitos Posicional (CODA; GRECO, 2004). Esse
elemento transmite somente forcas axiais e tem area da
secdo transversal constante A. As coordenadas (X1, Y1, Z1) €
(X2, Yz, Z2) representam a configuracéo inicial do elemento
de barra (também conhecida como coordenadas de
referéncia). Apds uma mudanca de configuracdo devido a
deslocamentos da trelica, a barra passa a ter novas
coordenadas (x1, y1, z1) € (X2, y2, z2), conforme o desenho
esquematico na Figura 3.

O comprimento inicial (ou referencial) Lo e o0
comprimento atual L da barra sdo calculados,
respectivamente, pelas Equagdes 10 e 11:

Lo =/ (X; —X)2 + (Y, — Y1)2 + (Z, — Z,)%, (10)
L=+/(x, —x)2 + (y; —y1)? + (z, — 7). (11)

Figura 3 — Elemento de trelica espacial
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A matriz de rigidez tangente Ke e 0 vetor de forcas
internas Fel elementares sdo obtidos conforme as EquacGes
12 e 13, respectivamente:

K —EAB+EASGC 12

el — L03 LO ’ ( )
EAe

0 =—1d, (13)
Lo

Em que: EA é a rigidez axial, Lo é o comprimento
indeformado da barra e & é a deformacéo de Green dada
pela Equacdo 14:

|

14
22 (14)

€g =

Na Equacdo 12, as matrizes B e C sdo definidas,
respectivamente, pelas Equagdes 15 e 16:
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B=| Is “3], (15)
-1I; I3
C=dd", (16)

Em que: Is é a matriz identidade de ordem 3 e d = [x1-x2, y1-
Y2, Z1-Z2, X2-X1, y2-y1, Z2-Z1]T.

3 - METODO DE COMPRIMENTO DE ARCO LINEAR

A metodologia para a solugéo de problemas estruturais ndo
lineares deve ser capaz de tracar a trajetoria de equilibrio
completa da estrutura (identificacdo e passagem pelos
pontos limites existentes). Para tal, utiliza-se um processo
incremental-iterativo que consiste de duas etapas (LEON et
al., 2011):

1) A partir da dltima configuragdo de equilibrio da
estrutura, seleciona-se um subincremento de forca (definido
como o subincremento de forc¢a inicial — 6A(), que satisfaca
alguma equacdo de restricdo imposta ao problema. Apds a
selecdo desse parametro determina-se o0 incremento inicial
do vetor de coordenadas nodais Ad©; e

2) na segunda etapa de solugdo, procura-se por meio de
uma estratégia de continuagdo corrigir a solucdo
incremental inicialmente proposta na etapa anterior, com o
objetivo de restaurar o equilibrio da estrutura. Se as
iteracdes envolverem coordenadas nodais (d) e o parametro
de forga (A), entdo uma equacéo adicional de restricdo é
requerida. O formato dessa equacdo é o que distingue as
varias estratégias de iteracéo.

No método do Comprimento de Arco Linear, proposto
por Riks (1972, 1979), a trajetdria de iteracdo é mantida
sempre ortogonal a direcdo tangente inicial em cada passo.
A expressdo para 0 incremento inicial do parametro de
forga, solugdo predita, € dada pela Equagéo 17:

Al

MO =
18,

(A7)

Em que: Al representa o incremento de comprimento de
arco. Como proposto por Crisfield (1991), esse incremento
pode ser utilizado como um paradmetro de controle no passo
de forga corrente, de acordo com a Equacéo 18:

Nd\*/?
Al = ‘Al (Tk> , (18)

Em que: *Al representa o incremento de comprimento de
arco no passo de forca anterior, Nd é o nUmero de iteracdes
desejadas para a convergéncia do processo iterativo
corrente, e tk € o nimero de iteragdes que foi necessario para
convergir no passo de forca anterior. No processo iterativo
subsequente, a equacdo de restricdo (Equacdo 19) usada
para calcular 8A( ¢é obtida fazendo com que a solugdo
iterativa (8d®) seja ortogonal a solugdo incremental predita
(ADO):

8§d®TAd© = 0. (19)

Com a substituicdo da Equacdo 5 na Equagdo 19,
obtém-se a Equacdo 20 para a determinagdo da correcéo do
subincremento de forga (k > 1):

Ad©"8d(0

, 20
Ad©®"5d% )

S = —

No inicio do passo de forca corrente, o tamanho do
incremento do vetor coordenadas nodais é predito por Ad©®
= AL §dr©, e impde-se que os incrementos do vetor de
coordenadas nodais sejam ortogonais ao da primeira
iteracdo nas iteracGes subsequentes. O sinal do incremento
inicial do parametro forca (AL(®) pode ser positivo ou
negativo. A escolha correta do sinal é de suma importancia
na definicdo das sequéncias de solucdes (d, 1) que permitam
0 avango continuo na resposta forca-deslocamento. O
procedimento utilizado neste trabalho consiste na analise do
produto interno entre o incremento de coordenadas nodais
obtido no passo de forga anterior (*Ad) e o incremento de
coordenadas nodais corrente (8dr): se tAdT &dr > 0, entdo o
preditor Ad® tem o mesmo sentido de 8dr; caso contrario, 0
preditor tem sentido oposto. O critério de convergéncia é
expressado pela norma da forca residual e da forca total
aplicada segundo a Equacéo 21:

ligll < tol [|F.]I. (21)

Em que: tol é a tolerdncia fornecida pelo usuério. O vetor
de deslocamentos da iteracdo k (u®) é determinado
conforme a Equacéo 22:

u® = dq® — °q, (22)

Em que: °d é o vetor de coordenadas nodais no passo de
forga 0, estrutura indeformada.

4 - METODOS DE SOLUCAO

Nesta secdo sdo apresentados os algoritmos e as
formulagBes referentes aos métodos iterativos do Ponto
Médio, de Potra-Ptak e de Chun, associados a técnica de
continuacdo, para solucionar o problema ndo linear
estrutural dado pela Equagdo 2. Admite-se que, dada uma
estimativa inicial para a solucdo (*d©®), o problema é
determinar uma sequéncia de corregdes até que uma solugdo
seja obtida com a precisdo desejada.

4.1 Método do Ponto Médio (PM)
O método do Ponto Médio (FRONTINI; SORMANI, 2004)

¢ adaptado para o problema ndo linear estrutural, cujo
esquema iterativo é dado pelas Equacdes 23 a 26:

1
y® = gD 4 5 8d, (23)
84" = [K(a®D)] " [AF, + g(a® )], (@4)
K(y®)8dy” = 05OF, + g(dD), (25)
d® = d&D + §d3°. (26)
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Este método possui convergéncia cubica sem a
necessidade do uso de derivadas de segunda ordem. O
algoritmo é apresentado a seguir.

Algoritmo 1: Método do Ponto Médio associado a técnica
de Comprimento de Arco Linear

1. d«-0,Add<0,A<«0
2. ParaNP « 1,...,Nmax
3. &dr <« [K(d)]* Fr
4. Ak <« Al/|j6d:||
5. SeAd"&dr<0
6 AN < -AA

7. Fim-Se

8. AdO® « A &dr

9. Ad«AdO

10. g < (A+AX) Fr - Fint(d+Ad)

11. Parak «1,...,imax

12.  8dy « K'lg

13, 81« -(AdOT&dg)/(AdOT 5d)
14.  8di <« 1/2 (8dg + S)\1 8dr)

15.  Calcular K(d+Ad+8d1)

16. 8dy« Klg

17. 8dr « K1 Fr

18.  8h2 « -(AdOT&dg)/(AdOT &dr)
19.  8d2 « &dg + o), &d,

20. Ad <« Ad +8d>

21. AN« AL+ 3N,

22. g« (AAR) Fr - Fine(d+Ad)
23.  Se|lg|| < tol |||

24, Terminar a execucdo do Para
25.  Fim-Se

26.  Calcular K(d+Ad)

27. odr « K1 Fr

28. Fim-Para

29. d«d+Ad

30. A< A+ AA

31. Al « AI(Nd/K)%®

32. Fim-Para

4.2 Método de Potra-Ptak (PP)

Os autores Potra e Ptak (1984) desenvolveram um método
de dois passos baseado no método de Newton-Raphson, que
consiste de duas avaliagdes da funcdo dada e de apenas 0
calculo de derivadas de primeira ordem. Com convergéncia
cUbica e um indice de eficiéncia maior que o do método de
Newton-Raphson (SOLEYMANI et al., 2012), o esquema
iterativo para o método de Potra-Ptak adaptado ao problema
estrutural é dado pelas Equacgdes 27 a 33:

K(d®)sd® = £’ + F{, @7)
F1(k) — Slgk)Fr + g(d(k_l)), (28)
FY = 2.5%F, + g(y®), (29)
y® = d&D + 8al, (30)
8 = [K(d® V)] R, (31)

k — -1_(k
8d% = [K(d®)] P, (32)
d® = dD + 84 + 8d3°. (33)
O algoritmo referente a0 Método de Potra-Ptak

associado a técnica de Comprimento de Arco Linear é
apresentado em seguida.

Algoritmo 2: Método de Potra-Ptak associado a técnica de
Comprimento de Arco Linear

1. d<-0,Ad<«0,A«0
2. ParaNP « 1,...,Nmax
3. 8dr « [K(d)]*Fr
4. AN <« Al/||8di|
5. SeAd"8dr<0
6 AN < -AA

7. Fim-Se

8. AdO® « A &dr

9. Ad« AdO

10. g« (A+AL) Fr - Fine(d+Ad)

11. Parak <« 1,...,imax

12. 8dg« Klg

13. 8k « -(AdOT&dg)/(ADOT &dr)
14. 8d1 < 8dg + dA1 8dr

15. Ad <« Ad+38d:

16.  AM <« AL+ 8A

17. g« (A+AL) Fr - Fine(d+Ad)
18. Syg« K'lg

19. 3k « -(AdOT Jye)/(ADOT §dr)
20. 8d2 « syg + S\ 8dr

21. Ad <« Ad +dd>

22. AN« AL+ B2

23. g <« (A+AL) Fr - Fine(d+Ad)
24.  Se||g|| < tol ||F|

25. Terminar a execuc¢do do Para
26. Fim-Se

27.  Calcular K(d+Ad)

28. 8dr « K'l Fr

29. Fim-Para

30. d«d+Ad

3l A< A+ AL

32. Al « AI(Nd/k)%5

33. Fim-Para

4.3 Método de Chun

Chun (2006) apresentou um método iterativo para resolugdo
de equacdes ndo lineares com convergéncia de quarta ordem
que ndo requer o calculo de derivadas de segunda ordem. A
formulacdo deste método estendido para o problema
estrutural é descrita pelas Equaces 34 a 42:

K(d®0)8d® = F + 2F¥ — F{, (34)
Fl(k) — Slik)Fr + g(d(k_l)), (35)
FyO = 81O, + g(y®), (36)
B = K(y®)[K(a“)] " K, (37)
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y® = d-D 4 5, (38)
Sd(lk) _ [K(d(k‘l))]_lFl(k), (39)
548 = k()] 'K, ()
5a0? = [K(a%)] K, (1)
d® = d® D 4 §a{° + 2 89 — 8d%°. (42)

O algoritmo referente ao Método de Chun associado a
técnica de Comprimento de Arco Linear é apresentado a
seguir.

Algoritmo 3: Método de Chun associado a técnica de
Comprimento de Arco Linear

1. d<0,Ad <0, L« 0
2. ParaNP « 1,...,Nmax
3. 8dr « [K(A)] ! Fr
4. AL <« Al/||8dy||
5. SeAd"&dr<0
6 AN < -AN

7. Fim-Se

8. AdO® « A &dr

9. Ad <« Ad@

10. g < (A+AL) Fr - Fine(d+Ad)

11. Parak < 1,...,imax

12, 8dy« Ktlg

13, 8\« -(AdOT&dg)/(AdOT &d)
14. 6d1 « 8dg + O\ odr

15. Ad <« Ad +éds

16. AL« AL +0M

17. g < (A+AL) Fr - Fine(d+Ad)
18. Sdg « K1 g

19.  8kp « ~(ADOT8dg)/(AMOT 8dr)
20.  8d2 « &dg + dA, &d:

21.  Calcular K2 < K(d+Ad)

22.  8ds <« K1K28d:2

23.  Ad <« Ad +28d: - 8ds

24. g <« (M+AL) Fr - Fine(d+Ad)
25.  Se|lg|| < tol |||

26. Terminar a execuc¢do do Para
27.  Fim-Se

28.  Calcular K(d+Ad)

29. OUr < Kt Fr

30. Fim-Para

31. d«d+Ad

32. A< A+ AL

33. Al « AI(Nd/k)%®

34. Fim-Para

4.4 Determinacdo dos parametros ngk) e ngk)

Os autores Yang e Kuo (1994) propuseram uma equacao de
restricdo que deveria ser respeitada nas duas etapas de
solucdo ndo linear (solucdo predita e no ciclo de iteracGes).
Essa equacdo, adaptada neste trabalho, é dada pela Equacéao
43:

C;T8d® + k;800 = H;, (43)

Em que: Ci € um vetor cujos elementos sdo constantes, ki é
uma constante escalar e Hi é o pardmetro incremental de
Comprimento de Arco. As expressdes para dAi®, com i =
1,2, sdo dadas pelas Equacdes 44 e 45, respectivamente:

H, — ¢, "(8d)

o =2 (44)
C,"8d{” +k,
H _CZT Sy(k)

N — (5%.") (45)

C,"8d( +k,

Fazendo Hi1 = H2= 0, C1 = C2 = Au©® e k1 = k2 = 0 nas
EquacGes 44 e 45 chega-se a expressao para a determinacao
da correcdo do parametro de forca (Equagdo 20), conforme
a estratégia de Comprimento de Arco Linear proposta por
Riks (1972, 1979).

5 - ESTIMADOR DA TAXA DE CONVERGENCIA

A taxa de convergéncia é determinada conforme a Equacédo
46 (HAUGEN, 1994).

ln e(k)/e(k_l)
Pk = —( = - ) , (46)
]n(e( 1)/€(k 2))
Em que: px ¢ o0 estimador da taxa de convergéncia, e® ¢ a
norma do erro das forcas desequilibradas e k é a k-ésima
iteraco.

6 — EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta secdo sdo apresentados os resultados numéricos de
problemas de trelicas planas e espaciais encontrados na
literatura, levando-se em conta na analise estatica a nao
linearidade geométrica, com o intuito de aplicar e comparar
os algoritmos implementados em ambiente Matlab.

O peso préprio das estruturas € desprezado nas
andlises. Ressalta-se, ainda, que ndo estdo contabilizadas no
tempo de processamento a geracdo da malha e a
visualizacdo dos resultados. Nas trajetorias de equilibrio é
apresentado um ndmero menor de pontos para uma melhor
distincdo dos diferentes simbolos adotados de cada método.

6.1 Trelica plana com 8 barras

Este primeiro exemplo consiste de uma treligca plana simples
com oito barras e nove nos sujeita a uma forga horizontal no
n6 1, conforme ilustrada na Figura 3. Esta estrutura foi
estudada por Powell e Simons (1981) e Geers (1999). As
barras tém rigidez axial adimensional EA = 3,0 x 108. Os
pardmetros utilizados nas simulagdes sdo: comprimento de
arco inicial Al = 2,0; nimero de iteracdes desejadas Nd = 2;
incremento de for¢a AF = 0,5; nlmero méximo de iterac6es
imax = 100; e tolerancia tol = 1,0 x 107. As curvas
deslocamento horizontal no n6 1 versus forca F com os
métodos de Newton-Raphson Padrdo (NR), Ponto Médio
(PM), Potra-Pték (PP) e Chun sdo mostradas na Figura 4,
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havendo boa concordancia com pontos de equilibrio
extraidos da simulacédo efetuada por Geers (1999).

Figura 3 — Trelica plana com 8 barras

F 1 2 3 4 6 3.0
=L¢‘ 1) o 1] >4 °
.
6x50 5.0

Figura 4 — Trajetdrias de equilibrio

O  Geers (1999)
—+— Patra-Ptak
—=&— Chun
—¥— Ponta Médio |-----=- 9

NR

Deslocamento horizontal né 1

Na Tabela 1 estdo listados 0s nimeros totais de passos
de forca (NP) e de iteracbes acumuladas (keota) até a
convergéncia para a solucéo, nimero médio de iteracdes por
passo de forga (kmedio), O tempo de processamento em
segundos (t) e o estimador médio da taxa de convergéncia
(pmedio) € 0 desvio padréo (dp), obtidos nas simulagdes com
os algoritmos implementados

Tabela 1 — Resultados numéricos

Métodos NP (Ktotar) Kmedio  t(S)  Pmedio + dp
NR 745 (1.510) 2,03 105 2,77+0/41
NRM 11.320 (22.688) 2,00 16,37 0,86 +0,17
Broyden  9.383 (18.803) 2,00 19,06 0,90+0,31
PM 29 (61) 2,10 0,11 2,97+0,52
PP 76 (160) 2,11 0,16 3,36+0,80
Chun 217 (448) 2,07 0,40 3,36+0,72

6.2 Trelica plana abatida e ndo simétrica com 33 barras

Considere na Figura 5 uma trelica plana abatida e ndo
simétrica, com 18 nds e 33 elementos e submetida ao efeito
de trés forcas concentradas de igual magnitude P. Esta
estrutura foi estudada por Powell e Simons (1981) e Menin
(2006). As barras possuem rigidez axial adimensional EA =
9,0-10%. Os parametros considerados nas anélises para a
técnica de continuagdo sdo: Al = 2,0; Nd = 2; tol = 1,0-107;
imax = 100; e AP = 100,0. Na Figura 6 séo apresentadas as
trajetérias de equilibrio, deslocamento vertical do n6 5
versus forga P, obtidas com os algoritmos implementados,
juntamente com a curva de equilibrio obtida por Menin
(2006). Na Tabela 2 aparecem os resultados numéricos (NP,
Ktotat, kmedio, t€ pr+dp) comparando os métodos de solucéo.

Figura 5 — Trelica plana com 33 barras

|
A

6.3 Trelica espacial em forma de torre esbelta com 36
barras

Considere a trelica espacial em forma de torre com
imperfeicdo geométrica e submetida a uma forca vertical P
no seu topo, conforme ilustrada na Figura 7. Esta estrutura
foi analisada por Onate (1986) e Menin (2006). O modelo
apresenta 13 nés e 36 barras, e na base da torre ha 12 graus
de liberdade restringidos em 4 apoios do tipo pino. Todos 0s
elementos de barra possuem a mesma secdo transversal,
com rigidez axial adimensional EA = 1,0-10%. Os parametros
considerados nas analises para a técnica de continuag&o séo:
Al'=5,0; Nd = 2; tol = 1,0-10; imax = 100; e AP = 1,0.

Figura 6 — Trajetdrias de equilibrio
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Tabela 2 — Resultados numéricos

Métodos NP (Kiota)  Kmedio  t(S)  pmédio + dp
NR 581 (1179) 2,03 3,33 2,61+0,30
NRM 4484 (9006) 2,01 2490 0,85+0,13
Broyden 4314 (8662) 2,01 36,11 0,97 +0,21
PM 46 (96) 2,09 045 2,67+0,45
PP 95 (198) 2,08 0,73 3,18+0,90
Chun 123 (255) 2,07 0,92 3,02+0,42

Figura 7 — Trelica espacial em forma de torre eshelta com 36
barras
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Na Figura 8 sdo mostradas as trajetorias de equilibrio
ndo linear (deslocamento horizontal no n6 13 versus forca
P), e pode-se observar boa concordancia com os resultados
obtidos por Menin (2006) (salienta-se que nas simulagfes
com os métodos implementados foram obtidos mais pontos
de equilibrio nas curvas). Os valores numéricos para NP,
Ktotal, Kmedio, t € pxt dp s&0 mostrados na Tabela 3.

Figura 8 — Trajetorias de equilibrio
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Tabela 3 — Resultados numéricos

Métodos NP (Ktotal) Kmedio  1(S)  pmedio + dp
NR 758 (1525) 2,01 502 2,60+ 0,28
NRM 7296 (14652) 2,01 43,82 0,85+0,12
Broyden 7767 (15559) 2,00 71,59 0,75+0,19
PM 162 (325) 201 153 1,23+0,11
PP 198 (398) 201 154 2,66+0,44
Chun 605 (1218) 201 466 345+0,29

6.4 Trelica espacial do tipo ctpula com 60 barras

Considere na Figura 9 a estrutura articulada espacial do tipo
cUpula submetida a seis forcas verticais P de igual
magnitude aplicadas nos n6s 13 a 18. Esta estrutura foi
estudada por Choong e Hangai (1993) e Matias (2002). A
trelica possui 25 nds e 60 elementos com rigidez axial
adimensional EA = 1,0 x 10%. Os parametros utilizados para
a estratégia de continuagéo séo: Al =2,0; Nd = 2; tol = 1,0
X 107; imax = 100; € AP = 1,0.

Figura 9 — Modelo estrutural da treliga espacial em forma de
cUpula com 60 barras
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Na Figura 10 sd3o apresentadas as trajetérias de
equilibrio, deslocamento vertical no topo da clpula versus
forga P, verificando-se boa concordancia com a resposta
obtida por Matias (2002). Na Tabela 4 sdo apresentados 0s
resultados numéricos das simulagBes efetuadas. Na Figura
11 pode ser visualizado o grafico da variacdo do estimador
px em relacéo ao passo de forca (NP).

Figura 10 — Trajetérias de equilibrio
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Tabela 4 — Resultados numéricos

Métodos NP (kiotat) Kmedio £ (S) Prmedio + dp
NR 1.665 (3.344) 2,01 21,04 272+0,44
NRM Nao convergiu®
Broyden 10.703 (21.436) 2,00 203,51 1,11+0,39
PM 230 (460) 200 441 1454054
PP 298 (599) 2,01 4,54 2,72 +0,77
Chun 395 (795) 2,01 5,84 3,76 +0,78

Figura 11 — Passo de forga versus estimador px
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6.5 Analise dos resultados

As estruturas articuladas analisadas séo caracterizadas por
um comportamento fortemente ndo linear, em que o0s
caminhos de equilibrio exibem Pontos Limites de Forca
(snap-throughs) e Pontos Limites de Deslocamento (snap-
backs). Aqueles sdo pontos extremos (pontos de méximo ou
minimo) no caminho de equilibrio, em que a tangente é
horizontal, e estes sdo pontos no caminho de equilibrio cuja
tangente é vertical. Quando a estrutura atinge os pontos
limites, a mesma pode tornar-se instavel, por isso a
identificacdo deles é de grande importancia para um projeto
de engenharia.

Os resultados numéricos com os métodos de Potra-
Ptak, Ponto Médio e Chun mostraram que a convergéncia
para a resposta do problema é alcancada com uma
quantidade inferior de incrementos de forca e iteragdes
acumuladas necesséarias em comparagcdo com os métodos
classicos de NR, NRM e Broyden, associados a estratégia
de continuagdo Comprimento de Arco Linear.
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Os métodos do Ponto Médio e de Potra-Pték
apresentaram melhor eficiéncia computacional quanto ao
tempo de processamento em todas as simulages. O custo
maior da iteragdo desses métodos, em contraste com as
iteracdes dos métodos de NR e NRM, é compensado com a
redugdo do nimero passos de forca e iteragGes necessarias
para a convergéncia da solucdo. Isso implica na diminuigéo
da quantidade de vezes em que os sistemas de equaces
lineares, gerados da discretizagcdo por Elementos Finitos,
sdo solucionados no processo incremental e, ainda,
diminuem-se as atualiza¢Bes da matriz de rigidez K e do
vetor de forgas internas Fixx durante o processamento.
Nesses métodos de dois passos, sdo efetuadas a resolucao de
dois sistemas de equacOes lineares a cada iteracdo, ver a
formulacdo dos métodos nas Secgdes 4.1 e 4.2.

Nota-se que na iteragdo dos métodos de Potra-Ptak e de
Chun é utilizada a mesma matriz de rigidez para a solucéo
dos sistemas de equacgdes lineares; assim, estes sistemas
podem ser solucionados via decomposi¢do, por exemplo,
decomposicao LU, visto que uma Unica fatoragdo no inicio
da iteracdo é necessaria.

Deve-se ressaltar, entretanto, que o0s problemas
numeéricos resolvidos sdo de pequena escala no contexto
computacional atual, pois possuem menos de 100 graus de
liberdade. Para sistemas dessa ordem de grandeza, métodos
diretos costumam ser mais eficientes. Os métodos iterativos
de solugdo sdo vantajosos quando os problemas tiverem um
nimero maior de graus de liberdade e recursos de alocacdo
de memoria.

Na anélise efetuada com 0 método de NRM no dltimo
problema estudado, verificou-se uma instabilidade
numérica e a convergéncia para a solu¢do nao ocorreu. Com
efeito, problemas de convergéncia com esse método podem
ocorrer durante a analise, uma vez que a matriz de rigidez K
é computada somente no inicio do passo de forga corrente,
mantendo-se invaridvel ao longo do ciclo iterativo no
mesmo. A convergéncia pode ser alcancada com a
diminuigdo dos valores do incremento de comprimento de
arco (Al) e/ou incremento de forca (AP).

As solugbes dos problemas com o método de Broyden
foram obtidas com o maior tempo de processamento. Nesse
método, a matriz de rigidez K é substituida pela matriz de
aproximacdo B que se atualiza a cada iteracdo no passo de
forca por meio da Equacdo 47.

(y® — B(k—1>s(k>)s(k)T

(47)
s10Tg®

B — B&-1) 4

]

Em que: s® = §d®, y® = g(d®) - g(d&D), e BO) = KO,
A desvantagem dos métodos quase-Newton é a perda da
convergéncia quadratica do método de Newton-Raphson,
sendo substituida, em geral, por uma convergéncia
superlinear.

O procedimento utilizado para a mudanga do sinal do
incremento inicial de forca AA® (tAuT &ur) mostrou-se
eficiente, visto que conseguiu identificar e ultrapassar os
pontos criticos existentes nos caminhos de equilibrio, com a
definicdo da diregdo correta do parametro de forca. Além
disso, o dispositivo para a verificacdo da mudanca do sinal
¢ de facil implementagdo computacional, ha outras

estratégias, como por exemplo, a variagdo do sinal do
determinante da matriz de rigidez ou a variagéo do sinal de
algum autovalor da mesma.

Para os problemas estudados foi determinado o
estimador px a cada passo de forga, utilizando-se a norma do
vetor de forgas desequilibradas. Observa-se na Figura 11
gue o valor de px varia ao longo da simulagéo. A cada passo,
tem-se um novo sistema de equacBes nao lineares a ser
resolvido com uma nova aproximacdo inicial td©.
Analisando os valores obtidos para pmedio, VE-S€ que 0S
métodos de Chun e Potra-Ptak apresentaram, em geral, 0s
maiores valores nas analises (maior taxa de convergéncia).

Com relaco ao pardmetro Kkmedgio Obtido nas
simulacdes, nota-se que sdo necessarias duas iteracles para
alcancar a convergéncia em cada passo, em média,
independentemente do método utilizado. O ganho dos
algoritmos desenvolvidos esta relacionado a qualidade da
correcdo desse incremento na fase iterativa, ou seja, no
tamanho do incremento de forga A.

Dessa maneira, ndo hd mudangas substanciais no
nimero de iteragcBes para cada incremento de forca nos
exemplos numéricos analisados, € sim uma diminuicdo do
namero necessario de passos (NP) para se obter a trajetdria
de equilibrio completa da estrutura.

A matriz de rigidez K do sistema estrutural é
caracterizada por um elevado indice de esparsidade. Pode-
se obter uma melhor eficiéncia numérica dos modelos
apresentados por meio de algoritmos que armazenam 0s
coeficientes ndo nulos presentes na matriz e efetuam
operacOes entre matrizes e vetores com estes coeficientes,
evitando, dessa maneira, os calculos redundantes com
elementos nulos.

CONCLUSAO

A partir dos exemplos numéricos estudados, destaca-se a
boa concordancia entre os resultados obtidos e os da
literatura no que tange a obtengdo das trajetérias de
equilibrio, validando o0os codigos computacionais
desenvolvidos. A crescente simulagdo de modelos
estruturais complexos —por meio do Método dos Elementos
Finitos— tem exigido a manipulagdo de grande quantidade
de dados, que é intrinseco ao método, bem como a procura
da diminui¢do do tempo de resposta para a resolucdo do
problema estrutural.

As anélises néo lineares efetuadas com os métodos do
Ponto Médio e Potra-Ptdk, associados & técnica de
Comprimento de Arco Linear, mostraram-se bastante
promissoras, uma vez que para a classe de problemas
testados ndo ocorreram instabilidades numéricas durante as
simulacdes, além de alcangarem a solugdo com um menor
nimero de passos de forca e de iteragdes acumuladas e,
consequentemente, com um menor tempo de
processamento.

De fato, nas simulagdes ndo lineares de problemas de
estruturas em um processo incremental e iterativo, resolver
o sistema de equacdes lineares gerado a cada iteracdo €, em
geral, 0 passo mais caro e que demanda maior tempo e
esforgco computacional durante o processamento. Mesmo
com o impacto que o setor da microeletronica tem causado
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no desenvolvimento de componentes computacionais, com
destaque a sistemas mais compactos de memoria e
processadores cada vez mais rapidos, ainda assim, essas
poderosas maquinas por si SO nem sempre conseguem tratar
adequadamente os diversos modelos estruturais, quer por
falta de memoria, quer por excessivo tempo de resposta.

Neste trabalho foi feita uma adaptagéo na equacdo de
restricdo proposta por Yang e Kuo (1994) para o calculo do
subincremento de forca; com os valores admitidos para os
pardmetros Ci, ki e Hi chega-se a estratégia de Comprimento
de Arco Linear. As formulacfes de outras técnicas de
continuacdo podem ser obtidas com a atribuicdo de outros
valores a esses parametros, como Norma Minima dos
Deslocamentos Residuais, Residuo Ortogonal,
Deslocamento  Generalizado, Comprimento de Arco
Cilindrico.

Como pesquisa futura sugere-se: a consideracdo do
efeito da ndo linearidade fisica por meio da teoria da
Mecénica do Dano; e adaptar outros métodos de solugdo ao
problema ndo linear estrutural —métodos da familia
Chebyshev-Halley e método de Jarratt.

AGRADECIMENTOS

Ao Programa de Pos-Graduagdo em Matematica da UEM e
a UTFPR pelo apoio para a realizagao desta pesquisa.

REFERENCIAS

BATOZ, J. L.; DHAT, G. Incremental displacement algorithms
for nonlinear problems. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, v. 14, n. 8, p. 1262-1267, 1979.
https://doi.org/10.1002/nme.1620140811.

CHOONG, K. K.; HANGAI, Y. Review on methods of
bifurcation analysis for geometrically nonlinear structures.
Bulletin of IASS, v. 34, n. 112, p. 133-149, 1993.

CHUN, C. A new iterative method for solving nonlinear
equations. Applied Mathematics and Computation, v. 178, n.
2, p. 415-422, 2006. https://doi.org/10.1016/j.amc.2005.11.055.

CODA, H. B. Andlise néo linear geométrica de sélidos e
estruturas: uma formulagéo posicional baseada no MEF.
Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Séo Paulo,
Sé&o Paulo, 2003. Texto complementar para concurso de professor
titular, SET-EESC-USP.

CODA, H. B.; GRECO, M. A simple FEM formulation for large
deflection 2D frame analysis based on position description.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
v. 193, n. 33-35, p. 3541-3557, 2004.
https://doi.org/10.1016/j.cma.2004.01.005.

CRISFIELD, M. A. Non-Linear Finite Element Analysis of
Solids and Structures. Volume 1: Essentials. New York: John
Wiley & Sons Ltd., 1991.

EUSTAQUIO, R. G. Classe de métodos Chebyshev-Halley
inexata livre de tensores com convergéncia cubica para
resolucdo de sistemas nao lineares e um estudo sobre raio de
convergéncia. Tese (Doutorado), Programa de P6s-Graduagéo
em Métodos Numéricos em Engenharia, Universidade Federal do
Parana, 2013.

FRONTINI, M.; SORMANI, E. Third-order methods from
quadrature formulae for solving systems of nonlinear equations.

Applied Mathematics and Computation, v. 149, n. 3, p. 771-
782, 2004. https://doi.org/10.1016/S0096-3003(03)00178-4.

GEERS, M. G. D. Enhanced solution control for physically and
geometrically non-linear problems. Part ii — comparative
performance analysis. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, v. 46, n. 2, p. 205-230, 1999.
https://doi.org/10.1002/(S1C1)1097-
0207(19990920)46:2<205::AID-NME669>3.0.CO;2-S.
https://doi.org/10.1002/(S1C1)1097-
0207(19990920)46:2<177::AID-NME668>3.0.CO;2-L.

HAUGEN, B. Buckling and Stability Problems for Thin
Shel | Structures using High-Performance Finite
Elements. PhD Dissertation, University of Colorado,
Boulder, CO, 1994.

LACERDA, E. G. M.; MACIEL, D. N.; SCUDELARI, A. C.
Geometrically static analysis of trusses using the arc-length
method and the positional formulation of Finite Element Method.
In: XXXV lberian Latin-American Congress on Computational
Methods in Engineering, 2014. Anais... Evandro Parente Jr. (ed.),
ABMEC, Fortaleza, CE, Brazil, 2014.

LEON, S. E.; PAULINO, G. H.; PEREIRA, A.; MENEZES, I. F.
M.; LAGES, E. N. A Unified Library of Nonlinear Solution
Schemes. Applied Mechanics Reviews, v. 64, n. 4, p. 040803-
040803-26, 2011. https://doi.org/10.1115/1.4006992.

MATIAS, W. T. El control variable de los desplazamientos en el
analisis no lineal elastico de estructuras de barras. Revista
Internacional de Métodos Numéricos para Célculo y Disefio
en Inggenieria, v. 18, n. 4, p. 549-572, 2002.

MATLAB, version 8.6.0 (R2015b). Natick, Massachusetts: The
MathWorks Inc., 2015.

MAXIMIANO, D. P.; SILVA, A. R. D.; SILVEIRA, R. A. M.
Iterative strategies associated with the normal flow technique on
the nonlinear analysis of structural arches. Revista Escola de
Minas (Impresso), v. 67, n. 2, p. 143-150, 2014.
https://doi.org/10.1590/S0370-44672014000200003.

MENIN, R. C. G. Aplicacao da descrigdo cinematica co-
rotacional na analise ndo-linear geométrica de estruturas
discretizadas por elementos finitos de treligas, vigas e cascas.
Tese (Doutorado), Universidade de Brasilia, Faculdade de
Tecnologia, Departamento de Engenharia Civil e Ambiental,
2006.

ONATE, E. Una formulacion incremental para problemas de
no linealidad geométrica por el metodo de los elementos
finitos. UPC: Barcelona, Espanha, 1986.

POTRA, F. A.; PTAK, V. Nondiscrete Induction and Iterative
Processes. Research Notes in Mathematics, 103, 1984.

POWELL, G.; SIMONS, J. Improved iteration strategy for
nonlinear structures. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, v. 17, n. 10, p. 1455-1467, 1981.
https://doi.org/10.1002/nme.1620171003.

RAMM, E. Strategies for tracing the non-linear response near
limit-points, nonlinear finite element analysis in structural
mechanics. Wunderlich, W. (ed.). Berlin: Springer-Verlag, p. 63-
89, 1981. https://doi.org/10.1007/978-3-642-81589-8_5.

RIKS, E. The application of Newton's methods to the problems
elastic stability. Journal of Applied Mechanics, v. 39, n. 4, p.
1060-1065, 1972. https://doi.org/10.1115/1.3422829.

RIKS, E. An incremental approach to the solution of snapping
and buckling problems. International Journal of Solids and

48 Ciéncia & Engenharia, v. 26, n. 1, p. 39 — 49, jan. — jun. 2017


https://doi.org/10.1002/nme.1620140811
https://doi.org/10.1016/j.amc.2005.11.055
https://doi.org/10.1016/j.cma.2004.01.005
https://doi.org/10.1016/S0096-3003(03)00178-4
https://doi.org/10.1002/(SICI)1097-0207(19990920)46:2%3C205::AID-NME669%3E3.0.CO;2-S
https://doi.org/10.1002/(SICI)1097-0207(19990920)46:2%3C205::AID-NME669%3E3.0.CO;2-S
https://doi.org/10.1002/(SICI)1097-0207(19990920)46:2%3C177::AID-NME668%3E3.0.CO;2-L
https://doi.org/10.1002/(SICI)1097-0207(19990920)46:2%3C177::AID-NME668%3E3.0.CO;2-L
https://doi.org/10.1115/1.4006992
http://lattes.cnpq.br/9202848601915397
https://doi.org/10.1590/S0370-44672014000200003
https://doi.org/10.1002/nme.1620171003
https://doi.org/10.1007/978-3-642-81589-8_5
https://doi.org/10.1115/1.3422829

Métodos iterativos de terceira e quarta ordem associados a técnica de comprimento de arco linear

Structures, v. 15, n. 7, p. 529-551, 1979.
https://doi.org/10.1016/0020-7683(79)90081-7.

RODRIGUES, P. F. N.; VARELA, W. D.; SOUZA | R. A.
Anélise de Estratégias de Solucéo do Problema N&o-Linear.
Revista de Ciéncia & Tecnologia, v. 8, n. 2, p. 36-49, 2008.

SECER, M. Inelastic and large deformation analyses of plane
trusses. Technology, v. 12, n.3, p. 175-184, 20009.

SILVEIRA, R. A. M.; ROCHA, G.; GONCALVES, P. B.
Estratégias numéricas para analises geometricamente ndo
lineares. In: XV Congresso Brasileiro de Engenharia Mecénica,
Aguas de Lindoia, 1999. Anais... Aguas de Lind6ia: 1999.

SOLEYMANI, F.; SHARMA, R.; LI, X.; TOHIDI, E. An
optimized derivative-free form of the Potra—Ptak method.
Mathematical and Computer Modelling, v. 56, n. 5-6, p. 97-
104, 2012. https://doi.org/10.1016/j.mcm.2011.12.005.

YANG, Y. B.; KUO, S. R. Theory & Analysis of Nonlinear
Framed Structures. Singapore: Prentice-Hall, 1994.

YANG, Y. B.; SHIEH, M. S. Solution method for nonlinear
problems with multiple critical points. American Institute of
Aeronautics and Astronautics Journal, v. 28, n.12, p. 2110-
2116, 1990. https://doi.org/10.2514/3.10529.

Ciéncia & Engenharia, v. 26, n. 1, p. 39 — 49, jan. — jun. 2017


https://doi.org/10.1016/0020-7683(79)90081-7
https://doi.org/10.1016/j.mcm.2011.12.005
https://doi.org/10.2514/3.10529

